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Bo rred ou 


Die großen Fortfchritte, welche die Mathematik feit der 
Begründung diefes ihr gewidmeten Woͤrterbuchs gemacht hat, 
beftehen theild in der Erweiterung ud Bervolllommnung 
der Methoden, in der flrengern Begründung mehrerer ihrer 
wichtigften Theile, und der dadurch möglicy gewordenen ge: 
gen früher unendlich verbefferten Darftellung derfelben; theild 
in der Vermehrung ded Material durch neue Methoden und 
Saͤtze. Blickt man nur auf die letzten zehn bis zwanzig 
Sahre zurüd, fo muß man erflaunen über das, was in 
diefer verhältnigmäßig nur Eurzen Zeit in jeder der beiden fo 
eben angedeuteten Beziehungen geleiftet worden if, Durch 
dieſe beiden Richtungen, nad) denen hin die Fortfchritte der 
Wiſſenſchaft zu fuchen find, war mir zugleich, wie ich glaube, 
mit ziemlicher Beftimmtheit der Weg vorgezeichnet, den ic) 
bei der Bearbeitung diefer Supplemente zu einem nun ſchon 
vor dreißig Jahren begonnenen Werke zu betreten hatte. 
Nicht wenige der wichtigften in ganz veralteter Darftellung 
daftehende Artikel bedurften einer völlig neuen Ausarbeitung, 
und mehrere ganz neue Artikel mußten hinzugefügt werden. 
Sn beiden Beziehungen liefert ſchon dieſe erfte Abtheilung 
Deifpiele in hinreichender Anzahl. Indem ich hoffe, daß 
man z. B. in den Artikeln Bernoullifche Zahlen, Binomifcher 
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Lehrſatz, Cyklometrie, Differenzen- und Differentialrechnung Kluͤ 
gels Arbeit auch nicht im entfernteſten wieder erkennen wird 
bin ich auf der andern Seite uͤberzeugt, daß nachſichtig 
Beurtheiler mir dad Zeugniß nicht verſagen werden, in dei 
Artikeln Beftimmtes Integral, Bürmannifhe Reihe, Con: 
vergenz der Reihen, Coordinaten — ein Artikel, der in 
Klügeld Bearbeitung wohl kaum diefen Namen verdient — 
Chylinder und Dreieck gezeigt zu haben, wie unendlich in neue— 
rer Zeit das Material in einzelnen Theilen der Wiſſenſchaft 
angewachſen iſt. Daß ich weit mehr noch zu geben im 
Stande geweſen waͤre, wird man mir auf mein Wort glau— 
ben; daß aber ein Werk dieſer Art auch nicht in's Unend— 
liche ausgedehnt werden darf, iſt eben ſo klar. Maaß zu 
halten, iſt hier ſehr ſchwer. In manchen Artikeln, wie z. B. 
bei dem wichtigen Artikel Barycentriſcher Calcul, mußte ich 
mich leider mit kurzen Notizen begnuͤgen, aus denen aber 
niemals auf meine Anſicht uͤber die Wichtigkeit des betreffen— 
den Gegenſtandes geſchloſſen werden darf. Ich habe in fol- 
chen Fallen mich an den einzelnen Stellen felbft kurz zu 
rechtfertigen gefucht,. und kann dies alfo hier um fo mehr 
unterlaffen. Eben fo würde. eine Rechtfertigung der von mir 
in den einzelnen Artikeln gewählten Darftellung die Gränzen 
einer Vorrede weit überfchreiten, und was ich vorzugsweife 
ald mein Eigentum in Anfprud) nehmen darf, werden 

Kenner von felbft finden, - Weil jedoch in einem Werke die- 

fer Art das Gigne unter der unendlichen Maffe des Frem— 

den nur zu. leicht gänzlicy verfchwindet, mag es mir erlaubt 

feyn, auf Mehreres in dem Artikel Bernoulliſche Zahlen, in 

dem Artikel Beftimmtes Intregral (22.), Mehreres im Ars 

titel Binomifcher Lehrfag, auf die im Artikel Cauſtiſche Flaͤ— 
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hen und Linien (32.) bie (39,) mitgetheilten analytifchen 
Beweife, auf die ganze Anlage und Ausführung des Ar: 
tikels Coordinaten, den ganzen Artikel Gylinder, faft den 
sanzen Artikel Cyklometrie und Mehreres in den Artikeln des 
Buchſtaben D, als ‘mir vielleicht vorzugsweiſe angehörend, 
befonders hinzuweifen, 

Fur die zweite und letzte Abtheilung diefer Supplemente 
find nun noch mehrere fehr wichtige und umfangreiche Ar: 
tikel zurück, namentlich der Artikel Elliptiſche Functionen und 
der Artikel Gleichung, in welchem natürlid auf Die neuen 
wichtigen Unterfuchungen von Fourier vorzüglid Ruͤckſicht 
genommen werden wird, fo wie in dem ebenfalls einer neuen 
Bearbeitung bedürfenden Artikel Goniometrie Die bekannten 
Schwierigkeiten bei der Entwickelung der Potenzen der Sinus 
und Coſinus, auf welche Poiſſon zuerſt aufmerkſam machte, 
beſondre Beruͤckſichtigung finden und von mir, wie ich glaube, 
auf eigenthuͤmliche Weiſe gehoben werden ſollen. Die Zu— 
ſaͤtze werden natuͤrlich in eben dem Maaße abnehmen, wie 
die Baͤnde unſers Werkes naͤher an die jetzige Zeit heran— 
reichen. Mehreres, was auch in die zweite Abtheilung ver- 
wiefen werden konnte, ift, als fich bier beffer und leichter 
anfchließend, in diefe erfte aufgenommen, und dadurch in jener 
Raum für andre Unterfuchungen -gewonnen worden. Da- 
bin gehört z. B. Beffels treffliche Auflöfung des Kepp— 
lerfchen Problems und Fouriers berühmte Entwidelung 
der Functionen nad) den Sinus und Gofinus der Vielfachen 
ihrer veränderlichen Größen mittelft der beftimmten Integrale 
in dem Artikel Beftimmtes Sntegral, die Entwidelung Der 
Ihiefen Kegelfläche im Artikel Cylinder und vielleicht noc) 
einiges Andre. Auf diefe Gegenftände wird aber natürlic) 
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in der zweiten Abtheilung an gehoͤrigem Orte verwieſen 
werden. Pa ee — 

Da die zweite Abtheilung dieſer Supplemente der erſten 
ohne Zweifel auf dem Fuße folgen wird, ſo ſcheide ich hier— 
mit, um ſo mehr, da beide Abtheilungen doch eigentlich nur 
einen Band bilden ſollen, mit dem innigſten Danke gegen 
die Vorſehung, daß ſie mich dieſes ſchwierige Werk gluͤcklich 
zu Ende fuͤhren ließ, und mit dem freudigſten Ruͤckblick auf | 
die durch die Arbeit felbft mir gewordene vielfache und reiche 
Belehrung, für jest von demfelben, ohne die Hoffnung. 
aufzugeben, auc die angewandte Mathematik in ähnlicher 
lexicographiſcher Bearbeitung zu liefern, wenn der meinen 
bisherigen Leiftungen gefchenkte Beifall der Kenner mich dazu 
. ermuntert und berechtigt, und. der Himmel mir auch ferner: 
hin die zu einem fo fehwierigen Werke nöthige Kraft und | 
Ausdauer verleihet. | | 

Brandenburg a, d. H., im Februar 1833. 


I A. Grunert, 


A. 


Abſteigende Reihen ſind Reihen von der Form 
Axt + Bxn—1 Cxn-2 4 Dan-3 + Ext 4..... 


Uehnlichkeitsare, f. Anwendung der Analyſis auf die 
Giometrie i. d. 3. (16.). 


Aehnlichkeitspunkt, f. Anwendung der Analyſis auf die 
Geometrie i. d. 3. (14). : 


Aeußere Glieder einer Proportion, ſ. Verhaͤltniß (12.). 


Algebra. Die neuern Mathematiker beſchaͤftigt vorzuͤglich 
die Lehre von den hoͤhern Gleichungen oder von den Gleichungen 
aller Grade im Allgemeinen, in theoretiſcher und praktiſcher Rüde 
ſiht. Gauß, Cauchy, Abel und Andere haben in diefer 
Bezitehung ſchon viel Treffliches geliefert, swie die Commentarien. 
der Göttinger Societät, die Exercices de Mathematiques von 
Cauchy, Erelles Journal und die übrigen mathematifchen 
Zetfchriften bezeugen. Den Satz von der Zerlegbarfeit jeder 
ganzen reellen rationalen Function in lauter vecle late des 
erſten oder zweiten Grades, welcher eigentlich das Grundprincip 
der ganzen Theorie der Gleichungen ausmacht, hat vorzuͤglich 
Gauß durch mehrere höchft feharffinnige Beweiſe bewahrheitet; 
der Beweis dieſes Satzes von Cauchy iſt ſchon im Artikel Un— 
moͤgliche Groͤße mitgetheilt worden; Burgs Verſuch, einen ele⸗ 
mentaren Beweis dieſes wichtigen Theorems zu geben (Crelles 
Journal. B. V. S. 182,), ift leider als voͤllig verfehlt zu betrachten. 
Ueber die Unmöglichkeit der allgemeinen Auflösbarfeit der Gleichun— 
gen über den vierten Grad hinaus, die fhon Ruffini in den 
Memorie di matematica e di fisica della societä italiana 
delle scienze, P. I. 1803. zu beweifen verfucht hatte, hat der 
den mathematifchen Wiffenfchaften zu früh entriffene Abel eine 
ſchoͤne Arbeit in Crelles Journal. B. I. S. 63. geliefert. - 
Zu erwähnen dt noch: Sammlung von Aufgaben aus der Theorie 
der algebraifchen Gleichungen von Meier Hirfch. Berlin. 1809, 
Der verbienftvolle Verfaffer glaubte die allgemeine Auflöfung der 
Öltihungen gefunden zu haben, hat aber feinen Irrthum nach— 
ber felbft eingeftanden, Der Artikel Gleichung in diefen Zufägen 

Supplem, zu Klügels Wörterb, J. U 


2° Analyfis, als wiffenfchaftliches Syſtem. 


wird von allen diefen Unterfuchungen ausführliche NahricH£ 
ben. Derfelbe Artikel im zweiten Theile diefes Wörterbuchye 
ale völlig veraltet zu betrachten. 


Alternirende Functionen, eigentlich fonctions alt 
nees nad) franzoͤſiſchen Schriftſtellern, find Functionen me hr 
veraͤnderlicher Groͤßen, welche, wenn man zwei beliebige ver 
derliche Größen gegen einander vertauſcht, ihr Zeichen aͤnd 
ohne ihren abfoluten Werth zu ändern. Functionen diefer Art fen: 


x—y, xy? — xy, 108 (7), sinx — siny, (x«— 2) — 


Cauchy hat in feinem trefflichen Cours d’Analyse algebrigı 
Paris. 1821. Chap. II. $. 2. und Note IV. mehrere S 
über folche Functionen, die zugleich ganze rationale Functioı 
find, bewieſen, und aus denfelben einen Beweis für die v 
Bezout und Cramer gegebenen Regeln zur Elimination | 
unbekannten Größen aus Gleichungen des erften Grades (ſ. 
Art. Elimination i. d. 3.) hergeleitet. Einen ganz ähnlich 
Beweis hat auh J. E. Drinfwater in dem Philosophie 
Mag. No. 55. p. 24. gegeben, ohne des von Cauchy gegel 
nen Beweiſes zu erwähnen, | 


Amplitudo arcus. Der analytifche Ausdruck für t 


Amplitudo arcus if — wenn s den Bogen, r den’ Kruͤr 
mungshalbmeſſer für den Endpunft des Bogens bezeichnet. - 


Anagramm, ſ. Berfeßungen (10.). 


| Analogie, Ueber Nepers Analogieen f. Trigom: 
metrie (61.). | 


Analyſis, als willenfchaftliches Syſtem. Zu de 
in diefem Artikel aufgeführten einzelnen Theilen der fogenannee 
Analyfis endlicher Größen fann man u. A. noch hinzufügen 
die analytifche Theorie der Kettenbrüche, naͤmlich vorzüglich d 
Verwandlung der Reihen in Kettenbrüche und umgefehrt, Unter 
fuchungen über die Convergenz der Kettenbrüce u. f. 1.5 Di 
Lehre von der Convergenz und Divergenz der Neihen, mit wel 
her vorzüglich) im neuerer Zeit die Mathematiker fi) fehr vie 
befchäftige haben; die Theorie der fymmetrifchen Functionen 
Stetigkeit oder Kontinuität und Discontinnität der Functionen 
u. ſ. w. Einzelne wichtige Theile der hoͤhern Analyfis, die vor 
züglich in neuerer Zeit fehr cultivirt worden find, find die Theorü 
der beftimmten Integrale in ihrer ganzen Ausdehnung, die Theorü 
der elliptifchen ZTranfcendenten oder der elliptifchen Functione 
die Integrallogarithmen, und vorzüglic die Variationsrechnun 
welche früher gewöhnlich als ein Theil der Integralrechnung b 
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trachtet wurde, nad) den neuern Bearbeitungen aber durchaus 
als eine felbitftändige Wiffenfchaft daiteht. | 

Ein neueres deutſches Werk, welches für den gegenwärtigen 
Auftand der Analyfis etwa daffelbe zu leiften fucht, wie Eulers 
Intreductio in Analysin infinitorum für den damaligen, find 
Eytelweins Grundlehren der höhern Analyfis. Berlin. 1824, 
Binde. 4. Die fpecielle Literatur f. m. bei den einzelnen Ar- 
titel, Lagranges mathematifche Werke find trefflich uͤberſetzt 
von Erelle (Berlin. 1823 — 24.). Zu wünfchen ift, daß der 
Ucberfeßer feinen längft vorbereiteten umfaffenden Lehrbegriff der 
giſſammten Analyſis (f. Journal der r. u. a. Mathematik. 
B.1. S.95.) bald herauggebe, weil dies ein Werk ift, welches 
de europdifchen mathematifchen Literatur noch gänzlicd) mangelt. 
Das Material wählt von Tage zu Tage in's Ungeheure. Die 
Sichtung und Ordnung deffelben it daher fehr zu wuͤnſchen, 
wenn die Ueberficht, wie es bald nicht anders wird feyn fünnen, 
nicht ganz verloren gehen fol. Ein folcher vollftändiger Lehrbe— 
gef, wie Crelle ihn vorbereitet, ift daher ein hoͤchſt dringen- 
des Beduͤrfniß. 


Analyſis als Methode, Drobisch Theoriae Ana- 
lyseos geometricae prolusio. ‘Lips. 1824. Ueber die geome- 
triſche Analyſis von Deinhart. Wittend. 1830. O. Schulz 
über die geometrifche Analyfis in E. G. Fifchers Lchrbuche der 
Mathematik für Schulen. Eine Schrift von fuca Maresca 
über die. geometrifche Analyfig, zugleich) mit vielen Aufgaben, 
namentlicy über die Berührungen (Neapel: 1825. 4), wird fehr 
gerüfmt im Bulletin universel, Avril. 1831. | | 


Anfang der Eoordinaten, f. Coordinate. 


Anwendung der Analyfis auf die Geometrie. Die 
Anwendung der Analyfis auf die Geometri® hat. durch die Be— 
mädungen der neuern Mathematiker, vorzüglich der franzöfifchen, 
außerordentlich an Eleganz gewonnen. Allen diefen Anwendun- 
gen liegen die im Artifel Linie und Ebene (Thl. II. ©. 447 
—477.) entrwicelten Gleichungen als Principien zum Grunde. 
Dieſe Sleihungen. find für die analytifche Geometrie ganz daffelbe, 
was die Elemente des Euclides für die Geometrie der Alten 
waren. Weil der fo eben angeführte Artikel uns keinesweges 
den Anforderungen zu entfprechen fehlen, welche die heutige Ma— 

atik zu machen berechtigt: ift; fo haben wir diefe Gleichun- 
gen, ihrer großen Wichtigkeit wegen, in diefen Zufäßen in einem 
genen, eben fo überfchriebenen Artikel von Neuem zufammenges 
fell, und beziehen ung Hier auf diefen Artikel ein für alle Mal, 
ohne die einzelnen Nummern deffelben jederzeit, beſonders zu citi— 
en, weil die genannten Gleichungen mit den Elementar » Sägen 
en euclidiſchen Geometrie durchaus in eine Kategorie zu ſetzen 
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1, Es fey ein Winfel BAC (Fig. 1.) und in feiner Eben 
ein Punkt D gegeben. Dan foll durch diefen. Punft eine gerad 
Linie B'C von folcyer Lage ziehen, daß das Product der auf dei 
- Scenfeln des gegebenen Winfeld abgefchnittenen Stufe AB 
und AC einem gegebenen Quadrate q? gleich fey. 

Man nehme AB und AC als die pofitiven Theile der Areı 
eines ſchiefwinkligen Coordinatenfyftems an, deffen Anfangspunf 
A iſt. Die Coordinaten des gegebenen Punktes D in Bezug au 
dieſes Syſtem -bezeichne man durch a, 6. Die Gleihung De 
gefuchten Linie BC fey 
| y=ax.«-b. 

- Die Coordinaten des Punktes B' feyen X, O, fo wie O,y di 
Eoordinaten des Punktes C. Weil die gefuchte gerade Fini 
durch die Punkte B, D, C geht, fo bat man: folgende dre 
Gleichungen: 

O0=ax 4 B, 4A- a b, y 2 bh. 

Dieſe drei Gleichungen enthalten vier unbekannte Groͤßen (a, b 
x,y), welche ſich alſo mittelſt derſelben nicht beſtimmen laſſen 
Aus den Bedingungen der Aufgabe ergiebt ſich aber auf de 
Stelle die vierte Gleichung: 


xy=q: 
Eliminirt man zuerft b, fo_hat man: 
o=x+y, =. ty, xy =gq:. 
Durch Elimination von a ergiebt ſich: 
| Rr=(X—e)y,xy=g3; 
und, ivenn man nun y' eliminirt: 
Pr? (x -64) 42. | 


Folglich, durch Auflöfung diefer quadratifchen Gleichung: 
_ SITE V EEE _ N 
* *36 ) 

und, weil y = I, ift, nach leichter Rechnung: 


vlt E(E-w)l. 


fo ift, wie augenblicklich erhellet , wenn man auf beiden Sei 
mit 5, welches immer poſitiv iſt, multiplicirt: 

qg? — daß 0, qꝰ < 4038. ö 
‚ Die Aufgabe wird alfo unmöglich, wenn q? — daß ne 
tiv, oder q? < Auß iſt. Haben @, P entgegengefeßte Zeid) 
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fe it die Aufgabe jederzeit möglich, weil dann Laß negativ, 
alſo g? — 4aß pofitiv if. | | RN 

Will man den Werth von x conftruiren, fo fuche man zu 
f, q die dritte Proportionallinie. Dadurch erhält man F, 


lich auch leicht durch bloße Subtraction J — Au, Sucht 


man num ferner zwiſchen nn und T — 4a die mittlere Propors | 
finallinie, fo ergiebt ſich F 
— | 
felglich durch bloße Aodition und Subtraction auch x’, welches 
in Allgemeinen zwei Werthe hat, Daß man bei der Conftruction 
and) auf die Vorzeichen der einzelnen Größen. gehörig Nückficht 
nehmen muß, verſteht fich von felbft, \ | 

2. Nimmt man einen beliebigen Durchmeffer eines Kreifes 
als Are, feinen Mittelpunkt als Anfang der Abſciſſen an; fo iſt, 
wenn r den Halbmefler des Kreifes bezeichnet, und die Coordina⸗ 
ten rechtwinklig angenommen werden, offenbar 

x? + y? = r? 3 — — 
die Gleichung des Kreiſes. Nimmt man nun zwei andere belie⸗ 
bige, den primitiven jedoch parallele, Coordinatenaxen an, und 
bezeichnet in Bezug auf dieſelben die Coordinaten des Mittels 
punftes durdy a, b; fo muß man in obiger Gleichung offenbar 
x—a, y—b für x, y feßen, wodurch diefelbe in 

ka”? Fyh? er .,)_ “ 
übergeht. Dies ift die allgemeinfte Gleichung des Kreifes zwi⸗ 
ſchen rechtwinkligen Coordinaten, 

3. Sey nun durch einen gegebenen Punkt im Kreiſe eine 
Berührende zu ziehen, d. h. eine gerade Linie, welche, außer 
dem gegebenen Punkte, mit dem Kreife feinen andern Punkt ges 
mein hat. Der Einfachheit wegen nehme man den gegebenen 
Punkt felbft als Anfang der Eoordinaten anz fo ift die Gleichung 
der Beruͤhrenden, da diefelbe durch den Anfang der Coordina⸗ 
ten geht, a 

y = Ax. 

Diefe Gleichung fey aber jetzt überhaupt die Gleichung einer durch 
den Anfang der Coordinaten gehenden ‚geraden Linie. Hat diefe 
gerade Tinte, außer dem Anfange der Coordinatenz noch andere 
Punkte mit dem Kreife gemein; fo müffen die Coordinaten diefer 
Punkte jederzeit den folgenden zwei Gleichungen genügen: 

y=A, (x—a)? 4 (-)2 =r. u 
Führt man den Werth von y aus der erfien Gleichung in bie 
zweite cin, fo ergiebt ſich nach leichter Rechnung: 
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(1442yx- — 2(a-tAb)x +a?b’=r2, 
Aber, wie fogleich  erhellet, 

a? 4 h2 12. 
Alſo 


2(a+Ab) 
1+A?2 
Die in Rede fiehende gerade Linie Bat folglich im Allgemeiner 
außer dem Anfange der Coordinaten, noch einen zweiten Punt 
mit dem Kreife gemein, Soll diefe gerade Linie num eine Be 
- rührende feyn, fo muß ihr ziveiter Durchfchnittspunft mit der 
Kreife mit dem Anfange der Eoordinaten zufammenfallen, d. h 
es muß 
| in =o, nk 
ſeyn. Die geſuchte Gleichung der Beruͤhrenden iſt folglich: 


18— *. 


Zieht man von dem Anfange der Coordinaten, d. i. dem Be 
ruͤhrungspunkte, nach dem Mittelpunkte des Kreiſes einen Ra 
dius; ſo iſt deſſen Gleichung, weil er durch den Anfang de 
Eoordinaten geht, 


(1+A?)x — %Hatib)=0,ı= 





y=Ak. . 
Weil — aber auch durch den am des Kreiſes, deſſer 
ae a, b find, geht; fo ıft 


b=Aa, A > : 
ſolglich die Gleichung des in Rede ſtehenden NRadius:· 
12 7* 
Weil num 
— »(-5)=1-5=1-1=0 j 


uf; fo ift die Berührende jederzeit auf.dem durch den Serißrugh 
punft gezogenen Radius fenfrecht. 
Sey nun überhaupt 
(x—a)’+ (y—b)’=r? 

die Gleichung des Kreifes in Bezug auf ein beliebiges rechtwir 
liges Coordinatenfyftem, und @, 8 feyen die Coordinaten ein 
beliebigen Punktes im Kreife, durch welchen eine Berührende 
denfelben gezogen werden ſoll. Die Gleichung dieſer Beruͤhre 
den ſey 

y=Ax-+B. 
Da diefelbe durch den Punkt Ca, 8) geht; fo iſt 

. $=AaH+B. 
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Folglich, mittelſt Subtraction, 
y-ß=A(x—e) 
die Gleichung der Berührenden. Die Gleichung des durch den 
Beruͤhrungspunkt gezogenen Radius fey 
y= Ax-+B; 
fo ift, weil dieſer Radius durch die Puntte (a, 6) und (a, b) 
st b=zAatB,ß=As+EB. 
Mittelſt Subtraction ergiebt fich leicht: 
y—-b=A(z-a),,b—B=A(a—a). 
Folglich ift 
—ß 





y — b= zn 


die Gleichung des in Rede — Radius. Da nun die Be⸗ 
rührende auf diefem Radius ſenkrecht ift; fo ift 














= 40, *5 
Folglich iſt 

-43 
ober 


(a—a)(x—e) + (b-P)(y—p)=o 
die gefuchte Gleichung der Beruͤhrenden. Iſt der Mittelpunkt 
des Kreifes der Anfang der Coordinaten; fit a=b= 0, alfo 
«(x—a) FT Aly-P)=0 
oder, weil a? + ß? == ?r? ift, 
ax +fy=r 
die Sleihung der Berührenden, 


4. Sey jet durch einen ganz beliebigen Punft (=, 4), 
welcher nicht nothwendig in der Peripherie des Kreiſes liegt, 
eine Beruͤhrende an den Kreis zu ziehen. Der Mittelpunkt des 
Kreiſes ſey der Anfang der Coordinaten, alſo 

x? .-Ly?2=r? 
die Gleichung des Kreifes. Die Gleichung der gefuchten Berühs 
renden fey, weil diefelbe durd) den Punkt (a, BP) gehen foll, 
y-Pf=alx-a). 
A gun x,y bie Coordinaten des Berührungspunftes; fo 
ift au 


und nah) (3.) ift 
xx -yy=r 


die Gleichung d der nn) fo daß. alfo auch 
| ex +py=r: 


y — B=zalk—a), 
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iſt. Nimmt man hierzu die Gleichung 


x? -y?=r;, 
fo bat man jegt zur Beſtimmung von a, x, y die dr 
Gleichungen: | ME in 
| "+yprer,#+pfy=r,y—p=alXf—e). 
Aus den beiden. erften Gleichungen muß man x, y beftimmer 
aus der dritten ergiebt fich dann fogleich 
| a —— x | / 
Aus den beiden erften Gleichungen findet man aber: - 
ver +f® + —r?) 





...@? + 4* ; 
Y _ (Pr + «Ye? == p? — r?) 
Sr a 7 a 


Da 08 zwei Werthe von x, y' giebt, fo giebt ed auch in 
Allgemeinen ftets zwei Berührende, melche der: Aufgabe genügen 
wie ſchon aus den Elementen der Geometrie befannt iſt. Lieg 
der gegebene Punkt in der Peripherie. des Kreifes, fo iſt 
. +, 
alfo Ä en 
2 ’ 2 

| er lisheh er nal 
wie es. feyn muß, In dieſem alle‘ giebt es, wie auch bi 
Rechnung zeigt, nur Kine Beruͤhrende. Ueberhaupt iſt abe 
offenbar Ya? + 8? die Entfernung des gegebenen Punktes von 
Mittelpunfte des Kreifes, und der. gegebene Punft Liegt. außer 
oder innerhalb des Kreifes, jenachdem Ya? + PB? > r, ode 
—— 832 <rif, Im letztern Sale iſt a FR << 
olgli 

eo: YaFR=R 


eine imagindre Größe, fo daß alfo in diefem Falle die Aufgabı 
unmöglich ift. Sf aber Ya? + B? > r, dr ii, liegt der gege 
bene Punkt außerhalb des Kreifes, fo ift «a? + A? — r? pofitiv, 
die Aufgabe folglich möglich, und es giebt zwei Berührende, 
welche ihr genügen, | 

Nimmt man die Linie, welche den Mittelpunft des Kreifei 
mit dem gegebenen Punfte, durch welchen die. Berührenden gezo— 
er — ſollen, verbindet, als Abſciſſenaxe an, fo iſt — 0 

olgli | 





x- 


"so, yj=r7le-n. 


Alfo 


& 


— 2 2 2 
(x — 4)? -Ly?= ( _ te) + z(e— 1), 
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d. i. a ia)? + y = (10)? 

Hieraus ergiebt fih augenblicklich, daß die beiden Berfhrunge- 
punkte in der Peripherie eines Kreifes liegen, welcher aus dem 
Nittelpunfte der das Centrum des gegebenen Kreiſes mit ‚Dem 
gegebenen Punkte verbindenden geraden Linie über diefer geraden 
finie ale Durchmeifer befchrieben ift, fo daß alfo die Beruͤh— 
tungspunfte die Durchfchnittspunfte diefes leicht zu conſtruiren⸗ 
den Kreiſes mit dem gegebenen Kreiſe ſind. 


5. Eine gerade Linie zu ziehen, welche zwei gegebene Kreife 
zugleidy berührt. 

Die Mittelpunfte der beiden, gegebenen nr feyen A, A/, 
fo wie r, E ihre Halbmeſſer. Man nehme AA’ alg Are, A alg 
Anfang der Abfciffen an, und bezeichne die Abfeiffe von A’ durch 
a. Die Berührungspunfte der gefuchten geraden, Linie mit den 
beiden gegebenen Kreifen ſeyen ‘= , y) und = ıy BZ fo ift: 
nach) (3.) ſowohl 

xx yy=r, 
als auch 
(ba-x) ( x —x) - 0-9 20, 
die Gleichung der geſuchten Beruͤhrenden. Letztere Gleichung 
bringt man, weil 

(Ka? 422 ę2, 12 — 2ax” zur kr e* 
ift, leicht auf die Form: n 


(a—x")x _ y'y = a? — — ax” . 


Da sun - | 
N: — —* 
| tr y)=7 ee a ax :%* 

Gleichungen einer geraden Linie find; fo ift 

y _ _y_ 2 _ a(a—x" —— 
x IT mama 2m a—x” 


Diefe beiden Gleichungen reichen, nebſt den ER 

x⸗4 73, (a - x“) $y?=e, 
zur Beſtimmung der vier unbekannten Größen X, Y, x, y 
hin, Bezeichnen wir aber die Abfciffe des Punktes, in a 
die Herübrende die Abſciſſenaxe ſchneidet, durch z; fo * aus 
der Gl — 

| xx+ yy- =”, 

wenn man in derſelben xez, y=0 fetzt, a der Stelle:. 


vr D 5 ‚x? 
ar, z=—. 
En x 
Alſo J 
— a— x* — z 2 
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Ferner iſt 
— u. y”2 72 — y’2 = e? — (a— x”)? 
x2 "(a— x’)? ya ——— 5 


(ax)? | 
d. i., weil - 





r—ı”? r 2? 2? r? 
x 2 — x3 — 1= 77 — 1 — 
iſt: 
| ‚ser Gore | 
j r? e? 
Folglich 


222 = r?(a—z)?. 


Hieraus ergiebt ſich fogleich 


Man ſieht alfo, daß z zwei Werthe hat. Auch 

i ⸗ x — r(r+e) | 

| Face 

bat zwei Werthe. Da aber 

y er! — *2 „re ir)! 

a? 

iſt; fo ift | 

y-=+-Yar(rte%, 


wo die obern und unterm Zeichen fich nicht auf einander zu bes 
iehen brauchen. Daher hat y offenbar vier Werthe. Es giebf 
Folglich jederzeit vier gerade Linien, welche der Aufgabe genügen, 
vorausgefeßt, daß a? — (r+ 0)? nicht negativ ift, in welchem 
Falle die Aufgabe unmoͤglich werden wuͤrde. Die Werthe von 
x und y“ würden ſich mittelſt der obigen Gleichungen ebenfalls 
leicht entwickeln laſſen. 


Zwei der vier die beiden gegebenen Kreiſe beruͤhrenden geras 
den Linien liegen außerhalb derfelben, die beiden andern zivifchen 
ihnen. Den beiden erften entfpricht offenbar das untere, den 
beiden leßten das obere Zeichen in dem Ausdrude von 2. 


6. Seyen nun C, C, EC” die Mittelpunfte dreier Kreife, 
um 8 oe, E die Haibmeſſer derſelben. Die den Spitzen C, 
C,C" des Dreieds CCC gegenüberftehenden Seiten deflelben 
feyen a, a, a’, die an C und C liegenden Winkel @ und 9; 
fo ift immer — 
a sinp' = a' sing, a oos Fa’ cosp=a”. 
Man ziehe nun an je zwei der drei gegebenen Kreiſe die beiden 
äußern Berührenden (5.), und bezeichne deren Durcdyfchnitts= 
punfte durch A, A’, A”, fo daß diefelben nad) der Reihe den 
Keeifen C, C; C, CC’; C, C" entfprechen. Die Linie CC 


» 
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nehme man als Are, C als Anfang der Abſciſſen eines recht⸗ 
winfligen Coordinatenfyftemd an, und bezeichne in Bezug auf 
daſſelbe die Eoordinaten von A, A’, A” tefpective durch x, y; 
X, y; sxX,y; po iſt, wie leicht erhellen Bi na) (5.): 


ra” 


x = — gm 608, " 2 





— r’a ‘ — — r’a , j 
ma um eg, = rzzeng. 
Die Sleicyung der Linie AA’ fey 
Y=AX+B; 
fo iſt 


ra” 2 | ö 
‚e= a Fer 4 B ’ 
woraus durch Subtraction: 
ra” 
— A x — — . 


Aber, weil — Linie auch durch A’ geht: 











ra ra’ ra” 
äng =) eng Fl, \ 
— a, 
— alr—r)eosgp—a’(r—r)" \ 
Folglich ift 
Yı a’(r—r)sing 


a(r—r)cosp — a’(r—r” n|8 - zer 
Die ee der Linie AA” ift eben fo 


Y=alx 7 |; 











r—r 

aber, weil diefe Linie auch durch A” geht: 
— sinp = a)a’ — ;c08p — | 
—_r” . Y—r” r—r|?’ 
— a(r—r')sing | 

— a(r—r’)cosg’ + ("—r” 
folglich 
— a(r—r’)sing . r 
Im Te — „x — | 


die Gleichung der Linie AA”. Nach dem Obigen ift aber der 
Bruch vor der Klammer auf der rechten Seite diefer Gleichung 
a’(r—r’)sinp 
" (r<r)(a’ —a’cosp) +a”(!—r’) 
_ a(r—r’)sing 
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fo daß. alſo die Gleichungen der Linien AAl, AA” identiſch find, 
dieſe beiden Linien ſelbſt folglich in eine gerade Linie zufammen- 
fallen, d. is die drei Durchfchnittspunfte A, A’, A” der aͤußernt 
Derührenden dreier Kreife jederzeit in einer geraden Linie liegen, 
ein fehr merfiwärdiger, von Monge gefundener Sag, welcher 
fchon Thl. IV. ©. 876. Thl. V. ©. 153, Thl. V. ©, 181. auf 
verſchiedene Arten bewieſen worden ifl. 


7. Sey eine — Linie und ein Kreis gegeben; man ſoll 
an den Kreis eine Beruͤhrende ziehen, welche der gegebenen Linie 
parallel iſt. | 

Man nehme den Mittelpunkt des gegebenen Kreifes als 
Anfang, einen feiner Durchmefler als Are der Abfeiffen eines 
rechtivinkligen Coordinatenſyſtems an. Die. Öleihung der gege— 
benen Linie fey Ze | 

| y=ax-tb; 
die Coordinaten des Berührungspunftes der gefuchten Berühren- 
den feyen X, Y; der Halbmeffer des. Kreifes, welcher gegeben 
it, ſey = r. Die Öleihung der gefuchten Berührenden iſt 
nac) (3.) ke u .. 
tyysry=—nithr: 
Meil dieſe Beruͤhrende der gegebenen geraden Linie parallel iſt; 
ſo iſt F | 
a — — ./y=-—xr. 


Da ferner der Punkt (x, y) in der Peripherie des gegebenen 
Kreiſes liegt; fo iſt 
xt.Ly2 mr, 
Aus den Gleichungen u 
ayz—- N,” ”?=r 
müflen x, y beftimmt werden. Man findet leicht: 
ET En 0 
| ‚ Yıi-+a: Yt-+a? | 
fo daß es alfo jederzeit zwei Auflöfungen unferer Aufgabe giebt. 
- Bill man die Abfeiffe des Durdyfchnittspunftes der Berührenden 
mit der Abfeiffenare haben; fo muß man, wenn wir diefe Ab— 
feiffe durdy z bezeichnen, in der Gleichung 
xx-yy=r? 
x=z, y=0 feßen, Dies giebt 
| — x re > . | 
Alfo, wenn wir für x’ feinen vorher ‚gefundenen Ausdruck feisen: 
_. rl 1-a? 
u + | . 
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8 C und C feyen die Mittelpunfte zweier beliebigen Kreife 
in einer Ebene, deren Halbmeffer wa durch, r und r bezeichnen 
wollen. Man foll den geometrifchen Ort aller der Punkte finden, 
von denen fich zwei gleiche berührende Linien an die, beiden ge= 
ebenen Kreiſe ziehen laffen, fo daß nämlich die zwifchen den 

erübrungspunften und dem Durdjfchnittspunfte ziveier einan— 
der entfprechenden Berührenden liegenden Stuͤcke derfelben jeder— 
zeit einander gleich find. | 

Nan nehme CC als Are, C ale Anfang der Abdfeiffen eines - 
schtivinfligen Coordinatenfyftems an, und bezeichne die Coor— 
dinaten des Durchfchnittspunftes A ziveier beliebigen einander 
gleihen Beruͤhrenden, deren jede wir. — t feßen wollen, in Be— 
zug auf dieſes Syſtem durch x, y, die Abſciſſe von C’ -aber 
durd a. Die Entfernungen des Punktes A von den Mittelpunf- 
ten C und C ver beiden gegebenen Kreife feyen p und p'; fo 
erhellet augenblicklich die Nichtigkeit folgender Gleichung: | 


p- = pf’—r?=t?,. 


Ferner ift auch 
p? — x2 * p? Am (a—x)? = y? ö 
Folglich | 
p’ — p?=r? — r?,p? — p?=x’ — (a—x)’; 
ef r? rt? =x? — (a—x). 
A 


—— r — r’? 
—— 2 
Es iſt alſo x eine conſtante Größe, d. h. der geſuchte geometri— 
ſche Ort iſt eine auf der Linie CC fenfrechte gerade Linie, Deren 
Entfernung von C durch den obigen Werth von x beſtimmt 
wird, Die Entfernung diefes Perpendifels von C ift = 
alt dtor 
Das fo eben feiner Lage nach beftimmte Perpendifel nennen 
franzöfifche Schriftfteller die Nadical-Are der beiden. Kreife, 
indem wir es bier vorziehen, den franzöfifhen Ausdruck axe 
radical beizubehalten, ohne eine Weberfeßung deffelben, wie 
z. B. duch Wurzelaxe, Urare u. dgl, zu verfuchen. - 
Berühren die beiden Kreife einander, ſo FHa=ır tr, 
woraus man leiht x = r findet, d, h. die Radical » Are ziveier 
ſich berührenden Kreiſe iſt ihre gemeinfchaftliche Beruͤhrende. 
Wenn zwei Kreiſe ſich ſchneiden, ſo iſt ihre gemeinſchaftliche 
Sehne ihre Radical-Axe. Iſt nämlich EE die gemeinſchaftliche 
Sehne der beiden Kreife, und D der Durchfihnittspunft derfelben 
mit der Gentrallinie CC ; fo ift offenbar: 


CD’ = CE? - DE = r? — DE = r2 — (r?— CD?) 
— x — r?- CD’ =r — r?2+(a—CD);, 
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woraus leicht 
a? 4 12 - 72 
2a 
folgt, wie erfordert wird, wenn EE die Radical= Are * bei⸗ 
den Kreiſe ſeyn ſoll. 
9. Die Gleichung der Radicalare zweier Kreiſe, deren 
Gleichungen uͤberhaupt | 
(x-a)” + (y-b)?=r, 
(x—-—a)? -(y-b)’=r? 
find, läßt fi auf folgende Art finden, Iſt 
y=Ax-+B 
die Gleichung der Eentrallinie der beiden Kreife; fo ift 
b=AtB,b=Aa+B; 


yb- A(x—a) = (2-2). 


CD = 


Solgli 
glich (b— Dee 
‚die Gleichung der Gentrallinie. Die Rabicalare ift auf der Cen⸗ 
trallinie fenfrecht; folglich, wenn 
 y=Ax+B 
die Gleichung der erfiern ift: 
1 +Aan=14 TU u=o, X=-2,: 


Alſo 

(a-a)x + (b— by =(b—b’)B’ 
die Gleichung der. Radicalaxe, wo nun aber noch B beftimme 
werden muß. 

Um die Coordinaten des Durchfchnittspunftes der Radicals 
are und Eentrallinie zu finden, muß man x, y aus den beiden 
Gleichungen: _ | 
(b—b’)(x—a) — (a—a)(y-b)=o, 

(a—a)x + (b—-b)y=(b—b)B, 
oder ' 
| (b—b’)(x—a) — (a—a)(y-b)=o, 


(a - a) Eß- a) + (b—b)(y—b)=(b—b))B’—a(a—a)—b(b—b’) 
beſtimmen. Dadurch erhält man: 
| _ (a—a’)f(b—b’)B’ — ala—a’) — b(b—P’)} 
(ae FH hy 
_ (b— b’)}(b—b’)B’ — a(a—a’) — b(b— By 
— | (aa) + (b-P)% 
Folglich ift das Quadrat der Entfernung des Durchfchnittspunf- 


tes der Eentrallinie und Nadicalare von dem Mittelpunfte des 
erften der beiden gegebenen Kreife | 
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16- )B — alfa— #) — b(b-—b’)]% 
Ta khN ° 
Nah (8.) ift aber diefes -Duadrat 
u Hase Fehr rer), Ä 
4la—a’)?+ (bb) i " 
Died giebt die Sleihung _ | 
4j(b—b’) B’ — a(a—a’) —b(b—b)} = |(a—a’)? +(b—b’)? Ar? — r’2 12), 
er wenu man die Quadratwurzel auf beiden Seiten augs 
zieht: | 
21(b—b’)B’ — a(a—a’) —b(b-b))} = +lfa—a’)? + (bb? +r2—r’2} 
Es ift nun bloß mod) zu beftimmen, welches Zeichen man zu 
nehmen bat. Zu diefer Beſtimmung gelangt man auf folgende 
Art. Will man die Abfeiffe des Durchfchnittspunfteg der Radi— 
calaxe mit der Abfeiffenare fihden; fo muß man in der Gleichung 
(a—a)x+(b—b’)y=(b—b)B a 
der Radicalare y=O fegen, und x. beſtimmen. Dies giebt: 
(b—b’)B’ * | 


x= 
a—a 
Nimmt man die Centrallinie als Are, den Mittelpunkt des erften 
Kreifes als Anfang der Abſciſſen, d. na=b=0,b=0; 
fo muß nad) (8.) diefer Ausdruck in Ä j 


a?.Lr? — r? 
2a’ 


übergehen. Dies ift aber der all, wenn man \ | 
21(b—b’)B’— a(a- a) — b(b—b)) =— ((a—a’)? +b—b’)?--r?— v2], 


(b—b’)B un b(b—b’) (a— a)? +(b—b)2+r2 — r2. 
a—a a—a u — Vee7" — 
ſetzt, wie ſogleich erhellet. Man erhaͤlt alſo 
— 2(b—b’) | : 


Folglich ift die Gleichung der Radicalare 
(a— a)x + (b—b)y = 4a? + b?—r2 — (a? +b?— rl. 
Diefe Gleichung gilt für jedes Coordinatenſyſtem. 

10. Die Radical» Aren dreier Kreife, zu je ziveien verbun⸗ 
den, ſchneiden fich jederzeit in einem Punkte, 

Seyen C, C, C die Mittelpunfte der drei Kreife, Der 
Durchſchnittspunkt der- Radical» Aren der Kreife C, C um CC, 
C’ fey A, und von A feyen an die Kreife C, C vie gleichen 
Berübrenden AB, AB’, an die Kreife EC’, C” die gleichen Be— 
rübrenden AB,, AB” gezogen, fo daß alfo 

AB= AB, AB, = AB” 
it, Da aber AB’, AB, zwei von A an den Kreis C gezogenc 
Veruͤhrende find; fo ift nach befannten Elementarfägen AB —=AB,, 


16 Anwendung. der Analyfis, 


folgliy au AB = AB”, ‘fo daß" alfo AB umd AB” zwei 
gleiche an die Kreife C und CO gezogene Berührende find, A 
alfo ein Puukt der Nadical-Are der Kreife C und C ift, woraus 
fi) der zu bemweifende Sag unmittelbar ergiebt. A heißt bei 
franzöftfchen Schriftitelleen das Radical- Centrum (centre 
radical) der drei Kreife C, C’, C”, von welchem ſich alfo 
jederzeit fech8 unter einander gleiche Berührende an dieſe drei 
veite ziehen laſſen. | 
"Schneiden fi) alſo drei Kreiſe in einer Ebene 'gegenfeitig 5 
fo fchneiden ihre drei gemeinfchaftlichen Sehnen fich jederzeit im 
einem Punkte (8.). I 
Sind die Gleichungen der drei Kreiſe: 
(k—a)? + (y-b) er,“ 
(x—a)’ + (y—b)’=r”, 
(x—a”)? + [y-b"? =r"; 


aꝛ 4 b2, a? 4 b2, a2 dp” 


die Quadrate der Entfernungen ihrer’ Mittelpunfte von dent An— 
fange der Gioordinaten, Nimmt man nun das Nadical- Cen- 
trum der drei SKreife, von welchem ſich fechs unter einander 
gleiche Berührende an diefelben ziehen laffen, als Anfang der 
Eoordinaten an; fo ift offenbar. 

a? h — ra? b? — x =a": 4 b2 — r"2, 
Folglich find nad) (9.), wenn man das Nadical- Centrum dreier 
Kreife als Anfang der Coordinaten annimmt, die Gleichungen 
der Nadicalaren des erften umd ziveiten, zweiten und dritten, 
erften und dritten Kreifes: - 

| (a-a)x + (b-bD)y=o, 
(=aN)x+(b—b)y=d, 
(a”—a)x-+- (b"—b)y=o: 

11, Man denke fich jet zivei mit beliebigen Halbmeffern 
um C und C befchriebene — 5* und nehme au, daß A ein 
Punkt fey, von welchem zwei einander gleiche Berührende an die 
- beiden Kugeln gezogen werden fünnen; fo laffen fi) offenbar um 
die beiden Kugeln zwei Kegelflächen befchreiben, deren Spitzen 
im A liegen, und bei denen alle Seiten einander gleich find, 
Legt man nun durch A, C, C eine Ebene; fo find die Durch- 
fehnitte derfelben mit den beiden Kugeln zwei Kreife, in deren 
Nadical-Are A liegt, Seen wir CU = a, und bejeicdynen die 
Halbmeffer der. beiden Kugeln durch x, vr; fo find die Eutfer: 
nungen diefer Radical-Axe von C und C’ nad) (8.) vefpective 

a? - r? — r’2 a+- r’— r 
2a und 2a 
Man fchließt hieraus leicht, daß alle Punfte, von welchen fich 
zivei gleiche Beruͤhrende an zwei belichige Kugeln ziehen laflen, 


ſo ſind 
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in einer auf deren Centrallinie fenfrechten Ebene liegen, deren 
Entfernung von den Mittelpunften der beiden Kugeln auf die 
obige Weife beftimmt wird. Man nennt diefe Ebene die Radi— 
cal= Ebene der beiden Kugeln. nz 

Eben fo leicht wie in (10.) überzeugte man fich, daß die 
Nadical- Ebenen dreier Kugeln, deren Mittelpunfte C, C’, C’ 
find, fich jederzeit in eimer geraden Linie fchneiden, welche auf 
der Eentralebene CCC fenfrecht ift, und die Kadical- Are 
der drei Kugeln genannt wird, Die Nadical-Aren von vier zu 


je dreien verbundenen Kugeln fchneiden fich jederzeit in einem - 


— welcher das Radical-Centrum der vier Kugeln 
eißt. 

WVon den Eigenſchaften der Radical-Axen laſſen ſich manche 
intereſſante Anwendungen machen. M. ſ. z. B. eine Abhandlung 
von Sarr us über die Verzeichnung der Sonnenuhren in den 
Annales de Mathematiques. T. XVIl. p. 257. 


12. Die vorhergehenden Säge führen aud) zu größtentheilg 
fehr eleganten Auflöfungen der Probleme über die Berührungen 
der Kreife umter einander und mit geraden Linien, woruͤber wir 
jest Einiges mittheilen wollen, indem wir weiterer Ausführung 
wegen auf einen trefflichen Auffaß von Plücker in den Anna- 
les de Mathematiques. T. XVII p. 29. verweiſen. 

Sey z. B. ein Kreis zu befchreiben, welcher durch) zivei 
gegebene Punkte geht, und einen gegebenen Kreis berührt. 

Es iſt klar, daß die Aufgabe zivei Auflöfungen zulaͤßt. Wir 
haben alfo drei Kreife, von denen zwei, die zugleich .beide den 
gegebenen Kreis berühren, durch die beiden gegebenen Punfte 
gehen. Die Radical =» Aren diefer drei Kreife find alfo nach) (8.) 
die gerade Linie, welche durch die beiden gegebenen Punkte 
beſtimmt wird, und die beiden gemeinfchaftlichen Berührenden 
der fich berührenden Kreife. Diefe drei Radical = Aren ſchnei— 
den fih in einem Punkte (10,), dem Radical» Centrum der 
drei Kreife. Denft man fich nun ſtatt des einen der beiden durch 
die zivei gegebenen Punkte gehenden und den gegebenen Kreis be= 
rührenden Kreife einen beliebigen Kreis gefeßt, welcher durch die 
beiden gegebenen Punkte geht, und den gegebenen Kreis fchneidet ; 
fo it das Nadical - Centrum diefer drei Kreife der gemeinfchafte 
lihe Durchſchnittspunkt der durch) die beiden gegebenen Punkte 
schenden geraden Finie, der gemeinfchaftlichen Berührenden der 
beiden ſich berührenden Kreife, und der durd) die beiden Durch— 
ſchnittspunkte der zwei fich fehneidenden Kreife beftimmten geraden 
Linie. Die Radical - Centra beider Syiteme dreier Kreife fallen 
alſo offenbar in einen Punkt zufammen, indem diefelben beide 
Mal durch den Durchfchnittspunft der durch die beiden gegebenen 
Punkte gehenden geraden Linie und der gemeinfchaftlichen Beruͤh— 
renden der zwei fich berührenden  Kreife beftimmt werden. Man 
findet folglich das Radical - Centrum des erſten Syſtems ſehr 

Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. J. B 


J 
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leicht, wenn man einen durch die beiden gegebenen Punfte a 
henden Kreis befchreibt, welcher den ‚gegebenen Kreis ſchneid 
und die beiden auf diefe Weife erhaltenen Durchfchnittspunfte, 

wie die beiden gegebenen Punkte, durch gerade Kinien verbind: 
indem dann der Durchfchnittspunft diefer beiden geraden Kimi, 
dag gefuchte Radical » Centrum feyn wird. Zieht man nun vi 
demfelben an den gegebenen Kreis zwei Beruhrende, fo find d 
Beruͤhrungspunkte derfelben mit dem gegebenen Kreife die Punkt 
in welchen leßterer von den gefuchten zwei Streifen, berührt wir 
Man braucht nun alfo bloß nad) durd) diefe beiden Punfte zw 
Halbmeffer des gegebenen Kreifes zu ziehen, und auf die Lini 
welche die beiden gegebenen Punkte mit einander verbindet, durı 
deren Mitte eine Senfrechte zu errichten; fo find die Durd 
fchnittspunfte derfelben mit den beiden vorher gezogenen Nadien di 
gegebenen Kreifes die Mittelpunfte der beiden gefuchten SKreife. 


13. Sey ferner ein Kreis zu befchreibeit,, welcher durch zw 
gegebene Punfte geht, und eine gegebene gerade Linie. berührt. 


Man denfe ſich den gefuchten Kreis und durch die beide 
won Punkte einen beliebigen Kreis befchrieben. Die gerad 
inie, welche durch die beiden gegebenen Punfte geht, iſt die Na 
dical=Xre diefer beiden Kreife, welche befanntlic) die Eigenfchaf 
hat, daß die beiden Berührenden, melche ſich von jedem ihre 
.. an die beiden Kreife ziehen laffen, einander gleich find 
ies führt fogleich zu folgender Auflöfung unferer Aufgabe, Durd 
die beiden gegebenen Punkte befehreibe man einen beliebigen Kreis 
ziehe von dem Durchfchnittspunfte der die beiden gegebenen Punkt 
verbindenden geraden Linie mit der gegebenen Linie eine Berührend 
an denfelden, und fchneide deren Länge von dem in Rede ftchen 
den Durchfchnittspunfte aus auf beiden Seiten deffelben auf de 
gegebenen geraden Linie ab; fo find die beiden auf diefe Weil 
erhaltenen Punfte die Berihrungspunfte der gegebenen gera 
Linie mit zwei Kreifen, die zugleich durch die beiden gegebe 
Punkte Sehen , woraus auch erhellet, daß die Aufgabe im Al 
meinen zweier Auflöfungen fähig if. Sie ift num auf die 
fannte Elementar - Aufgabe: durch drei gegebene Punfte ei 
Kreis zu befchreiben, zurücgeführt, und demnach als aufgeli 
. " I) 





Man nehme jetst die Eentrallinie als Are, den Mittelput 
C des erſten der beiden gegebenen Kreife als Anfang der Abfeifl 
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an, ud bejeichne die Abſciſſen von C’ und O refpective durch a 
und x. Es ift nun offenbar | 
! “ 7 CA:CA = CO:CO . 
Zelglih, wenn CA und CA auf einer Seite der Centrallinie 
en: 


CA:CA— CA=CO:CO— CO, 
vi. R | 
rr— r=x:a,; a, — 
und, wenn CA und CA’ auf entgegengeſetzten Seiten der Cen— 
trallinie liegen: | 
, CA:CA + CA =C0O:CO + CO, 
de i. | 
r:r r = x:a. 
Felgih J 
se, | 
rar 
wo das obere Zeichen dem erften, das untere dem ziveiten Falle 
entſpricht. In beiden Faͤllen ift x eine conflante Größe, woraus 
man fiht, daß ſowohl alle Linien, welche die Endpunfte zweier 
von den Nittelpunften der beiden Kreife aus nach einerlei Nich- 
tung hin liegender parallele Halbmeffer mit einander verbinden, 
ſich in einem Punkte O, als auch alle Linien, welche die End— 
punkte zweier von den Mittelpunften aus nad) entgegengefeßsten 
Richtungen hin liegender paralleler Halbmeffer mit einander ver— 
enden, fih, in einem Punfte O’ der Centrallinie der beiden 
Kreiſe ſchneiden. Zugleich erhellet aus (5.), daß O und O’ die 
Durchſchnittspunkte der beiden äußern und der beiden innern Be— 
rübrenden der beiden gegebenen Kreife find, wenn fich überhaupt 
am die beiden Kreife gemeinfchaftliche Berührende ziehen laſſen. 
Mit den meiften neuern Schriftftellern follen die Punkte O 
‚amd O die Nehnlichfeitspunfte (Centres de similitude) 
‚der beiden gegebenen Kreife, und zwar O- der äußere oder 
ditecte Aehnlichkeitspunkt (Centre de similitude di- 
recte), O' der, innere oder inverfe Aehnlichfeitspunft 
‚(Centre de similitude inverse) genannt werden. Diefe Punkte 
haben verfchiedene merkwuͤrdige Cigenfchaften, von denen jeßt 


einige beiviefen werden follen. 

15. Zuerft wollen wir die Coordinaten der Aehnlichfeits- 
punkte in Bezug auf ein beliebiges Coordinatenfyftem zu finden ' 
ſuchen. Zu dem Ende feyen 

(x -a) r(iy-b®?=r, 

w (x—-a)? + y-bV=r” 
‚de Öleihungen zweier Kreife, und X, Y die Coordinaten ihrer 
hnlihkeitspunfte, Die Gleichung der. Eentrallinie ſey 
i m y=Ax-t B; 


I‘ 


b=Aa+tB,b=Aa+B; 
D2 
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am = A(x—ı), b-b’= Ala—a); — 
el ee 
b_I "a-a 
oder 
(a—-a)(y-b)=(b-b’)ix-a) 
bie Gleichung der Eentrallinie. Folglich auch) 
(a—a)(Y—-b)=(b—-b)(X—a). 
Das Quadrat der Entfernung der Achnlichfeitspunfte von den 
Mittelpunfte des erften Kreifes ift 
' (X—a)? + (Y—b), 
(a—a’)? + (b—b’)’ 
das Quadrat der Entfernung der Mittelpunfte der beiden Kreif 


von einander, d. i. 
a = (a—a’)? »(b—b’)?. 


Serner ift nad) (14.) 


(Ka) HY-by a 


Ka-a)?(X-a)? + (aa)? (Y-b)? rer) 
folglich nad) dem Dbigen: 
2 2 — 2? — r20? a a\? 
(aa) +(b— —b’y2|cX a) 220 (27) : 


fo wie 








a— a? — 
Kea)er se ==) ‚X-a=+ = . 
Es fragt fidy nun, ob man bier, indem man die Quadratwurzjel 
außzieht, das Zeichen + oder — nehmen muß. Geßte man 
a—a’ 
rer 
fo erhielte man für a= 0, d. i., wenn man ben Mittelpunkt 
des erften Kreifes als Anfang der Abfeiffen anndhme, 
ra’ 
Xz=— —⸗ 
r+r 


da doc) nad) (14.) für diefen Fall 


ra’ 





X—-aımr : 


ift. Man muß alfo die Duadrativurzel negativ nehmen, Da⸗ 
durch erhaͤlt man: 








a — » 
X- a=—r 2, Y-b=-1.7 b° 
r+r r+r 
_rayra v„-P+ +r'b 
— a 


Die obern Zeichen entfprechen dem directen, die untern dem in— 
verfen Aehnlichkeitspunkte. 


* 
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16. Zur drei Kreiſe, wenn man dieſelben zu zweien mit 
einauder verbindet, giebt es ſechs Aehnlichkeitspunkte, drei aͤußere 
oder directe, und drei innere oder inverſe. Sind | 
(x— a)? + (y-b’ =r, 
(x—a)? 4 (y-b)=r?, 
(x—a’)? + (y—b’? =r"? 

de Öleihungen der drei Kreiſe; fo find 


ra’ x ra rb’ £ r’b 
= N ‚Y = — — 3; 








ryr rFr 
ra”zr"a r'b”£r’p’ 
rer _.r 
r’ayra r”b x rb” 
X — — — Y = — 
r.r rt „r . 


die Coordinaten ihrer ſechs Aehnlichfeitspunfte, indem immer die 
obern Zeichew den directen, die untern den inverfen Aehnlichkeits— 
punkten entſprechen. Bezeichnet man die drei directen Aehnlich⸗ 
tatspunfte durch A, A’, A”, die drei inverfen duch A,, Aıy 
A, ; fo erhaͤlt man leicht für die durch A und A’ gehende ge= 
tade Linie die Gleichung: | | 

rb’—rb _ r(b’—b")tr(b”—b)+r’ (bb), _ra—ra 
r-r! " rl — af)+ria”—a)+ et ‚r—r | 
Bil man die Gleichung der durch A und A” gehenden geraden 
linie finden, fo muß man in vorftchender Gleihung in dem con- 
Kanten Coefficienten auf der vechten Seite des Gleichheitgzeicheng, 
wie leicht erhellen wird, r und r, b und b’, a und a’ gegen 
einander umtauſchen. Dadurch erleidet aber die vorhergehende 
Gleichung feine Veränderung, fo daß alfo die directen Aehnlich- 
keitspunkte A, A’, A” jederzeit in einer geraden Linie liegen, - 
romit man aud) (6.) vergleichen kann. Ganz eben fo überzeugt 
man fi, dag auch die drei Punkte A, A,', A, , fo wie A, 
A,, A, und A”, A,, A, ‚in einer geraden, Linie liegen. 
Die — der drei geraden Linien AA, A,“, AA,A,”, 
‚A, find: 


_»w-rb _ Le —bN+r(b’— b)—r’(b—b) „_.’a ==, 


- 





J 


—_ 


r—r ra —a’)+r(a’—a)—r”(a—a) r—r 





_rb’— r”b’ — rib⸗6) 4 r( b *4 r”(b — b’) — 





r7* (”—a)--r(a—a a r’ —ı” 
„_"b == rb” _ r (b’ — b”) ug (b”—b) +r"(b — b’) u r’a—rb” 
for r( —a’”)— r(a’”—a)+r”(a—a) "—r| 


Die vier geraden Linien AA’A”, AA,'A,", AA,A,", A'A,A,' 
 fiben die Aehnlichkeitslinien oder Aehnlichkeitsaren 
| der drei gegebenen Kreife, und zwar die erfte die directe Aehn— 
lichkeits axe (Axe de similitude directe), ‘die drei letzten die 
‚ mverfen Aehnlichkeitsaxen (Axes de similitude inverse). 
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17. Aendern fih die Halbmeffer der drei in (16.) betrach- 
teten Kreife, indem die Lage der Mittelpunfte ungeändert bleibt, 
um die beliebige pofitive oder negative Größe 5 fo werden Dit 
Gleichungen diefer Kreife: | 

(x«—a)? 4 (sb)? =(r+e) , 
(x—a)? + (y—-b’)?=(r te) ; 
| (x—a”)? + (y—b”)?= (te)? - 
Die Gleihungen der Radicalaren des erften und zweiten, zweiten 
und dritten, erften und. dritten Kreifes find nach) (9.): 
(a—a)x+(b—b)y=4fa? +b? — (r+ 0)? — (a?+b”?— (ir +)2)}, 
(@— a’) +(b —b)y=4la?+b? (+)? —(a"?+b"2—0”42)}, 
(a”—a)x+(b” —b)y=4[a”?-+b"2 — (40)? — (a? +b’— (r+-9?)}. 
‘ Nimmt man aber dag Napdical =» Centrum der drei primitiven 
Kreife, deren Halbmeffer r, r, r' find, als Anfang der Ab— 
feiffen an; fo ift nad) (10.) | 
‚a2+b?—r? = a? tb? —r?— a’2-b"”?—r"2. 
Unter diefer Vorausſetzung werden die vorhergehenden Gleichungen : 
(a-a)x + (b—-b)y+(r—r)e=o, 
(@—a’)x + (b’—b’)y+le—r).e=o0, 
("—a)x + (b”—b)y + (f—r)=o. 
Multiplieirt man -diefe Gleichungen nach der Reihe mit”, r, r/, 
und addirt fie zu einander, fo verfchwindet E, und man erhält 
die Gleichung: ' s | 
Ir(a’-a”)+r’(a”-a) +r”(a-a’)}x + [r(b’-b”)+r’(b”-b)+-r”(b-b’)]y= o. 
Dies ift eine lineare Gleichung zwifchen zwei veränderlichen Größen, 
“ ‚alfo die Gleichung einer geraden Linie. Man fchließt daher aus 
dem Vorhergehenden, daß die Radical» GCentra aller 
Syfteme dreier reife, welche man erhält, wenn 
man die Halbmeffer dreier gegebenen Kreife, ohne 
die Lage der Mittelpunfte zu ändern, fih um belie- 
Abige, aber gleiche, Größen verändern läßt, jeder 
zeit in einer der Lage nad völlig beffimmten ger& 
den Linie liegen, | | 
Vergleicht man die Gleichung: 
r@—a)+r(a@—a)hr(a—a), j 
rbb’) tr(b’_b) tr (b—b) | 
der in Rede ftehenden geraden Finie mit der in (16.) gefunden 
Gleichung der directen Aehnlichkeitsaxe der drei gegebenen Kreife 
fo erhellet augenblicklic), daß diefe beiden Linien auf einande 
ſenkrecht find, die eritere ‚folglich leicht gefunden werden Fam 
wenn man von dem Nadical- Centrum der drei gegebenen Krei 
auf ihre directe Uchnlichfeitsare ein Perpendifel fällt. | 
Ließe man die Halbmeſſer ſich ebenfalls um gleiche Groͤß 
verändern, aber theils wachſen, theils abnehmen, fo würde all 


y-— 


} 
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Vorhergehende, twie feicht erhellet, noch feine Nichtigkeit behals 
ten; nur wuͤrde die in Nede flehende gerade Linie nicht mehr auf 
der directen Aehnlichkeitsaxe der: drei gegebenen Kreife, fondern 
auf einer ihrer inverfen Aehnlichfeitsaren ſenkrecht ſeyn. Die 
sun des Beweiſes hat nach, dem Obigen feine Schwie⸗ 
rigkeit. | 


Noch ift zu bemerken, daß man, wie aus dem Dbigen eben 
falls leicht hervorgehen wird‘, für r, r ‚T fowohl r—o, 
r—0,T’—p, als aud) E—r, e—r, o—r” feßen kann. 

18. Die Gleichungen zweier Kreife, deren Eentrallinie wir | 
als Are der x annehmen wollen, feyen 

(a’ + per, ” 
(x—-aÄa)’+y2=r?, 

Nimmt man die Radical - Are der beiden Kreife ald Are der y 
an; fo iſt, ivie leicht erhellet, | | 
a? — rm a2 2, 

Die Gleichung eines dritten Kreifeg fey 
| (z—A”+(y—-B®’=R2. u 
Die Quadrate der Entfernungen des Mittelpunftes diefes Kreifes 
von den Mittelpunften der beiden erften Kreife find Ä 
(A—a)? + B? und (A—a’)? + B?, 
Derührt nun der dritte Kreis die beiden erfien auf diefelbe Art; 
fo ift, wie fogleich erhellet: 
(A—a)? -B?=(R+r)2, 
(A— a)? >B?=(R+r); 
folglich, wenn man die erſte Gleichung von der zweiten fubtrahirt: 
2(a—-a)A—a? La? = F2(r-r)Rrtr2, .. 
d. i., weil a? —r? = a?—r? if: 
(a—a)A= I (r—r)R. 
Derührt der dritte Kreis die beiden. erfien auf entgegengefeßte 
Weiſe; fo ift 
(A—-a)?+-B?=(R+r), 
(A—a))? -B?=(Ryr); 
folglich durch) Subtraction: | 
2(a—a)A— a La? =22(rhr)R-r pr, 
. (a—a)A=F(r+r)R. 
Denfen wir und nun einen vierten’ Kreis, deffen Gleichung 
(x-A) 4 -B) R 
iſt. Werden die beiden erſten Kreiſe von den beiden letzten auf 
gleiche Art beruͤhrt; ſo hat man: 

(a -a ) A F (-r) Rioder (a — A (4)R, 

und reſpective | 
(a—a)A=L(r—r)R oder (a—a)A=Fl(r+r)R. 
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Werden aber die beiden erſten Kreiſe von den beiden letzten auf 
entgegengefeßte Arten berührt; fo hat man: 
(a-a)A=F(r—r)R oder (a—a)A=H (rFr)R, 
und refpeckive 
(a-a)A—=+(r—r)R oder (aA—a)A=+(ı+r)R. 
Im erften Zalle it ao 


2 — RA—RA=o, Mo = 03 





‚RTR 
dagegen im ziveiten | 
; A J A , — RA+RA _ : 
—4 a — ee 


gierans ergiebt fich nun mittelft (15.) augenbliclidy folgender 
aß: | 

Wenn zwei Kreiſe von zwei andern auf gleiche 
oder entgegengefeßte Arten berührt werden; fo 
liegt im erften Falle der directe, im zweiten der i n⸗ 
verſe Aehnlichkeitspunkt der zwei letzten Kreiſe in 
der Radical» Are der beiden erſten. 


Daß umgekehrt aud immer einer der beiden 
Uehnlichfeitspunfte der zwei erſten Kreife in Der 
Radical-Axe der beiden legten Liegen wird, verfiebt 

ſich von ſelbſt. | 

Hieraus ergiebt fih nun unmittelbar auch das folgende 
merkwuͤrdige Theorem: | 

Wenn zwei Kreife drei andere auf gleihe oder 
entgegengefeßte Arten berühren, fo fällt immer im 
eriten Salle der directe, im zweiten der inverfe 
Aehnlichfeitspunft der beiden eriten Kreife mit dem 
Radical-Centrum der drei legten Kreife zuſammen. 
19. Seyen jest (C), (CO), (C’) drei beliebige Kreife. 

Diefe drei Kreife koͤnnen überhaupt von acht andern Kreifen be- 
rührt werden, welche wir durch) 

aaa, aai, aia, aii; 

iii, iia,iai,iaa 
bezeichnen wollen, fo daß naͤmlich z. B. ala einen Kreis bezeich- 
net, welcher den Kreis (CO) außerhalb, den Kreis (C) inner⸗ 
halb, den Kreis (O“) außerhalb berührt. Eben fo bezeichnet 
iii einen Kreis, welcher alle drei gegebene Kreife innerhalb be— 
"rührt. DBezeichnen wir nun wieder die directen und inverfen 
Nehnlichfeitgspunfte der drei gegebenen Kreife (C), (C), (C’) 
durch A, A’, A" und A,, A, , A,'; fo läßt ſich Solgendes 
ſchließen. Je zwei der Kreife (C), (EC), (C7) berühren die 
beiden Kreife aaa und iii auf einerlet Art; alfo liegen nad) (18.) 
die drei directen Aehnlichkeitspunfte der drei erften Kreife in der 
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Radical-Axe der beiden letzten Kreiſe, d. i. die Aehnlichkeitsaxe 
AAA“ iſt die Radical⸗Axe der Kreiſe aaa und iii., Die Kreiſe 
(C), (©) berühren die Kreiſe aai und iia auf einerlei rn 
die Kreife (CO), (C ). dagegen, fo wie auch bie Kreife (€), 
(C’) berühren die Kreife aai, jis auf entgegengefegte Arten. 
Folglich iſt die Aehnlichkeitsare AA, A, die Radical⸗Axe der 
Kreiſe aai und iia. Die Kreife (C), (€" ) berühren die. Kreife 
ala und ijai auf einerlei Art, die Kreife (C), (C) und A ), 
(C’) dagegen diefelben Kreiſe auf verfchiedene Arten. Es if 
alfo nad) (18.) die Aehnlichkeitsare A'A „A, die —5 Axe 
der Kreiſe aia und iai. Die Kreiſe (C) (C r — die 
Kreiſe ai, jaa auf einerlei Art, die Kreiſe (C), ) und (C), 
(C’) dagegen auf entgegengefeßte Art. —28 — die Aehn— 
lichfeitsare ATA,A,' die Radical-Axe von aii und iaa. Hier⸗ 
aus — ſich der "folgende überaus merfwürdige von engl 
gefundene Satz: 

Went drei Kreife 0% (€ ), 9 deren Aehn⸗ 
lichke it saxen AAA“, AA A’, AA,A, ' — ſind, 
von den acht Kreifen 

aaa, aai, ala, all; 
iii, iia, iai, iaa 
Beradie werden; fo-find die Aehnlichfeitsaren 
AKA”, AA,A,”, AA,A,“, AA,A, | 
reſpeet ive die Radical-Axen der Kreife ‚ 
aaa, li; 
aai, iia; 
ala, iai; 
ai, iaa. 
Nah (18.) iſt — das Radical⸗ Centrum der drei gegebenen 
Kreiſe (C), wo ) c(0O ) ‚jederzeit ein Aehnlichkeitspunkt der 


Kreiſe 
aaa, li; 


aai, dia ; 

aia, iai; 

aii, iaa. 
Die Aehnlichkeitspunkte liegen jederzeit in der Centrallinie der 
beiden Kreiſe, welchen fie entſprechen, und die Radical-Axe iſt 
auf der Eentrallinie fenfreht. Man erhält folglich die 
Centrallinien. der vier Paare Ä 

aaa, li; 

aai, lia; 

aia, iai; 

ai, iaa 
der acht die drei Kreife (C), (C), CC) berührenden 
Kreife, wenn man dag Rabical- Centrum und die 
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Aehnlichkeitsaxen der drei gegebenen Kreife ſucht, 
und von dem KRadical- Centrum. ahf die vier Aehn— 
lihfeitsaren Perpendifel fällt. Auch diefer Sag iſt 
einer ‚der merfwärdigften Säße der Geometrie. 

20, Man denke fi) jeßt von einem beliebigen Punkte, 
deſſen Eoordinaten x’, y' feyen, an einen Kreis zivei Berührende 
gezogen. Nehmen wir nun den Mittelpunkt des Kreifes als An— 
fang der Coordinaten an,. und bezeichnen den Halbmeſſer des 
Kreifes durdy r, die Coordinaten ber Berührungspunfte durch 
X, Yız fo if nad) (4): | 

R _r(xrtyYX2+y?—r?) 
2 — ’ 





— 
_r(yrfx Yx?+y?—r?) 
. MET 
Iſt nun ferner 
y=Ax+B, 


die Gleichung der durch die beiden Beruͤhrungspunkte gehenden 
geraden Linie; fo ift | i 


r(yrx Yzx’ ++-y2—r?) _ Br xXr+y Yx:Ly ?2_—r?) B 
r(yr+xYx?+y2—r?)  x(Xr—yYx?+y?—r) | 
— 


woraus ſich leicht 
A, = -7 3 B, = y 


ergiebt, fo daß alſo 


x r? 

\ J | Ver pr | 
die Gleichung der in Rede ſtehenden geraden Finie iſt. 

‚ Denkt man fih nun von beliebig vielen in einer geraden 
Linie liegenden Punkten, deren Coordinaten Ä 
‘ x, y; — y"; x", gi 27, y” ; : an . 
feyn mögen, zwei Beruͤhrende an den Kreis gezogen, und je zivei 
einander entfprechende Berührungspunfte durch eine gerade Linie 
verbunden; ſo ſind die Gleichungen diefer geraden Linien: 


x r? 
ys-ı+7; 

Y Y 

” 

x r? 
y--7X+75 

y y 

[LG 

x r? 
y.-aXty 

en r? ” 
ya — m 5 

J 3 


4 u. ſ. f. u. ſ. fi 
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Hieraus erhält man für die Coordinaten der Ducchfchnittspunfte 


der erften diefer Linien mit allen folgenden leicht nachftehende 
Ausdruͤcke: 


r?(y—y”) rr(xX—x”) 
xy” — — xy — yx , j 
r2(y—y”) Y = r:(X—x”) , 
x y2 (y-y) y _ r2 (X—x"") 
| | u. ſ. f. wtf 
Iſt nun Ä | | 
yzaxH+Pß 


die Gleichung der geraden Linie, in welcher ſaͤmmtliche Punkte 
liegen, von denen die Berührenden ausgezogen werden; fo ift 


ax 4 8, y ax 4.43 
* ” WR , (23 
ya) 
’ #4» m 


xy’ yı =ßlX—x’); 


folglich) 
f ar? — 
X5 
Ganz eben ſo findet man 
Xu, X. .... —, 
6 
2 
_= Ysyh,ey,=..=7: 


Dies führt auf den folgenden merfwürdigen Lehrfaß: 


Wenn die Scheitel mehrerer Winkel in beliebi- ° 


ger Anzahl, deren Schenkel einen gegebenen Kreig 
berühren, in einer geraden Linie liegen; fo ſchnei— 
den fih alle, zwei einander entfprechende Beruͤh— 
rungspunfte mit einander verbindende, Sehnen in 
einem Punfte, welcher der Pol der geraden Linie, in wel— 
der die Scheitel fimmtlicher um den Kreis befchricbenen Winkel 


liegen, in Bezug auf diefen Kreis genannt wird. Die in Rede - 


fichende gerade. Linie heißt in Bezug auf ihren Pol als folchen 
bei franzöfifchen Schriftitellern la polaire diefes Punktes. 
Daß ſich der vorhergehende Satz auch umfehren läßt, er- 
hellet leicht. 
Der Vol einer Berührenden eines Kreiſes ift offenbar ihr 
Derührungspunft mit dem Kreife. Ä Ä 


21. S fey die Spike eines Winkels, deſſen Schenfel einen 
um C befchriebenen Kreis in den Punkten P und @ berühren, 
P und © faun man als die Scheitel zweier um den Kreis be— 
fchriebenen Winkel von 180° betrachten, weldye, fo wie die ihre 
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Derührungspunfte verbindenden Sehnen mit den Berührenden SP 
und SQ als zufammenfallend zu betrachten find. Hieraus er— 
hellet auf der Stelle, daß S der Pol der Linie PQ it. Denfe 
man fich nun CS, welche PQ in S“ halbirt, und durch S eine 
Parallele mit PQ gezogen; fo liegt der Pol diefer Parallele offen= 
bar in PQ (20.). Derfelbe liegt aber auch in SC, weil zwet 
durc) die beiden Punkte, in denen SC den Kreis fchneidet, an 
denfelben gezogene Berührende der durch S mit PQ@ parallel ge= 
zogenen Linie parallel, folglich als diefelbe, fo wie fich felbft, in 
einer unendlichen Entfernung ſchneidend zu betrachten find. Der 
Pol der durch S mit PQ gezogenen Parallele it alfo der oben 
durch S' bezeichnete Punkt, d. 5. der Mittelpunft von PQ. 


Mittelft diefes Satzes kann fehr leicht in jedem Falle der 
Vol einer gegebenen geraden Linie in Bezug auf einen gegebenen 
Kreis, deffen Mittelpunkt C fey, gefunden werden. Berührt die 
gegebene gerade Linie den gegebenen Kreis, fo ift der Beruͤhrungs— 
punft der gefuchte Pol, Schneidet die gegebene gerade Linie den 
gegebenen Kreis in den Punkten P und @, fo ziehe man durch 
P und @ zwei Berährende an den gegebenen Kreis, deren Durd)= 
ſchnittspunkt S der gefuchte Pol feyn wird. Schneidet die gege= 
bene gerade Linie den. Kreis nicht, fo fälle man von dem Mit- 
telpunfte C auf diefelbe das Perpendifel CN, ziehe von S an 
den gegebenen Kreis die beiden Berührenden SP, SQ, und ziehe 
-PQ; fo ift der Durchfchnittspunft von PQ und CS der gefuchte 
Pol. Wie man zu einem gegebenen Punkte feine Polare finden 
kaun, erhellet eben. fo leicht. 


22, Mittelft der vorhergehenden Säße fann man nun zu 
‚ einer Konftruetion der acht Sreife, welche drei gegebene Kreife 
berühren, gelangen. Indeß ift es noͤthig, noch die folgenden 
Demerfungen vorauszufchicken. Wir wollen fegen, daß in Fig. 2. 
die Kreife (c), (e)_beide von dem Kreiſe (C) auf belichige 
Art berührt werden: fo. it Cp=Cp, und, wenn man pp zieht, 
ZCpp = £ Cpp. ber, wenn man eg zieht, Z C 
= L£ecgp. Mio £Cp = ZL cgp. Folglich find die 
Halbmeffer cp, c'q’ einander parallel, und die finie pp gebt 
demnach durch einen der beiden Aehnlichfeitspunfte der Kreife 
(e), (CE). Daß fich daffelbe für jede anderg Art der Berührung, 
ala die in der Figur dargeftellte, eben fo leicht beweiſen läßt, 
fällt in die Augen. Zugleich erhellet leicht, daß pp durch dem 
directen oder inverfen Achnlichfeitspunft der Kreife (0) und (c ) 
geht, jenachdem diefelben den Kreis (C) auf einerlei Weife, oder 
auf entgegengefeßte Arten berühren. Denfen wir ung nun ferner 
durd) p und p’ die gemeinfihaftlichen Berührenden ps, PS gezo— 
gen; fo if offenbar ps = ps. Alſo liege s in der Nadical- 
Are der Kreiſe (c) und (ce) (8.). Demnad) find aus dem 
Punfte s der Radical-Axe von (c) und (€) an den Kreis ( C) 
die beiden Berührenden sp, sp gezogen. Folglich) geht pp durch 
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den Bol der Radical⸗Axe der Kreife (ec), (e') in Bezug auf 
den Kreis (C). 


3. Seyen nun die drei Kreife (C), (EC), (C”) gegeben. 
Um die acht Kreife zu finden, von denen biefelben berührt wer- 
den, verjeichne man ihre vier Achnlicyfeitsaren 

ANA”, AA,YA,”, AA,A,”, A’A,A, , 

und, ihr Radical Centrum, welches durd) R bezeichnet werden 
mag. Die Are ATA,A, ift nad) (19.) die Radical - Are ver . 
in (19.) durch aia, iai bezeichneten Kreiſe. Nach (18.) ift R 

ein Aehnlichfeitspnnft diefer beiden Kreife, und zwar in diefem 
Solle der inverfe Aehnlichkeitspunkt. Um nun z. B. die Berüh- 
tungspunfte p, p der beiden Kreife aia, iai mit dem Kreife 
(CE) gu finden, bedenfe man, daß nach (22.) die Linie pp 
durch R, und durch den Pol von AA,A," in Bezug auf den 
Kreis (07) geht. Sucht man nun diefen Pol nad) (21.), fo 
fann man, da R befannt ift, auch leicht die Linie pp , folglic) 
auch die gefuchten Berührungspunfte p und p finden, in denen 
der Kreis (C’) von der Linie pp gefchnitten wird. Hieraus er—⸗ 
giebt ſich nun unmittelbar folgende Conftruction der acht Kreife, 
welche drei gegebene Kreife berühren: | 


Man fuche das Nadical- Centrum R der drei gegebenen 
Kreife (C), CC), (CE), ihre vier Aehnlichkeitsaxen, und die 
zwölf Pole diefer vier Aren in Bezug auf die ‚drei gegebenen 
Kreife. Zieht man nun nad) diefen Polen von dem Nadical- 
Centrum RB gerade Linien, fo beftimmen die Durchfchnittspunfte 
diefer- geraden Linien mit den gegebenen Kreifen die vier und zwan⸗ 
5 unfte, in denen die drei, gegebenen Kreife von ihren acht 

erührungsfreifen berührt werden, und die Aufgabe iſt alfo hier- 
durch auf die befannte Elementar- Aufgabe: durch drei gegebene 
Punkte einen Kreis zu befchreiben, zurückgeführt. Wie man die 
vier und zwanzig Berührungspunfte zu dreien, weldye in einem 
Berührungskreife liegen, verbinden muß, wird fid) mittelft des 

Dbigen immer leicht beurtheilen laffen. 

Mehrere andere Eonftructionen theilt u. A. Plüder a, a. 
O. mit. Auch ſ. m. Annales de Math. T. VII. p. 289. 
T. XL p. 318. T. XVII. p. 309. Crelles Journal B. 1. 
S. 161. F. Zu unfeem Zwecke mag das Obige hinreichen. Die 
Modificationen, welche die obige Eonftruction erleiden muß, wenn 
man für einen oder zwei der drei gegebenen Kreife Punkte oder 
gerade Linien feßt, bieten ficy ohne große Schwierigfeit dar, Wei— 
tere Auseinanderfegungen geftattet hier der Raum nicht, 

24, Um noch eine Aufgabe mitzutheilen, bei welcher die 
Anwendung des trigonometrifchen Calculs vorzuͤglich bequem: üft, 
wählen wir die folgende nach dem Staliäner Malfatti benannte 
Aufgabe: Ä 

In ein gegebenes Dreieck drei Kreife fo zu befcehreiben, daß 
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— die beiden andern und zwei Seiten des Dreiecks 
berühre. | 
Das gegebene Dreieck ſey ABC (Fig:3.); feine drei Win- 
fel feyen @, 6, y, und a, b, e die denfelben gegenüberftehenden 
Seiten, Die Mittelpunfte der drei gefuchten Kreife feyen A, 
B, C, und x, y, z ihre Halbmeffer. Die Linien AA’, BB’, 
CC Halbiren offenbar die Winfel des gegebenen Dreiecks, und 
fchneiden fidy demnad) in einem Punfte O, welcher der Mittels 
punkt des in das gegebene Dreieck befchriebenen Kreifes ift, deſſen 
Halbmeffer wir. durch E bezeichnen wollen. Es erhellet nun fehr 
leicht die Nichtigkeit folgender Ausdrüde: I 
= Aa’ = xcotia, Ce” = zcotty; | 
aſc VIAGæ -(Aa -Ce)2 IFA)-—2) = 2yx. 
Aber, wie ebenfalls ſogleich erhellet: 
Ac =b= ecotia + gcotiy. 
Folglich 


xcotia + zcpt}y + aYzz = e(cotzje-Fcot}y) , | 
oder, wenn wir der Kürze wegen o—=1 feßen, zugleidy mit ge 
höriger Vertauſchung der Buchftaben: 
xcot}« + ycotiß ++ 2Yxy = cotla — cotlß =c, 
ycotiß + zcot!y +2Yyz = cot!ß + cty=a, 
zcotly + xcotia + 2Yzx = cot!y + ootie =b. 

Aus diefen drei Gleichungen. müffen die Halbmeffer x, y, z ge 
funden werden. Die’ Linien | | 
Aa’ = xcotje, Bb’ = ycot!f, Ce’ = zcotiy 
ergeben ſich dann ebenfall8 leicht. Durch diefe Linien und die 


Halbmeffer ift aber Lage und Größe der gefuchten Kreife vollftän 
dig beſtimmt. Aus den drei Hauptgleichungen ergicbt fich: 


xcotia + ycot4ß + 2 Yxy _ cotia-+ cotiß 





cotia cot4ß — 1  @otta coti4—1 
ycot48 + zcot}y 42V yz _ cot}ß + cot!y 
cot4ß cotiy — 1 — cot4iß cotiy—1 
zcotty + xcot!a« + 2Yıx cot!y-+ cot!« 
—— — — — —— u — — — C —— 
cot+y cot4a — 1 cot 42y cot}a—1' 


Aber (Goniometrie. 57.): 
| cot}a + cotzA + cot}y = cotia cotiß cot}y.. 
Alfo 


cotl« + cot 44 


cot3y = — — — 
an cotia cot!f —1 
— ig cot44 + cot!y 
2 — 1 ? 
cot+4ß cot!}y — 1 
cot!y + coti« 
cf = ———— — 


cot}y coti« —1 
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Ferner iſt auch | 


cot3e cot —1= -— 
* * sin za sintß 


cot1ß cotiy a — — 


cost(a+B) _ 
— sinde siniß ’ 
cosy(A+Y) _ 
 sin4ß sindy 


cos (y464) _ 


sinty 
sin 40 


sin 44 


4 ia — = . 0 — 
et aut . Slasysinz«e sindy sini«e 
Folglich | 

xcos}a sin4ß + ysinte cos1ß + 2sinta sin1ß Yıy 

sin 4y 

ycos3ß siniy + zsin1ß cos4y + 2sinyß siniy I yz 

sintie . 


4 


= Ka , 


2c053y sin!e +-xsinty cost« + 2sinte sin!yYzx 


sin4ß = c0ot3P; 


oder 
xcosta sin 4 ysinla — + 2sin 40 sinıAYxy = = Cosiy r 
yeos;# sinyy + zsinzß cosiy + 2siniß siniyYyz = cosi« , 
2c053y sinde + xsiniy cosj@ + 2sin 3a sin4y Yıx= cos 4. 


Alſo, wenn man dividirt: 








xcosSe + ysinta cot!ß + 2sintaYxy _ cosiy 
ysinay cot3ß + zcosiy 4 2siniyY'yz — cosia ’ 3 
zcos!y + xsin] iy cot!a@ + 2sin!yYzx _ cO83P 
xsin Iß cotia -} ycosiß + 2sinißYxy  cosiy ’ 
ycos+8 + zsin}ß cot4y + 2sinißYyz _ cos 3a 

2x cosiß ' 


zsin4e cot!y 4 xcos}a + 2sinie /zx 


Nun ift aber 
sint«a siniy = siniy sinie , 
sin4y sinyf = sin}ß sinäy , 
 siniß sinie = sinie sin4ß ; 
oder, weil 4a + 48 + 4y = 90° ift: 
sine cos(a-+ß) = siniy cost(y+P) » 
sinäy cosi(y-+-a) = sin!ß cosi(f+e), 
sin}ß cos}(#+y) = sinda cos4(a-+y); 
in cos 40 cos}# — sin}a sinta sin4ß 
= sin!y cosiy cos4# — sinty siniy sin4ß , 


ändy c0837 cosja — sinty siniy sinie 
= siniß cos4ß cosia — sin$ß siniß sinte , 


iniß cos1ß cosiy — sin1ß siniß siniy J 
= sinie coste cos4y — sinfe sinj«e sin}y ; 
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costA(singa coste—sin!y cos!y) = sin}ß(sinya? — sinty?) 
cos ta (sin}y costy—sin}ß cos}f) = sin}«a (sin4y? — sin4ß?) 
cosiy(sin}# cos}? —sin}a cosja) = sinzy(sin}f?—sinye?) 
cot}ß(sinte cosis—sinty cos}y) = singa’ —sin4y? , 
cotta(sin}y cosiy—siniß cos4ß) = sin4y?—sin4ß? , 
cot!y(sinißcos48—sin}e cos}ia) = sin}ß?—sinde? . 
Dies berückfichtigend erhält man, wenn man auf beiden Seiten 
der oben gefundenen Gleichungen mit 
cos 40 cos!y cosiß 
costy’ cos!ß”’ cos!« 


‚multipliciri, und die Zähler und Nenner der dadurch hervorge- 
henden Brüche einander gleich fett, fehr leicht die Gleichungen: 


xcosia? --ysinta? -- 2sinia cos 1aYxy — 
= ysinty? + zcosiy” + 2sin}y cos!yYyz — 


— 








2cos 452 4 xsin}y? + 2siniy cos 1,Yıx 
= xsiniß? 4 ycos4ß? + 2sinzß cos4ßYxy, 
ycosiß? +,zsin}ß? + 2siniß cos4#Yyz 
= zsinta? + xcosta? + 2sinia cosjeYzx ; 
oder, wenn man jeßt auf beiden Geiten die Duadrativurzeln 
augzieht: | 9 
cosieYx + sinjaYy = sinyyYy + cosjyY ; 
cos1i8yYy + sinißyz = sintayz + cosjeYX , 
cosiyyz + siniyyYx = sin}$Yx + cos4ßYy - 
Addirt man jeßt die erſte und dritte, die erſte und ziveite, die 
zweite und dritte diefer Gleichungen zu einander; fo erhält man: 


(cosze+sinzy)Yx + singeyYy= sin2#Yx + (cos1ß+sin}y)Yy, 
(cos18-+sinie)Yy-+ siniPyYz = sin$yYy + (cosiy+singe)Y?» 
(cos4y-Hsin4ß) Ya + sinyyYx = singerz + (cosja-+sin}e)Y%; 
oder 

(cos Jo - sin - sin4p)Yx = (cos1ß-+-sin y—sinle)Yy , 

(cos48-+sini«e—siniy)Yy = (cosiy+sin!e—sin4ß)Yz , 

(cos!y-+ sin48—sinta)Yz = (cosje +singß —sinz3y)YX » 
Iſt aber überhaupt 

A-+-B-+C= 180; 

fo ift | 


cos1A+sin!B— sin1C = sin4(B+C)+sin4B— sin]CG 
= siniB(1-++cosiC) — sin 40 (1- cos3B) 
= 2sin}B cos}C? — 2sin;C sin1B2 

.- w=4Asin4B cos4G cos4(B+C),.. 
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Alle / | | 
cos;P cosg(ytÄ)Yx = cosje cost(yha)Yy, 


cos;j7 cosj(aF+y)Yy = cos4ß cos$(a+P)Yz , 
cosja cos4(AF+e)Yx = costiy cos$($+yY)Yx ; 


oder 
eosi(y+B)__ _ cos Hirte), 

‚ cosia am Fer 44 
cos 445) _ cosi(a-+P) 
a 17 = — 
—— ——— _ cost(P+y), 

cos 4y cos za 


Es iſt aber überhaupt 
nn ER = dtngic)r}. 
Alfo Ä | 
(1+tangje)Yx = (1-+tangiß)Yy; 
(1-HtangzP)Yy = (1+tangiy)Yz , 
 (A+tangiy)Yz = (1-+tangje)Yx; 
oder, wenn wir der Kürze wegen 
tangja = p, tangiß = q, tangyy=r 


ſetzen: 
(ifp)Yx=(1-+g)Yy ; 
(+g)Yy=(1+r)Ya, 
ii (1Fr)Yz = (1+p)Y%x; 


A+P)Yx = d+g)Yy = (IH Yz. 
Im nun x zu finden, haben wir nad) dem Obigen die Gleichung 
xcotia + ycot4ß 4 2Yxy = cot$e -h cotiß. 


Aber | 
8(MHY-, Yy= ie 
folglich 
bLet zæ + GE) .cot}jf + (TE )]* = cotie + coti⸗ 


Uber nach bekannten goniometriſchen Formeln: 
„„.. 1—-tangie?  1—p? 
Mer - 2tangie ° 2p 
1—tangip? _ 1—g? 
ee? 
cotje  cotiß = wien, 
dezt man dies in die obige Gleichung ,ſo erhält man aach 
inigenn leichten Reductionen: 
Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. J. € 
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|  fpa+PDA—-d+raıirD (d- p)+4pglx= (p-+g) ze ), 


Ke+a)i-pg) + Fa): = PERUZTDUHTN, 


ip, 
p+tal, _1i4g | 
oo J *A i7  IHp 

Aber 

p+tq _ tang 4« +tang 18 _ F 
———— 
sin (45° —}y) 

cos (45° —1y) 

_ cosiy—siniy __ ?2cosi En 
— costy+sindy " cosiy + sindy 2 


= tang (45° —y)= 





u — — 0 — — — — — 


Folglich, zugleich mit gehoͤriger Vertauſchung der Buchſtaben: 
„— A+d(ilrr) _ (trtangsf)(i rtangiy) 


lit) — 2(1+tangie) y 
_ (1tp)(i+r) _ (Artangke)(i ptangiy) 
y=Tzirgd) — 2(1 4 tang 4.4) 
—————— a 
2(1+r). 2(1+tang}y) ’ 


Hierdurch find alfo die Halbmeffer der drei gefuchten — he⸗ 
ſtimmt. Nach dem Obigen iſt uͤberhaupt 


14 tang 30 = XB. 


cos 10. Y} 


‚ » Daher kann man die Halbmefler auch fo ausdrüden: 


costa cos4(«+Pß) cos!(a«-+Yy) 
= 00848 cosjy coat(PHtr) 
— cos4ß cosi(ß-+.a) cOSA (A — 
cosja cosiy 
__ cosiy gosti(y+ a) aut A),; 
cosi« cosiß cos4(«-+f) B- 
Man kann die — aber noch auf eine andere Art au 
druͤcken. Es iſt naͤmlich Bd. 
(1—p)(1 Kalite) 
2GFP)i-p) 
Der Zähler diefes Ausdrucks ift | 
| 1-p+g tr Meere —oe 
Aber nad) Goniometrie (141.) 


ang (det ja) , 
d. i., weil 


J— 





= 


tang(je+ 14 1y) = tang 45° = 1 
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iſt: 
— — 
Folglich obiger Zaͤhler 
=2:(1-p—-pı=pr). 
Der Nenner von x iſt 
— BR 1 —tangia? 
1—-p! = 1 —tangtua? = range ge 
| u Bu 
| = 2tanglie Kar > ns 
Folglich | 
x = 1tang$a rem, -1 7g-r) ’ 
d. i. 
x = Ftang olcot je—1-tungP—tangir]. 
Aber (Goniometrie. 49.) 
cotja = cosec}t« + cot}a , 
tangif = cosecy4ß — cot4ß , 
tangiy = coseciy — cot!y. 


Folglich, zugleich mit gehöriger Vertaufchung der Buchſtaben: 


x = $tang}a| cot}« + cot}# + cotjy —1 

 cosec}@a — cosec —- EN: | 
yz Hang 44] cot}« + cot3ß + cot3y — 1 

* eosec 4 — cosecte — u 


= gtangsr| cotta + cot4f + cotly —1 
i «Fi cosec4y — cosecis — soseo j⸗ 
Nach dem Obigen ift, immer für. e=1: 
a == cotiß + cot!y, 
b= coti« + cot!y > 
e = cotla + cotiP; 
!(a+b} 0): == * == cot}e + cotSß + cot} 
Ufo, für 
cosecta — e, coseclf — f, cosecy—g: 
xmjtangje(s—i1re—f—g), 
yzyttngtp(s—-1i1+rf—g—e), 

F ———— 
Dieſe Ausdruͤcke find zuerſt von Malfatti in den Mem. d. Soc. 
ital. X. 1. 1808. gegeben worden. 

Endlich kann man dis —— auch noch auf folgende 
Urt ausdruͤcken. Es iſt nämlich) 

tang Sœe =. cosect«e — cotta, 
tang4ß = cosec4ß — cot4ß,- 
tangiy == coseciy— cot4y . | 
gofgtich, mittelſt der ner für die Halbmefl er gefundenen Ausdruͤcke: 
C2 
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_ 4 + cosec 4B— cot4ß)(1 + zen h). 
2(1+ cosec4« — cot}e) 
(1 + coseciy — cot}y)(1 + cosect« — cot}«) 
= . 2(1+cosec48—cotiß) n 
, (1+ eoseote — cot}a)(1+ cosec4# — cot4) . 
2 (1 + cosecyy — cot m 


\ 


» i., wenn wir 
eot n, cot 6 = k, eotiy =m 
feßen: 


(1+f—k)(1+g—m) 
— 2(1+e—n) r 
_ (1+g8—m)(i1+ e—n) 
— 2(1+f—k) ’ 

—_ (ite—n)Ci+f—k), 
| 2(1+8—m) 

a Ausdrüde hat ‚Tedenat gefunden (Annales de Math. 

p. 165.). Vorguͤglich ſ. m. über dag Malfattirfche Pro- 

hen lee Sammlung mathematifcher Aufſaͤtze. Theil I. 
Berlin. 1821. ©. 133., wo au) die hiftorifchen an re 
Nachweiſungen ausführlidy gegeben find. Die obige Auflöfung, 
bei der ich der Rechnung eine möglichft ſymmetriſche Form gege- 
ben habe, wird mehreres Eigenthümliche haben, 


25. Es ift und nun noch übrig, die Anwendung der Ana= 
lyſis auch an einigen Aufgaben aus der Geometrie dreier Dimen= 
fionen zu zeigen. Wir wollen zuerft wieder die allgemeinfte Glei= 
chung der Kugel ſuchen. Sey nämlich r der Halbmeffer der 
Kugel, ihr Mittelpunkt der Anfangspunft der Coordinaten, durch 
den. wir uns alfo drei unter einander fenfrechte Coordinatenebenen 
gelegt denken; fo erhellet augenblicklich, wenn x, y, z die Coor= 
dinaten irgend eines Punktes der Oberfläche der Kugel- bezeich- 
nen, die Nichtigkeit der Gleichung 

xꝛ 4 y2 2er, 

Gehen nun die Coordinatenebenen nicht durch den Mittelpunkt 

der Kugel, ſind aber den vorher angenommenen parallel; ſo muß 

man offenbar, wenn a, b, c die Eoordinaten des Mittelpunfts 
in Bezug auf diefes Coordinatenfnftem find, in der vorhergehen- 
den Gleichung flatt x, y, z tefpective x—a, — z—cC 
fegen. Dies giebt als Gleichung der Kugel: 

(x—a)? + (y-b) + (z—c”’ —=r. 

26. Die Gleichung einer Ebene, welche die Kugel in 
einem gegebenen Punkte berührt, findet man gut folgende Art. 

- Man nehme den gegebenen, in der Oberfläche der Kugel 
— Punkt ſelbſt als Anfang der Coordinaten an. Die 
Gleichung einer beliebigen durch den Anfang der Coordinaten ge— 

henden Ebene iſt 





Aax+By+C=0. 


* 
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Die Gleihung der Kugel iſt | 
(xs—a)? + (y-b) + (.-c)’=r. 
Die Gleichungen einer beliebigen durch) den Anfang der Coordi⸗ 
naten gezogenen geraden Linie ſind: | 
xamAz, y=Brz. 
Soll diefe Linie in der durch den Anfang der Eoordinaten sr 
ten Ebene liegen, - muß für jedes z 
AAz + BBz + Cz=0, 
d. i. für jedes z 
(AA + BB + 6)2 = 0, 
folglich | 
M+BBE+C—O | 
feyn. Hierdurch ift die Bedingung ausgedruͤckt, daß die durch 
den Anfang der Coordinaten gezogene gerade Linie in der durch 
den Anfang der Coordinaten gelegten Ebene liegt, Fuͤr den 
Durchſchnittspunkt der in Rede ftehenden geraden Linie mit der 
Dberfläche der Kugel erhält man augenblicklich 
(Az—a): + (Bz—=b)’ + (z-ce)”’ —=r?, 
oder, wenn man die Quadrate entwickelt, und bebentt, daß 
m a? +b? + c0?=r? 


+-B’? 1)2 —2(aA’+bB ko) 2 0, 
_ 2(aA'+bB'+c) 
1r+A2+ DB? * 

Soll die gerade Linie die Kugel nicht ſchneiden, fo muß z= 
d. i. 

aA’+bB + c—=0 
feyn, wie ſogleich erhellet. Dies iſt die, Bedingung, daß die bes 
fiebig durch den Anfang der -Coordinaten gezogene gerade Linie 
die Kugel nicht fehneidet. 

Soll nun die durch den Anfang der Coordinaten gelegte 
Ebene in diefem Punkte die Kugel berühren, fo darf feine im ihr 
durch den Anfang der Coordinaten gezogene * Linie die Ku⸗ 
gel ſchneiden, oder es muß, wie ſich auch A Nund B aͤndern 
moͤgen, immer 

AA 4 BB 4 CSO, aa 4 IB +c=0; 
(A-a)A + (B-b)B +C—e=0 
feyn. Aus diefer Gleichung, welche gilt, wie aud) A’ und B 
ſich ändern mögen, folgt auf der Stelle: 
A=-a=0,B—-b=0,C-c=0; 
A=a,B=b,C0C=e. 
Folglich iſt die geſuchte Gleichung der beruͤhrenden Ebene: 
 aıx+by+ro=0. 
Dis jet wurde der Beruͤhrungspunkt als Anfang der Coordina⸗ 
ten angenommen, = nun 


* 
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(x—a)? + (y-b)’ + rc)’ —=r 

die Gleihung der Kugel in Beziehung auf ein beliebiges Coor- 
dinatenſyſtem, und a, A, y feyen die Koordinaten des Berüh- 
rungspunftes in Bezug u diefes Syſtem. Durdy den Beruͤh⸗ 
rungspunft lege man drei neue den primitiven parallele Coor— 
Dinatenebenen, und gereihme in Bezug auf diefes Syftem beliebige 
Eoordinaten durdy x j y „2 , die Koordinaten des Mittelpunfts 
der Kugel durch a,b, c'; fo iſt 

mer nbep4b,e- yv+tc;, 

a’ =a—ao,b =b—-p,l‘=e—y. 
Folglich in Bezug auf das fecundäre Coordinatenſyſtem die Glei⸗ 
dung der er dien Ebene nad) dem Borgehenden: 
(a—a)X + (b—-P)y + (ey)! =0. 
Nun ift aber auch 

z met ,ymfryı=rıtsı 

x—x— 0,yJy=y-pf,r=ı—y. 
Folglich die. Gleichung der berührenden Ebene in Bezug auf das 
primitive Syſtem: 

(a-a)(x—e) + (b-B)(y—P) + (e-y)aa-y)=0. 
At der Mittelpunkt der. Kugel der Anfang der Coordinaten; fo 
ta=b=c=0, und 
x? 4 y?® + 2? = r? 

die Gleichung der Kugel. Alfo 


ee 4 424 52 * 
Folglich if di: 
a(x—a) H-A(y—P)rrlery)=0, 
ax 4y 2 —- - PP —-=0, 
ax 4y 4* gr 
die Gleichung der beruͤhrenden Ebene. | 
Daß die berührende Ebene, wie die Eierdenttae - Geometrie 
lehrt, auf dem durch den Berührungspunft gezogenen Halbmeſſer 
fenfrecht iſt, kann analytifch fehr leicht auf folgende Art gezeigt 
werden. Sey nämlich wieder der Berührungspunfs der Anfang 
der Coordinaten, fo ift nad) dem Dbigen | 
ax 4 hy 4022 20 
die Gleichung der beruͤhrenden Ebene. Die Gleichungen des durch 
den Beruͤhrungspunkt gezogenen Halbmeſſers ſeyn 


x — Aꝛ2, y=Bz; 
ſo iſt auch alſo 
a — Ac,b Boz alſo A=-, B=—. 
Demmad) ift alfo 
a — Ac, 


= Be 
woraus nach den allgemeinen Seincipien der analytifchen Seon⸗ 
trie der zu beweiſende auf der Stelle folgt. | 
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7. Wir wollen nun noch Einige Haupteigenſchaften der 
ſtereographiſchen Projection (f. dieſen Artikel) mittelſt der allge- 
meinen Formeln der analytiſchen Geometrie beweiſen. Der Mit—⸗ 
telpunkt der Kugel ſey der Anfang der Coordinaten; ſo iſt 

x 4 2 4 2er | 
die Gleichung der Kugel. Die Gleichung der Ebene eines belie- 
gen Kreifes derfelben {ey FR 
=Ax+By+D. 
Die Ebene der xy nehme man als Tafel an, und feße die Ent» 
fernung des Auges von der Tafel =e. Die Gleichungen einer 
beliebigen durch das Auge gezogetien geraden Linie feyen 
z=are,y=Ppr#f; 
fo ift auch) 


o=e+d;d—mfpe ff, 
an fi) das Auge immer in der Are der z denken muß: 
0 


x=ae(z—e), y==P(lz=e) 

die — einer beliebigen durch das Auge gezogenen gera⸗ 
den Linie. * 

Die Gleichungen eines beliebigen Kreiſes der Kugel ſind 
nach dem Obigen F 

x 4 92 4 2=r,z=Ax+By+D. 
Zrifft die durch das Auge gezogene gerade Linie einen Punkt der 
Peripherie dieſes Kreifes; fo hat man, wenn jeßt X, y, Z die 
Coordinaten diefes Punktes ſind: Ä 
2 Dear,’ Ax 4 By +D; 
x =eo(?—e),y=ß(l”V-—e). 
Aus diefen vier Gleihungen kann man x’, y'; x veliminiren, 
wodurh man eine Gleichung zwifchen a; ß und: befammten 
Größen erhält, fo daß alfo 
P=fle), . 
d. h. 4 eine Zunction von « if. Hat man. nun auf bie 
obige Art diefe Gleichung zwiſchen a und 4 gefunden, und feßt 
in derfelben on 
2 ur 23 
| ee — 
fo erhaͤlt man eine Gleichung zwiſchen x; Y, =, welches 
Gleichung der Kegelflaͤche feyn wird, in welcher eine jede durd 
dag Ange gezogene gerade Linie, welche zugleich die Peripherie 
des durch die Gleichungen . | | 
+”? + zZ=r,z=AXx+By+D _ J 

beſfimmten Kugelkreiſes treffen ſoll, liegen muß. Man eliminire 
fo, indem man, wie offenbar verſtattet iſt, für die obigen 
X, >» 2 der Kuͤrze wegen ebenfalls x, y, 2 ſchreibt, diefe 
Größen aus den drei Gleichungen Ä 
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2? 4 2 mr, mA HBy+ Ds 
x — a(2—e), y= flz—e); | 

fo erhält man nach und nad): 
F wa Aaltmey+ Bfla—e) ED, 
h _ Ace +Bfe—D | 
J IA Bit’ | 
e(D—e) 


‚= s(2—-e) — — Au + BB _1 BF _1 N 
D— F 
are) = m 


(a? B?)(D—e)? + (Ace + BAe—D)? = r? (Au +BA—1)? , 
Folglich, wenn man nun oo 


; 7 | 

ſetzt, | | Ben 

+ y24+ „echbeyD(sZen? „ Art Erste)‘ Ä 
(D—e)? | — F 


die Gleichung der geſuchten Kegelfläche, 
‚Bei der flereogra hiſchen Projection if e=r Alſo die 
Gleichung des —8* 

Arx+Bry—D(z—r)}? _ r2(AxtBy—nr)e 
rn 7. TB 
Dill man den Durchfchnitt diefer Kegelfläche mit. der Tafel, d. h. 
” ftereographifche Projection des Grundkreiſes der Kegelfläche 

aben; fo — Br 2* 0 feßen. Dies giebt: 


x+y°+ D- (As HBy+D)°—(Ar+ By): j=o, 


oder; wenn man die eingeflanmerte Differenz zweier Duadrate 
in Factoren zerlegt: 





2A 9Br?2y , r2(D 
"+ y?+ —4 „amt. 
Addirt man auf beiden Seiten j 
ri(A2 +B?) 


(D-r)® ’ 
fo wird die Gleichung : | 
‚6, Ar 2 Br? ]? _ r?fr?(A?+B?+1)—D?]} 
ef je au mieegesnem, 
welches die Gleichung eines Kreifes ift, deffen Halbmeffer 


= s—P@rBrn—D: 


Die ftereograpbifche Projection eines jeden Kugel- 
kreiſes ift folglich ſelbſt ein Kreis. 
Die Gleichung der Ebene eines jeden größten Kugelkreiſes ift 
z = Ax + By; 
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alſo die Gleichung der Projection eines jeden größten Kugel 
an x? 4 y? — 2Aıx — 2Bry=r’, 
oder Dr 
“  . (@—Ar)? + (y-Br)’ =r?(A?+B? +1). 
Der Halbmeffer diefer Projection ift alfo 
=ıYAP FB: +1; | 
die Eoordinaten des Mittelpunktes derfelben find Ar und Br, 


23. Man denfe fich jet, daß zwei beliebige Kreife auf der 
Dberfläcye der Kugel einander in dem Punkte A fchneiden, An 
die beiden in Rede ftehenden Kreife ziehe man durdy A die Des 
rührenden AB, AC, und bejeichne den von denfelben einges 
ſchloſſenen Winfel durch 9. Legt man nun durd) AB und AC 
die Ebenen ziveier größten Kugelfreife, und zieht durch den Durch 
ſchnittspunkt A’ der flereograpbifchen Projectionen diefer größten 
Kugelfreife an ihre ftereographifchen Projectionen die Berührenden 

B,AC; fo ift offenbar der Winfel BA'C ꝙ die ſtereo⸗ 
graphifche Projection des Winkels BAC = 9. Die Ebene der 
xz denfe man ſich durch den Punkt A gelegt. Der Mittelpunft 
der Kugel ift immer der Anfang der Coordinaten, und die Ebene 
der xy die Tafel. Die Gleichungen der beiden durh AB, AO 
und den Mittelpunkt der Kugel gelegten Ebenen feyen 

z=Ax + By,z=Ax+By. i 
Diefe beiden Ebenen haben aber den Punft A, für welchen y= 0 
it, gemein. Sind alfo x, z die beiden andern Coordinaten 
diefes Punktes, fo ift | u 
zolgl ⁊ Ax, ⁊ Ax, A A. 
olglich ſind 
en z=Ax + By‚z=Ax-+By Ä | 
die Gleichungen der beiden obigen Ebenen. Die Gleichungen der 
ftereographifchen Projectionen ihrer Durchſchnitte mit der Kugel- 
fläche find nach (27.), wenn wir der Kürze wegen r—1 fegen: 
x2 4 y2 — 2Ax — 2By=1, J 
x 4 y2 — 2Ax — 2By=1; 
oder 
x-A)ꝛ + (y—B)? = A?+B’+1, 

(x—A)? + (y-B? =A?+B?+1. 

Sind num a, PB die Coordinaten des Durchſchnittspunktes diefer 

Projectionen, fo find nach (3.) die Gleichungen der Berührenden 

diefer Projectionen in dem Punfte (a, P): 
(A—e)(x—a) + (B-P)\(y—-P)=0; 
Be) TEN! 

"fo, nach befannten Saͤtzen der. analytifchen Geometrie, wenn 

wir die von diefen Berührenden mit der Are der x eingeſchloſſe— 

nen Winkel durch © und © bezeichnen: 


Mrun iſt offenbar 
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tang 0* — > unge == . 

Zur Beſtimmung von @ und 8 hat man die Beiden Gleichungen: 

a + BP —2Aa — 2Be 1, u 
| er ra Teil, 

durch deren Subtraction man auf der Stelle 

| | 2(B-B)R =0,B = 0 

erhält: Alſo | | 


2 —2le=1,a=mA+Yiri. 
dolglich | 


a ae ray... {ang9 — tan e 
unge 
di. Ä —— 

,_— (B—-B)Y1+A? 
| METER Ber .. 
Der Winkel p ift offenbar der Neigungswinkel der Ebenen der 
beiden durch A gelegten "größten Kreife gegen einander, deſſen 
trigonometrifche Tangente nad) Principien der analytifchen. Geo— 
metrie ohne Ruͤckſicht auf das Vorzeichen ebenfalls den. Werth 

(B-B)Yı+ A? 

hat. Hieraus ſchließt man nun licht, u p=gp if, d. h. 
daß die-ftereograpbifchen Projecttöndn zweiir bes 
liebigen Kreiſe auf der Dberfläde der Kugel fidy 
jederzeit unter demfelben Winkel ſchneiden ‚wie die 
Kreiſe felbft. | | | 
Mehr über die analytifche Theorie der fereögraphifchen Pros 
jeetion und der Projectionen überhaupt findet man in Puis- 
sant Tiaite de. Topographie, d’Arpentage et de Nivelle- 
ment. Deuxieme edition. Paris. 1820. p. 62. 
Einen guten Auffag über die analytifche Behandlung der 
Gnomonif von Berroyer, welcher ebenfalls zur Uebung in der 
Anwendung der analysifchen Formeln der Geometrie dreier Die 
menfionen mit Vortheil gebraucht werden fann, findet man in 
: Biot Traite d’Astronomie physique. Seconde éd. T. III. 
Paris. 1811. p. 51. | u 

Eine gute Sammlung analytifch aufgelöfter -geometrifcher 
Aufgaben enthält: Puissant Recueil de diverses Proposi- 
tions de Geometrie resolues et demontrees par l’Analyse 
algebrique. Seconde &d. Paris. 1809. Auch f. m, Erelle>g 
Sammlung mathematifcher Auffäße. Berlin. 1821. 2 Bände, 
Die reichite Ausbeute liefern die mathematifchen Sournale, vor— 
zuͤglich Gergonnes Annales de Matk. und Eretles Journal, 
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auch Quetel et s Correspondance mathématique et physi- 
que, und die Correspondanes de l’&oole-polytechnique. Yu 
ſ. m, die befannten Werfe über analytifche Geometrie überhaupt, ' 


Bon den Thl. I. S. 116. und ©, 121. angeführten Schrif- 
ten des Apollonius find als neue Bearbeitungen zu merfen: 
Apollonins von Perga Buͤcher de sectione spatii wieder— 
hergeftellt von Diefterweg. . Elberfeld. 1831. Die Bücher 
des Apollonius von. Perga de inclinationibus wiederher— 
geitellt von Horsley, nad) dem Lat, frei bearb. von Diefter- 
weg. Berlin. 1823, PER u 


Apagogiſch, f. Beweis. | 


ci —— Linien, ſ. Cauſtiſche Flaͤchen und Linien 


Arenarius, ſ. Sandrechnung. 


Argument einer Tafel iſt die veraͤnderliche Groͤße, von 
welcher eine gewiſſe Function ihren verſchiedenen Werthen nach 
in der Tafel dargeſtellt iſt. Enthaͤlt die Tafel z. B. die ver— 
ſchiedenen Werthe von logx, fo iſt x das Argument der Tafel. 
Zafeln mit einfachem oder doppelten Eingang f. Tafeln, mas 
thematifche (Thl. V. S,3.).. - | 


Arithmetifhe Reihen höherer Ordnungen, Die 
große Wichtigkeit diefer Reihen wird ung entfchuldigen, wenn 
wir hier eine Darftellung ihrer Theorie liefern, welche, wie es 
uns fheint, Eleganz mit Kürze in einem höher Grade vereinigt, 
ald die von Kluͤgel im erften Theile diefes Werkes gegebene - 
Darftellung. | | 

1. Sey A eine beliebige Reihe, Leite man nun aus der— 
klben eine Reihe B auf: foldye Weife ab, daß man jedes Glicd 
der Reihe A von dem naͤchſt folgenden abzieht, aus der Reihe 
B auf diefelbe Art wieder eine Keibe O, aus diefer eben fo eine 
Reihe D, u. ſ. fe; fo heißen die Reihen B, O, D, Er... 
teipective die. erſte, zweite, dritte, vierte, u. f f Diffe— 
tenzen-Reihe der Reihe A, welche in Bezug auf jene die 
Hauptreiße genannt wird. E 2 

2. Eine Reihe, deren nte Differenzen - Reihe aus Tauter 
gleichen Gliedern beſteht, welche nidye = O find, heißt eine 
aritbmetifche Reihe der nten Ordnung oder des nten 
Grades. Die Glieder: der (n+1)ten, (m +Pten, (n+S)ten, 
uf fe. Differenzen = Meihe einer arithmetifchen Reihe der nten 
Ordnung find, wie fogleic) erhellet, ſaͤmmtlich — 0. | 

3. Die kte Differenzen - Neihe einer arithmetifchen Reihe 
der nten Ordnung ift eine arichmetifche  Neihe der (n—k)ten 
Didnung. — 
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4. Das xte Glied. einer arithmetiſchen Reihe der nten 
— * im Folgenden immer durch 


⸗ 


Ta, 


ihr fummatorifches Glied, d. i. bie e Summe der x erften Glie— 
der, durch 


5 
bezeichnet werden. Die xten Glieder der erften, zweiten, dritten, 
vierten, u. ſ. f. Differenzen⸗Reihe einer arithmetifchen 27 der 
nten Ordnung wollen wir refpective durch 
| Aha, 4Ta, 4Tas Ta, ER 
bejeichnen, die fummatorifchen Ölieder diefer Neihen aber Sur 


ZATn, Z2Tr, Z4°Ta, Z4Ta, es .. 


5. Dies vorausgeſetzt, überzeugt man ſich leicht von der 
an der — ee: 


x1 


= Ta # .. 
Es ift nämlich nach * 


Folglich , wenn man auf beiden Seiten addirt: 


—— -h-T, L=nT+zm. 


Man findet alfo das allgemeine xte Glied einer arithmetifchen 
Reihe der nten Drdnung, wenn man in dem fummatorifchen 


Glide SAT, ihrer erften Differenzen-⸗Reihe x—1 für x ſetzt, 
und zu dem dadurch erhaltenen Ausdrucke das erſte Glied T, der 
Hauptreihe addirt. 


6. Durch gemeine algebraifche Subtraction überzeugt man 
ſich Teiche von der Nichkigfeit der Gleichung 


x(x+1)..(xtn) _KDx..(xtn—1) x(x+1)..(x+n—1) 
1.2.3...(n+1) 1.2.3..(n+1) 1.2.3... - 
Segt man num für x nach und nad) | 

1, 2; 3,4, 5, u x; 
fo erhält man: 
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1.2.3..n_1.2..(np1). | 
1.2.3..n 1.2..(n+1) 
2.3..(n+1)__ 2.3..(n+2) 1.2..(n+1) 
"1.2.3. d.2.(n+i) 1.2..(m+1) 
3.4.(n+2)_,3.4..(n+3) 2.3..(n+2) 


u — — — — 


1.2.3.'n - 1.2..(n+1) 1.2..(n+1) 


—— uff. 
x(x+1)..(x + n—1) _x(x+1)..(x+n) „ a&@—l)x..(x+n—1) 
1.2.3.0 —  1.2..(0+1) 1.2..m41) —— 


Addirt man nun auf beiden Seiten, und hebt auf der rechten 
Seite auf, was ſich aufheben läßt; fo ergiebt fih die Summe 
der Reihe auf der linken Seite, deren allgemeines Glied 
x(x+1)...(x+n—1) 
1.2.3...n 
iſt, augenblicklich DE Ä 

—_ x(x+1)..(x+tn) _x(x+1)..(x$n—l)x+n 

— 1.2.3...(n+1) 1.2.3...0 "n+1' 

7. Mittelft dieſes Sages und der in (5.) bewiefenen Glei— 
Hung findet man fehr leicht die allgemeinen und fummatorifchen 
Glieder der arithmetiſchen Reihen der verfchiedenen Ordnungen. 

Fuͤr die arithmetifchen Reihen der eriten Ordnung, deren 
erfte Differenzen conftant. find, ift offenbar 

x : 


Afo nad (5.) 





1 —1 et 

T,=T, + - ĩ AT,» 
Folglich — 

net 

2 1 2 

T,=T,+44T, 

3 1 1 

T,=T, + 34T, 

4 1 1 

T,=T, +34, 

x 1.1 

T,=1T,+: 1 al, 





Addirt man nun auf beiden Seiten, fo ergiebt ſich augenblicklich 
mittelft der in (6.) bewieſenen Sunmation: ' Ks | 
S, = Ir 2 ar, ” 
wenn wir ung des in (4.) eingeführten Zeichens für die ſum⸗ 
matorifchen Glieder der arithmetiſchen Reihen bedienen. 
Die erfte Differenzen» Reihe einer arithmetifchen Reihe der 





N 
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— Ordnung iſt eine aan? .. der. * Ord⸗ 
nung (3.). Alſo iſt 


Aber nach (5.) 
Folglich 








Alſo | | | 
1 1 | 
T,=T;, | 
2 1 1 | 
T,=T, + 44T, | 
3 1 1 1.3 
T, =T;, + i4T;, + 15at, 

4 ! ı 2.3 

‚TI: = T, + 44T, + 73 TT: | 
x 7 — — ——* | 
T= 1 + DEN: 


Folglich, wenn man auf beiden Seiten abdirt, mittelft. der im 
(6.) beiwiefenen Summation: 
(x—2)(x—1)x 
‚3 


‘8, = 47T, Yes, + 12 
Die erfte Differenyen» Reife einer arithmetifchen Reihe der dritten 
an ift eine — — der zweiten Ordnung. fe it 


— (x—2)(x—1)x | 
1. * 1.2.3 at, 


22T, 


at, * zal, | 
Aber nad) (5.) | 


1 


x xt 
T,=T, + 24T, . 





Folglich 

— nn — —3 — — 
T, —T, + 1 ia, 7 — ar 7, at, 
Alſo a 

2.7, 

2 1 3 

T, — T; + 11T; 

3 2” ee | 

I=T+r 101, + a Ts 





4 1 N , 1 
. - *. 4 448, æt. +7 2. 244. 





2 .2.3 
5 1 j 3:4 3.4 
1,=T + 44T, + Eu +2 et 


5. 2*. + Ar eng N) geh „Denen AT, 
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Mdirt man nun. auf beiden Seiten, fo ergiebt fich ſogleich 


mittelſt (6.): 


Er 


—S ATy+ aT,. 


te ar een 
Auf diefe Art zu PR / pi nicht die mindefte Schivierig- 
fit. Das Gefeß liegt fhon bier ganz deutlich) vor Augen. Be— 
jeihnen wir nämlich überhaupt das erfte Glied der Hauptreihe 
und die erften Glieder der Differenzen Reihen derfelben nach der 
Drdnung durch) 

A, AA, DA, DA, A, ....., 


das allgemeine und ——— Glied der er aber 
durch fx UND 82; fo ift 


weırimı 


REN 
er 


2244 * — —— — 


1 
wuers 
ba 1.2.3.4 
+ ‚@ . 08 08. 0. 2 


dieſe Reihen ſo weit fortgeſehzt, bi fie, wegen der immer endlich 
einmal verſchwindenden erften Glieder der: Differenzen - Reihen, 
von felbft abbrechen. 

In diefen beiden Sormeln ift eigentlich ſchon die. ganze Theorie 
der arithmetifchen Reihen enthalten, Die noch folgenden Säße 
werden jedoch in vielen Fällen mit Vorteil angewandt, wenn 
es darauf ankommt, zu beurtheilen, ob eine gegebeug Reihe eine 
arithmetiſche Reihe iſt, oder nicht. 


—— 
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8. Wenn 
A, B, C, D, E, F, ..... 
eine arithmetiſche — der nten Ordaung die Reihe 
BED ET. 0 


eine arithmetifche Heiße derfelben oder einer niedrigern Ordnung 
iſt; ſo ſind auch immer die Glieder der nten Differenzen-Reihe 
der Reihe 


conftant. 
Die erfie Differenzen = Reihe ift 
(B+B) — (A+A)=(B—A) +(B—A) 
(C+0') — (B+B’) = (C—B) +. (CE —B) 
(DXD) — (G+C), =. (D++-C) + (D’—-C) 
(EZE)— (D+D) = (ED) + (E—D'). 
u ſ. f. Re: u. ſ. f. 


+A', B+B, CXC, D+D, ..... 
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Entwicdelt man die folgenden Differenzen⸗Reihen auf ähnliche 
MWeifez fo überzeugt man fid) augenblicklich von der Nichtigkeit 
des Satzes. 

Zugleich erhellet auch ſehr leicht, daß, wenn c und a’ die 
conſtanten Differenzen der beiden gegebenen Hauptreihen ſind, das 
conſtante Glied der nten Differenzen «Reihe der Reihe 

A+A’, B+B, C+C, D+D', ..... | 
in dem Falle, wo beide gegebene Reihen von einerlei Ordnung 
find, = a+«, in dem alle aber, wo die ziveite Reihe von 
einer, niedrigern Ordnung ift, = @ feyn wird, 


9, Wenn | 
A, B, C, D, E,F,... 
eine arithmetiſche Reihe der nten Ordnung, und das conſtante 
Glied ihrer nten Differenzen⸗Reihe = a iſt; fo iſt auch, für 
jeves a, die Reihe 
aA, aB, aC, aD, aE, af, ..... , 
eine arithmetifche Neihe der nten Drdnung, und das conflante 
Glied ihrer nten Differenzen -Reihe — ac, 
Die erſte Differenzen Reihe der Reihe 
u aA,aB,aC,aD,aE, af, ..... 
e aB—aA=a(B—A) 
aC —aB=a(C—B) 
 @aD—-aC=a(D—C) 
‚aE—aD=a(E—D) 
\ u. ſ. f. u. ſ. f. 
Entwickelt man auf ähnliche Weiſe die folgenden Differenzen- 
en ie erhellet augenblicklich die Richtigkeit des zu bemeilen- 
‚den Satzes. 


10, Wenn | 
A, B, C, D, E, F, ... 
eine arithmetiſche Reihe der nten Ordnung, und das conſtante 
Glied ihrer nten Differenzen-Reihe = iſt; fo iſt 
A, 2B, 3C, 4D, 5E, 6F,..... 
eine arithmetifche Neihe der (n+-1)ten- Ordnung, und das cot- 
fante Glied ihrer (m +-1)ten Differenzen - Reihe = (n +1)e. 
Iſt die gegebene Reihe eine arithmetifche Reihe der erſten 
Ordnung; fo ift nach (7.) ihre allgemeine Form 
a,a+b,a+2b,ar+r3b,a+4b,.... 
Durch Multiplication der einzelnen Glieder mit 1, 2,3, % 
5, ..... erhält man die Reihe 
a, 2a+2b, 3a+6b, da-+ 12b, 5a-+20b, ..... 
Die erſte und zweite Differenzen - Reihe diefer Reihe -find : 
ar+2b,ar4b,a+6b, a+8b, a+i10b, .... — 
2, 2, 2b, ⁊ 42B ..... 
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Alſo beſteht die zweite Differenzen-Neihe aus conſtanten Glie— 
dern, und die Reihe. | 
a,2a+2b, 3a+6b, da+12b, 5a+20b, .... 
ift folglich eine arithmetifche Reihe der zweiten Ordnung, Das 
conftante Glied der erſten Differenzen-Meihe der gegebenen Reihe 
it =b. Das conftante Glied der zweiten Differenzen- Reihe der 

ihe 
b a, 2a+2b, 3a+6b, da+12b, 5a+20b,l..... 
= 2b. Alfo gilt der zu beweifende Saß, wenn die gegebene 
Reihe eine arithmetifche Reihe der erften Drdnung if, u 
Gelte nun der Saß überhaupt, wenn die gegebene Reihe 
eine arithmetifche Reihe der nten Ordnung ift, und ſey jeßt 
A, B,C, D,E,F,..... 
eine arithmetifche Neihe der (n-H1)ten Ordnung, das conftante ' 
Glied ihrer (n+1)ten Differenzen- Reihe = a; fo ift 
B—-A, C—B, D-C, E-D,F-E, sc 
eine arithmetifche Reihe der nten Ordnung, und das conftante 
Glied ihrer nten Differenzen- Reihe offenbar ebenfalls = a, Nad) 
der Borausfeßung ift alfo 
B—-A, 2(C—B), 3(D—C), 4(E—D), ..... 
eine arithmetifche Reihe der (m -+1)ten Ordnung, und das con 
ftante Glied ihrer (n+1L)ten Differenzen » Reife = (n+1)a. 
Folglich iſt nach (8.) die Reihe 
B+ (B-A)=2B-A 
C + 2(C—B) =3C—2B 
D + 3(D—-C) =4D—3C 
E +4(E—D) =5E—4D 
uf. f. ff 
ebenfalls eine arithmetiſche Reihe der (n +1 )ten Ordnung, und 
das conftante Glied ihrer (n+1)ten Differenzen - Reihe 
= «+ (n+1)e=(n+2)e. 
Diefe Reihe ift aber die erfte Differenzen» Neihe der Reihe 
J A, W, 30, 4D, 5E, 6F, ..... | 
Demnach ift offenbar diefe Reihe felbit eine_arithmetifche Reihe 
der (n4Vten Ordnung, und das conftante Glied ihrer (n+-2)ten 
Differenzen Reihe = (n+2)e, fo daß alfo der Saß für arith- 
metiiche Meihen der (n-H1)ten Ordnung gilt, wenn er für arith- 
metifche Reihen der nten Drdnung gilt, woraus feine allgemeine 
Nihtigfeit folgt, da er oben für arithmetifche Neihen der erſten 
Drdnung beiviefen worden ift. 
11, Wenn 
A:B; C, D, BR. 
Suppen. zu Kluͤgels Wörterb. L D 
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eine arithmetifche Reihe der nten Ordnung, das conftante Glied 
ihrer nten Differenzen-Reihe = a ift; fo ift 


aA, (a+b)B, (a+2b)C, (a+3b)D, (a+4b)E; ..... 


eine arithmetifhe Neihe der (n+1)ten Ordnung, und das con: 
ftante Glied ihrer (n+1)ten Differenzen-Reihe — (n+1)bao. 
Es iſt 
aA = aA 
(atb)B=aB + bB 
(a+2b)C =aC + 2bG 
(a+3b)D = aD + 3bD 
(a+4b)E =aE + 4bE 
u, ſ. r u. ſ. f. 
Nach (9,) iſt 
aA, aB, aCG, aD, aE,.... 
eine arithmetifche Reihe der nten Ordnung, und das. conftante 
lied ihrer nten Differenzen - Reihe = au, Eben fo if 
bA, bB, bC, bD, bE, ..... 
eine arithmetifche Neihe der nten Ordnung, und das conſtante 
Glied ihrer nten Differenzen =» Reihe = ba, Folglich ift nad) 
(10,) offenbar die Reihe \ 

Ä ObA, 1bB, 2bC, 3bD, 4bE, ..... 
eine arithmetifche Reihe der (n-+1)ten Ordnung, und das tom 
ftante Glied ihrer (n +1 )ten Differenzen-Neide = (n+1)be, 
| Nah (8.) it demnad) mittelft des Dbigen augenfcheinlich 

aA, (a+th)B, (a+r?2b)C, (a+3b)D,..... 
eine arithmetifche Neihe der (n+1)ten Ordnung, und das con— 
ftante Glied ihrer (n+1)ten Differenzen-Reife=(n +1) ba, 
Ä Da | 


n, n+1, n+2,n-+3, .... ® 
n—1, n, n+1, n-+2, or... 3 
n—2, n—1, n, n+i1, 53 


ſaͤmmtlich arithmetiſche Reihen der erſten Ordnung ſind; ſo folgt 
a fucceffive Anwendung des vorher bewiefenen Satzes leich 
z | 


(n+2)(n+1)..(n—e+3) 
(n+3)(n+2)..(n—a+4) 


u. ſ. f. 
alſo nach (9.) auch 
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n{n—1) ... (n—e+1) 
1.2.3 ... @ 
(n--i)n...(n—e-+2) 
1.2.3 .e. & 
(n+2)(n+1)..(n—c +3) 
1.2.8.4 0 
(n+3)(n+2)..(n—a+4) 
1,29. 0 
uff 


d. i., mittelſt Thibauts Bezeichnung der -Binomial » Coeffi- 


eienten, 


| DB, EB, ö ... 
eine arithmetifche Neihe der aten Drdnung if; Und hieraus er- 


giebt fich ferner fehr leicht, daß 
& y & " Y & y [#4 Y 
BB, nB m*1B, n*2B mt, BB, .... 
eine arithmetiſche Reihe der (@+-y)ten Ordnung iſt. 

Denkt man ſich nun überhaupt die allgemeinen Glieder zweier 
arithmetifchen Neihen der aten und der yten Drdnung (7.) in 
einander multiplicirt; fo überzeugt man ſich mittelft des vorher— 
gehenden Satzes fehr leicht, daß überhaupt die Producte der 
gleihftelligen Glieder zweier arithmetifchen Reihen der aten und 
yten Ordnung wieder eine arithmetifche Neihe bilden, welche von der 
(«+y)ten Ordnung it, ein Saß, welcher fich leicht auf mehr 
als zwei arithmetifche Neihen erweitern läßt, wie fogleich in die, 
Augen fällt. | 

12. Die Reihe 
an, (a+rb)n, (ayr2b)*, (a43b)n, (a-rAb)n,..... . 
wenn m eine pofitive ganze Zahl bezeichnet, iſt eine arithmetifche 
Reihe der nten Ordnung, -und das conftante Glied ihrer nten 
Differenzen «Reihe ift 
u 1.2.3.4 .....nbn . . 
Die Reihe ei 
a,a+b, a+2b, a+3b, a-h4b, ...:. 
iſt eine arithmetifche Reihe der. erfien Ordnung, und das con- 
flante Glied ihrer erften Differenzen» Reihe it = 1b, Alfo if 
nah (11.) | | 
a2, (a+b)?2, (a+25)?, (a+3b)?, (a+4b)?, ..... 
eine arithmetifche Neihe der zweiten Ordnung, das conflante 
Glied ihrer zweiten Differenzen-Reihe— 1. 262. Folglich ift wie— 
der nach (11.) 
a’, (arb)’„(ar2b)?, (ar3b)’, (apAb)’, ..... 
eine arithmetifche Reihe ‚der dritten Ordnung, das conflante 
D2. 
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Glied ihrer dritten Differenzen-⸗Reihe — 1. 2.362. Wie man auf 
dieſe Art weiter gehen kann, faͤllt in die Augen. 
Alſo iſt au | 
BES 1n , Zn, 3n, An, Sn, 6n, ...., 

wenn n eine pofitive ganze Zahl iſt, eine arithmetifche Reihe der 
nten Ordnung, das conftante Glied ihrer nten Differenzen » Reihe 
= 1. .3. 3. ... n. | ⸗ 
13. Wir wollen nun noch ein beliebiges Glied einer be— 

liebigen Differenzen-Reihe durch die Glieder der Hauptreihe aus: 
zudruͤcken ſuchen. Die Hauptreihe ſey jetzt 

EEE VIER | 

Die Binomial = Eoefftcienten der nten Potenz wollen wir durch) 


1 2 3 4 5 
uB, »B, nB, »B, »B, ..... 


* 


bezeichnen. 
Die erſte Differenzen-Reihe der Hauptreihe iſt: 

| A, — A, 

A,—A, | 


Die, zweite Differenzen Neihe ift 
| A, - 240, +A, 
A,—2, + A, 
A; — 2A, + A, 
A,- 24, + A, 
u. ſ. f. 
Folglich iſt die dritte Differenzen-Reihe: 
A. - 34, + 34, —A, 
A, — 3A, + 34, — A, 
A, — 3A, + 3A, —A, 
A, 3A, 4 3A, — A, 
u. ſ. f. | 
Das Gefeß, nah welchem die Differenzenreiben fortfchreiten, 


fällt leicht in die Augen, Das xte Glied der nten Differenzen 
Reihe iſt namlich 


1 2 | nn n 
Axtn — BAzin-ı + "BArinm2 — .. + BB Arrı + nBAx . 
"Das (x-+1)te Glied ift 
n—=1 n 


1 2 
Axtntı — nBAxtn 4 DBArtn— — «„ + »BAxı2 + "BAxtı 5 


Zieht man das_xte von dem (x+1)ten Gliede ab, fo erhält 


nn das xte Glied der (n+L)ten Differenzen- Reihe, welches 
[%) 
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7* Artatı = Axtntı 
N 1 
— 11 + "B|Axta — art!BArtn 
& + ‚2 2 
+ 12B + "BlArtn-i + 2r!BArin-ı 


n—2 1 . n=1 
+18 + 0BJAyı2 + nt BAyr2 
221 2 n 
EVB HABA Fat BArtı 
EN Ye +.ntı BA, 


it, fo daß folglich das bemerfte Gefeß für die (n-+L)te Diffe- 
renzen⸗Reihe gilt, wenn es für die nte gilt, woraus ſich un— 
— mittelſt des Obigen die allgemeine Richtigkeit deſſelben 
ergiebt. 


Das xte Glied der nten Differenzen-Reihe iſt alſo 
= Aıtı — BB Artanı + KT USBRERGER . — —R 
+ (—1)n.nBAz , 
oder, wenn man die Ordnung der Glieder umfehrt, 
= (—1)n IA — Art + nBAyr2 — nBAxss + or. 
... — (12 ———— (—1)2 m BAztn | 


14, Nach (12.) Hat man alfo die merfiwärdige Gleichung 
| 1.2.3.4...n = 


\ 


I 1 2 3 
= (-1y hi —naB.20 4 0B.3n — B. Ak ....... 





en (Aa. + 1a. S. 4 ij 
mit deren Beweiſe fich verfchiedene Mathematiker befchäftigt Haben, 
M ſ. z. DB. des Verfaſſers Mathematische Abhandlungen. 
Er Samml. Altona. 1822. S.69. Crelle’s Journal. VI. 
. 250. | | | 
‚.. Wegen der Interpolation arithmetifher Reihen verweifen wir 
überhaupt auf den Artikel Einfchalten. - 
15. Den von Klügel angeführten Schriften Uber die hoͤ— 
been arithmetifchen Reihen füge ich bier nur noch folgende bei: 
Prasse Institutiones analyticae. Lips: 1813. :Cap. XIII. 
Ei. Additamenta ad theoriam serierum arithm. ordi- 
num super. in feinen Comment. math. Fasc. J. 
Eytelwein Grundlehren der böhern Analyfis. Ziveiter 
Band. Berlin. 1824, Dreizehntes Kapitel. 000 
Lacroix Traite du Calc, diff. et du Calc. int. T. III. 
Paris. 1819. Chap. I. 
- Burja felbftlernender Algebraift, Thl. I. ©. 123. ff. 


7 Barycentrifcher. Calcul. 


Kramp Arithmetique-universelle. Cologne.1808. Chap. 
XIV., und wegen der Anwendung anf die Auyflöfung numerifcher 
Gleichungen Chap.’ XXVIIL — 

Auch ſ. m. mein Lehrbuch der allgemeinen Arithmetik. 
Brandenburg. 1832. Vierzehntes und siebzehntesKapitel, und 
den Artikel Differenzenrehnung in diefem Wörterbuche, 


Ars conjectandi, ſ. Wahrſcheinlichkeitsrechnung. 


Aſymptote. J. G. Pfeiffer Diss. de curvar. alge- 
braicar. asyınpt, tam rectilin. quam curvilin. Tüb. 1764. 


Auffteigende Reihen find Reihen von der Form 
A Bx 4 Cx? 4 De 4 Ext 4 FI 


Baryeentriſcher Calcul iſt eine neue von dem Profeſſor 
Möͤbius zu Leipzig: erfundene, ſehr ſcharfſinnig ausgedachte, 
Methode zur analytiſchen Behandlung. der Geometrie, welche 
fhon zu fehr intereffanten Refultaten, namentlich über die Kegel— 
ſchnitte, geführt hat, Diefelbe hängt mit der Lehre vom Schwer— 
punfte in der Mechanif zufammen, wodurch die obige Benennung 
veranlaßt worden it, obgleich ihre Principien durchaus nicht der 
- Statif oder Mechanik entnommen zu werden brauchen, wenn 
man nur den Schiwerpunft als Punkt der mittlern Entfernungen 
rein geometrifch definirt. Kine Darftelung der Methode in einem 
ganz furzen Artikel, welchen der Raum hier nur geftatten würde, zu 
geben, ift nicht gut möglich, weil das Wefen und der Nugen 
derfelben vorzüglich aus ihrer Anwendung zur Auflöfung geome— 
trifcher Aufgaben erkannt wird. Wir glauben uns daher. hier 
um fo mehr mit diefer kurzen Notiz begnügen zu fönnen, weil 
der Erfinder felbft feine Methode in einem, ausführlichen, in 
Deutjchland Feicht zu habenden, Werke im Zufammenhange, mit 
fehr vielen wichtigen und intereffanten Anwendungen, dargeftellt 
bat, fünnen es ung aber nicht verfagen, diefes Werf auch hier 
als eine der wichtigiten Erfcheinungen im Gebiete der neuern 
Mathematik zu erflären, und das Studium deffelben angelegent- 
licht zu empfehlen. Es ift erfehienen unter dem Zitel: Der 
barycentrische Caleul,. ein neues Hülfsmittel*zur analyti- 
schen Behandlung der Geometrie, dargestellt und. insbe- 
sondere auf die Bildung neuer Classen von Aufgaben und 
die Entwickelung mehrerer Eigenschaften der Kegelschnitte 
angewendet von A. F, Möbius. Leipzig. 1827. Die befte 
und vollitändigite Kenntniß der Methode wird, wie gefagt, aus 
diefem trefflichen Werke felbft erworben, und eine folche vollitän- 
dige Kenntniß ift nöthig, wenn man, was hier die Haupt 
ſache ift, auch zu einer gewiffen Hebung in der Anwendung ge= 
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langen will. Wer ſich indeß nur mit einer oberflächlichen Kennt- 
niß begnügen will, den können wir auf Spehrs Necenfion des 
MWerfes in den Jahrbüchern für wissenschaftliche Kritik. 
August. 1828, S. 172. vermeifen. Einige Ynivendungen der Me- 
thode von Möbius und Minding findet man auch in Crel- 
les Journal. B. V. S. 102. 397. 


j Befreundete Zahlen. Die Beweiſe der. Regeln von 
— s und Kraft findet man im Artikel Theiler einer 
a .)+ J — 


g Vernoulliſche Reihe, ſ. Integralformel (145.). Thl. I. | 


Bernoullifhe Zahlen, Die nah, Jacob Bernoulli 
(Ars conjectandi. Basil. 1713. p. 97,) benannten Zahlen 
find für die ganze Analyfis von fo großer Bedeutung, daß es 
als nuͤtzlich und nothivendig erfcheint, bier einmal die wichtigſten 
Relationen derfelben, welche man bisher gefunden, im Zufam- 
menbange aufzuftellen und zu beweifen, \ 


1, Wenn man die Zahlen 
a, By Y3 ö, e, {5 sen 
aus folgeaben nac) einem leicht zu überfehenden Gefeße fortfchreis 


enden Gleichungen beftimmt: 
| 1 
ee re 
0 @ F 3 
mat 


— ß _e___ >. 
0=1- 753773757 


= rn. __e._ 17 
02 u Tre Kg wo 1777273 


ö Y ß @ 9 
ze =- tra enatrn Tin 


u, f. f. u. ſ. f. 
und 
B=1.2.a 
.. 3 = 
B=—=1.2.3.4ß 
5 
B=1.2.3.4.5.6.y 
1 
B=1.2.3.4.5.6.7.8.8 
9 
B=1.2.3.4.5.6.7.8,9.10. 
ut f uff 


feßt; fo heißen 
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2n—1 
B, B, B, B, ... Bias 
die erfte, ziveite, dritte, vierte, nte Bernoullifche Zahl. 
Dies mag als Erklaͤrung der Bernoulliſchen Zahlen gelten, indem 
wir natuͤrlich von einer, am beſten der einfachſten, Relation 
derſelben unſern Auslauf nehmen muͤſſen, um zu andern Rela— 
tionen zu gelangen, 


2. Führen mir in die obigen Gleichungen die Zeichen der 
re Zahlen felbft ein, fo erhalten wir; 





B 1 
— 1.2 ——— 
B B 
aa a: 15t#; 13 
5 3 
| B B 1 B 1 5 
— er Tasse 1.21.53 2.1.7 
B B 1 | B 1 B 1 7 
ET inte 
u. ſ. fr u. ſ. f. 
2n—1 2n—3 u % 1 
—— B _ B — „B 1 _ An-1 
—7.2n - 4..(2n-2) 1.3 1. ni = “-1,2'7..@n-1)721..(2011) 
u. ſ. f. u. ſ. f 


oder auch, wenn wir dieſe Gleichungen auf beiden Seiten des 
Gleichheitszeichens nach der Reihe mit 


1..3, 1.,5, 1..7, 1..9, u. ſ. f. 











multipliciren: 
— 2 | 
— —— 7 
3 ı 5.4.3 
— 5— 3 
a a een 
Be mh. 318-5 
en a el 
7 s 9.8.7. 39.5 19.3 
— 2— en . 
u re a er a re 
u, ſ. f. u. ſ. f. 
oder 
1 
4232B.23 41 
| 3 ı 5.4.3 
— 5 — 5: .__ — 
— 
3 7.6.54 7..3 
J —— 
s 9.8.7 9.5 19.3 
u a Sa er a a ver ae 
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Unter diefer Geftalt erfcheinen die Gleichungen bei der Summa⸗ 
tion der Potenzen der natürlichen Zahlen. | 

3. Zunaͤchſt bemerken wir nun, welches für das Folgende 
von großer Wichtigfeit ift, daß fich leicht eine gebrochene Function 
finden läßt, bei deren Entwickelung in eine Reihe die oben durch 
a, ß,y,6,E&,L, sxe. bezeichneten Zahlen als KCoefficienten 
erſcheinen. Um diefe gebrochene Function zu finden, fegen wir 

1 — Ax + Br? — Cx3 + Dit — ..... 

| 1— Ax+ Bx?— Cr’ Dxt— ... 

— 1— ax — Ax2 — rd Rt ER ...., | 
und erhalten, indem wir auf beiden Seiten mit dem Nenner 
multipliciven, durch DVergleichung der Eoefficienten: 

0=.a — (A—A) 

0=ß—Ac«+(B—B) 

0=y—Aß + Ba— (GC!) 

0=d5—Ay+Bß—Ce+(D-D) 

0=&8—Aö+ByY— CP + Da — (E—E) 

= Muth . u. If 
Bergleihen wir nun diefe Gleichungen mie den Gleichungen 
in (1.), fo ergiebe fich augenblicklich: 





Folglich ift der erzeugende Bruch 


1 ._4 2 4 3 

ee Fr ar ——— 1..8” 

u — a ; Br y 
Ba yo a 1..5 19,.7 1,..9 — 


oder, wenn wie x? ſtatt x feßen, 


1 1. 1, ,; 5 1 
+ — — — — — 4 — 6 8s — .... 
1 1 1.57 r777° 1.6, 1.8” 


1 1 1 1 
3 — x — — x’ Im une 
13 tr" 77 197795" . 




















X— 








_ x 1+ osx x 2cosix? 
TR" sink 2 '2sınıx cosix 
Mo au | 


1 
zcotix = = — ax — 8xꝰ — yx⸗ — dit — ..r.07 


oder, wenn wir die Bernoulliichen Zahlen einführen: 


== 4XcotiX . 
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5 7 
in ce di Be Bet Bes Ber 
a 121.4 Er 





4 ⸗ 7 
al Sr Fe ee Fr ea —— 


Da 
cos?x == cosx? — sinx?, sin?x = 2sinx casx 
ift, fo iſt 
cos?x cosX | sinx 
; m — — nex — cotx— 2 
sin‘ 2sinx 2oosx? tang * cot?x , 


woraus ſich mittelſt obiger Reihe ſogleich ergiebt: 
22 .(22—1)Bx 4 942% —1)Bxs + 26 (26 _1) Bxs 


tangx= 1.2 1..%4 le 1..6 
. _ * T- - nn j 
23, — Bxꝰ 


Reihen ſind fuͤr die Cyclometrie, aber auch fuͤr die Theorie 
der Bernoulliſchen Zahlen ſelbſt von großer Wichtigkeit. 


4. Man ſetze jetzt 
cotx = - — ax — bt — cxs — dX’ — si. 
und 
cotx? =; = +a + ba? + ci? dx ..,;, 


fo erhält man, wenn man die Reihe für cotx wirklich u dag 
Quadrat erhebt , leicht folgende Relationen; 





Nu — a 

b =— 2 + aa 

=> — 2c + 2ab 

“= —2d + 2ae + bh 

er — 2e + 2ad + 2be 

’=— 2% + 2ae + 2bd +.ce 

g= — 2g + 2af + 2be + 2cd 

h"=— 2h + 2ag + %f + ce + dd- 

V=—_2i 4 2ah + 2bg + 2ck + 2de 

uf f. Ä u. ſ. f. 

Aber — — 4 = — cgacrH = — (1-+cotx?). 


Alfo, wenn man die Reihe für cotx differentiirt: 


— * — a — 3bx? — 5cxt — 7dxé — Sex? — — 


== _ — (1+.a) — bi? — o'xt — 1 — exs —- ..... 


Folglich | = = Em 
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a — 1 4 mi — 


u 3b b’= — 2b + aa 
sc = = — 2c + 2ab 
7d * “= — 2d 4 2ac + bb 
g= em — 2% + ad 2%be , 
1f= f= —2% + %e- 2bd + 00 
13g = gm —2g + 2af + 2be + 2cd 
— uf fh u ſ. fı 
oder | 
3a —1 ' x 
öb = aa 
7c = 2ab 


9d = 2ac + bb 
ile = 2ad + 2bc 
13f — 2ae + 2bd + 00 j 
15g = 2af + be + 2cd' : F 
17h = 23g + 2bf + 2ce + dd 
191 = 2ah 4 2bg ++ 2cf + 2de 
u. ſ. f. uff 
Selglich, wenn man aus (3,) die Ausdrücke der Coefficienten 
a, D, c, d, .,. durch die Bernoullifchen Zahlen in diefe Glei- 
Hungen feßt: ar | 














=, 

= 1-SBB 

= 2.258 

De mein}: . 

ur —— 

ne 44 BE: = a5 

= — B+ Te abı a: 

18:19, 25 B + — bi Le: 2 —— 
u. ſ. f. tt | 


Diefe Relationen hat Euler gefunden (Inst, Cale. diff. T. II. 
123.). Andere Relationen fönnte man aus der Gleichung 


Ex cotx —1 finden, wobei wir jedoch jetzt nicht Länger ver⸗ 
ie da diefe Nelationen nicht gerade von befonderer Wichtig: 
eit find. BE 
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5. Aus den Gleichungen in (2.) erhält man leide: 





2B 1 
0=73713 
3 1 
0-3 _B m | 29 
TATTATAAæßTTAM 
1 
23.,B 2B 1 2 
= 14" I2T3T77T3 
| 
2B 1 1 1 
- mı1arT31T2 
3 1 
_2.B 2 1 2 
- 14 -7131T,3*+77T75 
25.8 23,B 22 Bm 95 
0=7%57,17T41.377327T.5 018 
95.B 23.3 1 26 1 3 
75" TIT3TTEIS T.7 
3 u: 
23.B 1 2B, 1 1 2 1 
Tatra tıia a3 T 
QB 1 1 1 
+72 1473703 
5 3 1 
28.B 23.B 1 2B 1 3 


1.6 1.8 1:3 +7373717° 


Man könnte auf diefe Art weiter gehen. Das Geſetz faͤllt aber 
ſchon in die Augen. Es iſt naͤmlich allgemein 


2n—i 2n—3 26 
0= 2ı—-1,B 92n—i3,B 1 — — 1. 
— re I m T3rT. mt... — or‘ 


1 J 
2B 1 Re on 

EEE LE Be 1.2... a Tan , 
— kommt nun darauf an, dieſes Geſetz allgemein zu be— 
weiſen. ur Ba, 0, 
Nach dem binomifchen Lehrfage ift, wenn wir den mten di 
nominal=Coeffieienten der nten Potenz im diefem Artikel über 
haupt durch »B bezeichnen: i 


u k.,; 2 " 3 4 
27H IPB BB + RB + + #418 


N 3 
= HB + HB + 204198 Hosen + zu i0B 


+ 
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Aber j 1 ar 
Zei | 
rl, bs —=% +1; 
201 2 * 
HB RB, da ill; 
223 - 4 ' 
HB — m, dr — 3 +4 = il; 
— u . . oz e . . . ..% [3 . . “ 
BB, IR — 2 mal; 
1 2x 
21 = wi) da 14 = **9 
Alſo 


2x 214 24 4 —E +. — Herb, 
woraus leicht folgt: 


22x 1 1 1 1 
1...(2°+1) 1..(@<+1) T 77 a 7*t7 5) 1.4 * ° 
„4 1 1 


1.31.22) r7i.=° 
Serner fey die Summe der Reihe ' 
(«+1).1+ 2. 2 + — * 4 (22). 28 os 


— LS, 


fo erhält man durch Zerlegung der Binomial- - Coefficienten (ſ. 
diefen Art. 5.): 


S= (+1). 142.2 B + 1) BR NERB  n. 
2.28 + 1.2428 
— +2). 3 Ka 
+2. 8 +1. S 
64Hy. 14. ZH 41). +). ur — 
2. + 12H 
—— Be). en Ka 
| +2. er +1. — 
Hetchiß }(1),. +2). u = o. 
u 2 
+x.1 +@—1). HB + (02). HB +. 
un 2 1. 28 
= (241). 142% 1).2HB + (23) 220HB + (5) HB 
3.2 12h 
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+22 42). ta 2. 
Yet 


Aber 
@e—-n+1). ch — — = (%—n+1). HB nn .2et 
= (22 4 1). 5 
Alfo 
s- 2 +1)|14248 ..4 ar 
d. i. nad der oben gefundenen Summation: 
Sm (%+1).2%, 
oder, wie man leicht findet: 


x .22% x . == 
(2x Hi) 2=_ HN), — 








1..(2x+3) 1..(2x+3) ' 1..(2x+1)'1 1 )'1.4 
2 1 1 1 
— — .(2x—2) 7 1..3°1..2% ° 
Mittelft der — hier gefundenen Summationen erhaͤlt man 
nun nach (2. 
—XRRX 2n—} 205 


B 1 B 1 
0 THM TAÆAMA TAMTR — 
— 





B 1 2n — 
u.» N tr .(—1)R 
— F F —e Ei 90-5. BD 24 
= I a Tr” 
1 
2B 220-2 (2n-1) . 22n—2 
Maas = vr ae Se rere e ee 
In 
222—1,B 
u Re 
2n—3 
z.B (1, 1 
—— en 1. 1.3 1.2 — 
ns, Ey 41 1 1 1 
T7. —— TTRTA- al 
— m AL 1 41 1 14 1 
1a. tr Tetra triaTatrT. | 
Be 1 1 1 1 
—T. Pal (2n-1)* 1.0203) 1. te I. at — m 0 


Pu n-1 1 n-2 
+ I.an+)T 1. 1..(2n-1)! 1. Tat Ian) (2n-3) 1. at rer ah were (ala 
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Denkt man fih die einzelnen Producte wirklich entwickelt, 
und das Aggregat nad). den WVertifalreihen geordnet, und be— 
denkt, daß 
(1 — (1)! (—1)-2= —_ (-1)3 + 20... 

ift, fo erbellet augenblicklich, daß, wenn dag bemerkte Gefeß big 
n—1 als richtig angenommen wird, dieſes Gefeß auch für n 
gelten muß, woraus die Allgemeinheit deſſelben folgt, da feine 
Nichtigkeit oben bis n = 3 bewiefen worden if. Wir ha- 
bei demnach folgende merkwürdige Relationen der DBernoullis 


(hen Zahlen: 


1 


RR: DEE E 
zu 9° 1.3 
BB 1A 2 
2, ie 
I 74 12T3rT5 
5 3. 1 
_2.B 2.B 1 + 2B 1 3 
0=2175677.473 1.21.35. 1.7 
7 5 3 
Y.B 3B 41 ,2.B 1 2B’ 1 4 
1273 TA5A -õCSF 
u, ſ. f. q u. ſ. f, 


M. f. meine Mathematischen Abhandlungen. Altona. 1822. 
8. 57— 60. Diefe Gleichungen führen 5. B. zur Summation 
der geraden reciprofen Potenzen der natürlichen Zahlen, worüber 
der Art. Cyklometrie in diefen Zufäßen zu vergleichen ift. 
6. Um nun independente Ausdrücke der Bernoullifchen Zah⸗ 
Sen zu erhalten, müffen wir von der Entivicelung der Function 
h 
| ei_1? & 
wo e die Bafis der natürlichen Logarithmen bezeichnet, in eine 
Keihe nach Potenzen von h ausgehen. Zu dem Ende feße man 
7 =A+Ah+ Ab? + Abt he Anh 4....., 
ſo if nach dem Taylorfchen Lehrfaße 
h 
1 an) —1 | 


Aa = In Ihn 


wenn man nach der- Differentiation h—= O feßt. Führt man die 
Rehnung aus, fo erhält man alle Eoefficienten = 9. Diefe 
Schivierigfeit hat Laplace auf folgende finnreidye Weiſe ver 
miden (Lacroix Traite. T. IL. p. 107.), Es if 
ie h __h__ 
al (Ale) A er 
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und, wenn man h=0 fest, offenbar: | 
ph h ph h 
m: + _ 0" Ir + 0" Im + BRUr: + \ , 
Or sr EG) \ — 


da beide Differentialquotienten vefpective von ph und h ganz auf 
gleiche Weife abhängen, und ph=h if, wenn man h= 
fegt. Setzt man nun —4, q=n, fo wird, immer unter 
der DVorausfeßung, daß man nad) der Differentiation h = 


fegt : : 


te ee 
20 ha 








ha». cha In Oh ’ 
h h Ih 
a a el 4 0 nl 
hr 2a ha za he 
ch Ih 
a ; αq, 1. 


— I mai Oh 
wo num für h=0 das zweite Glied diefer Öleihung nicht mehr 
— — 8 wird, Gegen wir 
h 
a 


fo wird nach dem Leibnigifchen Ausdrud fiir ein beliebiges Diffe- 
rential eines Products (Differentialrehnung. 23.): 


On h (et + 1-1) = (eh +1)-1.0rh +— dei + 1)-r.09-5h + ..... 
use Töne I)-1.öh + On lei H1)Ti.h, 


oder 
Onth(ehH1)-1} _, Och, n Ole +1)! Or—ıh 
a 
n On—1(eh + 1)-1 ch + On(eh + — 
Saba — Be 
Weil man aber nach h differentürt, fo iſt 
Oh_,5 Oh _ Oh_ A _o 
| F Tele 2) ua) as — 7* 
Alfo 
da h (eb +1) _ n An-tleh H1)-! _ Gnlet Hi), 
7. reg ham * mh 00009 
und folglidy, wenn man h= 0 feßt: 
Onth(eh--1)-1} _ _On-i(eh + 1)-1 
ae: 
Demnach für h= 0: 
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n h u— 
— m, e Ver 
Oh = OO —— 
1 
1 an Fr + J 


Red, .(n—1)(2"—1)” Aha-ı 


Durch. fucceffive Differentiation erhält man leicht: 





0 Im + 1 _ B,e@@a—1)h L B,eln—2b L B,e(n—3)h +.. e B._ıel 
Aha-ı (eb+1)n — 


wo B,, B,-B;,, .... Ba gewiſſe conſtante Coefficienten be— 
— welche nun naͤher beſtimmt werden ſollen. Es iſt 
hl = Ze a a nl a DZ Zu. ——— 
etn I, =|ea2-ı e=2h - 3n—1 g-3h_4a—1 g-ih.L, —— ya—1, 
und nah dem Dbigen: 

ee _ = B,ea-Dh 4 B,ea-2)ı I... = Bı-ı eh f 


Dies giebt die Gleichung: 
(+12 e — 2n—ı 2 4 Za-1 — —RX — 
—B ——Bo— + B, e(n—2)h + B, e(n—3)h +.. .+ Bn— ıelt J 
Entwickelt man das Product auf der linken Seite des Gleich— 
heits zeichens, nachdem man vorher (eh+ 1)" nad) dem binomi- 
ſchen Lehrfage in eine Reihe entivickelt bat; ; fo erhält man fo- 

gleidy folgende Ausdräce: 


B = \ 1.(— 1 )"-1 
1 

B, = — [et n8|( 170-1 . 

B, = 8. An—i + ne 

B, — — nl__ 28. Zı— + 28, NA-1l_ 2-10 
R.- = Jens (n—2) 14. ZB. Yn-1 +B jean (-1)a-1, 
holglich, wenn wir überhaupt 

m za 21 (x — 1)n + n-+198 (x — 2) — . Zur. In + Er) 
ſetzen: 


— — 


n—1 n—1 
[L,ein-i Yh-L,e(a—2b-L-L ,elu—3)h u 
—X Tun = (-1)a-1 


n— n—1 
is BE (-1)r + La-ıe'.(-1) 
Folglich firh=0: | 
Supplem, zu Klügels Wörterb. I. E 
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2 nei a=1 


n—t 
dn=ileb.}1)-t _ (Dem! * -L+Lb,-Lt... 
Oha-1 In a -L..-1) Lat) , 


und demnach nach dem Obigen: 


(—1)n E =. +7, _T, +... 
| WEI — ——— n—1 — 
1.2.3..(n—1)(2°—1) 2° .. + Damt- (je 


Hierdurd) iſt alſo ein allgemeiner independenter Ausdruck eines 
jeden Eoefficienten in der Entwidelung von | 





h 
gefunden, 
7. Wir wollen nun aud) 
| | ai 
pe’ 


wo p eine willführliche conftante Größe bezeichnet, in eine Reihe 
nach Potenzen von h entiwideln. Fuͤr 10 if 
| p—1 _Pp-i1_y 
p— 
Deshalb fege man 
ei Ah + GE 4 C, FH ꝓ. .. + he 
fo ift 





wenn man nad) der Differentiation h = 0 feßt, oder unter dei: 
felben Vorausſetzung: \ 


c. 2 p—1 ön(p— eh)-! 
—— Er F hn ' 
Entwickelt man die Differentialquotienten, fo erhält man: 
Olp—eh)-i eh 
m Top)? 
O?(p-— el)-t peh+e’h 
a TOP 
dꝛ (p - el)-1 _ p?ek--Apeth-} ek 
 TTTTpe)t . 
uff ut | 


und überzengt ſich ohne alle Scywierigfeit, daß allgemein 

Öa(p— eh)-t_ D,pn-teh 4 D,pr-2e?l +... + Da-ıpetath „+ Dnen 
F — — (p — gü Pr 

ift, wo wieder D,, D,, D,, Da gewiffe conftante Coeffi 

cienten find, welche wie num näher beitimmen wollen. Es if 
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1 e?h esh | e’h 
Bent gtete 


woraus man durch ſucceſſi ve Amer leicht findet: 


Fon, 


en (p — eh)—1 eh e?h e3h a eth e’ 
een pP a a nn ) 


Dies mit dem Obigen verglichen, giebt die en 
D ‚pr! eh + D; ;p"=2 e2h D — — +. je D,enrl 


pen Sn rn rm rt. Be 
= Im —48 p" eh + —8* prei eh nt pr=?eth +... 


Bent tre re | | 

= prrieh 4 2npu-2e2h + Zupu-seih + — +. 
HB patch ati. In pr? HB. Inpn—seih r. 
+ HB pu=sesh + 85. Znpn-seih +, 
— HB patch a 
woraus man durch Bergleichung der einzelnen Glieder erhält: 
D, =1 


j = — 8 


N. 


- 


to 


D, — BB. ae 


wo 


Ps ms ps Ps 


. - 


“ 


3 
D, = u— Ai ‚30 + nt ‚In — n+1B 


1 


1 2 
D, = m — FiB (n— I) + HB ln—2)n — BEHUH Yen FerB= * 


Folglich | 
Aap—eh)-t Br — — pu—2e?h +L,pr-3eh +. + Lu en! enk 
 T 
und fir h= 0: 
o(p— — L ‚pr1+ L, pa—2 + L. „pr + ...+ La 
oha (P—- 1)u+1 





Alfo 


L ‚pa-1.+L, pr? + * p"’+.. ‚+ La-ıp-+ Le 
1.2.3.4.. BuNE ar 


In der Entwickelung von 


G= 


= (p-ehj-t 


E2 


Be Bernoulliſche Zahlen. | 


if der Coefficient des allgemeinen Gliedes 
———— 
—57 
Der ſpecielle Fall, wenn p=1 ift, hat ſchon in (6.) feine Er⸗ 
ledigung erhalten. 


8. Merkwuͤrdig und wichtis iſt die Relation 


no — Teig 3 


welche gewoͤhnlich aus der Theorie F Differenzen hergeleitet 
wird (Lacroix Traite. T. II. p. 110.) Scherf bat in 
Crelle’s Journal. IV. 3. 8. 302. folgenden eleganten Beweis 
gegeben. Es war nad) dem Obigen 


— =1+C,h+C,h?+0,h°+...+Che+.. 


100 


‚Lp +L.p-+L, p’+.. — | 
1.2.3.4.. .n(p—1,“ i 


Set man — o für p, fo wird 
f 


eh 


C = 


1— 
zu 








= 1—p-+p- — 


—E—— he ... 4 Cahn.(—1)e.. Fand 
— 4—pC,h + pC:h? — pC;h? +... + pCah".(—1)* .. 
-1+Ch+C,® +0, +. + Che. a 

wo 

Aber 


1 2-1 n — n=3 n 
— ORLOEEELE ON: 
u en nn 
| 1.2.3.4...) 


_ pi +Lap+Lapt + 0. + Tncı pro? + open 
1.2.3.4...n(1—p)" 


Ch = = pCn. (—1)%: ; 





‚p? +... + — pe=2 + Lo pa=t} 
.3.. —— 

+ ... * La a-2+-L, nel 

3 P P 18 


.3. * n(p— 1)" 
it der Gleichung: 


Vergleicht man dies nu 
Cn = ar 


ELLE 03T — — maptlat —1jn, 
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fo erhält man für jedeg p: 
L, + L,p + L, PPt..+ In pam? + Lu pııt. 


= L, pr! + L, pı-2 + L, pri... +Laıp tl. . 
Alſo, weil diefe Gleichung für jedes p gilt: n 


n n 
L, =In 
n n 
L, = Lası 
L, = La=2 


d. i. allgemein: 


== Es; : 
Man ſchließt vn leicht, daß der durch An ar Coeffi⸗ 
cient in (6.) —=O iſt, wenn n ungerade and >1if. 


9. Aus dem Bisherigen läßt fih nun ein independenter 
Ausdruck der DBernoullifchen Zahlen ableiten. Es iſt naͤmlich 
(Differentialfornteln. III.), wenn wir Y—1=i feten: 
eix ⸗- e-ix eix 4 g=ix 

gi, cosx = 3 3 


1 eix — e-ix 1 eix—1 
TJÆſG TM — T eiix+1 
el 2 
it errti il ekrif 


" ı 
Ecken wir in (7.) 








sinx — 


p=—-1,h=%; 
fo wird 


p—eh Tier 
Alſo ift das allgemeine Glied der Entwickelung dieſer gebrochenen 
Function nach Potenzen von 2ix 
= 2a (0, in xn 3 








ven man p= —1 feßt, d. i. 
_ Yuan Tiere Enns ES EBENE — 
J 1.2:3,4..,0, (2) 
n 2 n n 
_ L,(—1)"-t + L,(—1)"-2 + ..—La-ı + In — 


.. 1.2.3.4..n.(—1)n 
Iſt nun n eine gerade Zahl, fo ift nad) (8.) 
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2 nm n 
L(—-I1)m=—L=-— Li 
L(iyp2= L,= Laı 
L(-=-L, = —- Lu 


Mn — des Coefficienten in dem obigen allgemeinen Gliede 
iſt alſo 


= Leone 4 DM 


2 — n 
Lo Het — Li HL 


2 n n 2 
+ L — L.—ı En L.—. — 22 * L, 


nämlih —= 0, fo daß man alfo für n bloß ungerade Zahlen zu 
fegen braucht. Alfo ift das allgemeine Bid = Ä 
2n—1 2n—1 2n—1 2n—1 2n—1 ! 
_ 4 * L, + L, — 10: — La-2 + Lon—1 i2n—1 y2n-1 
1.2.3.4...(2n—1) | 
Aber, wie man fi) leicht überzeugt: 
j ja-ı = i(—1)- . 


Alfo das allgemeine Glied = 


2n—1 2n—1 2n—1 2n—1 2n—1 


L,—L. +L,; — ... — Lo— + Lan-—1. 
1.2.3.4... (2n—1) az 
2un—1 Z—1 2n—1 2n—1 2n—1 


— L, zu L, + L, — 1.1. 7 L2a-2 4 Lan⸗i 
1.2.3.4...(2n—1) 


Dbgleih die, gerade Potenzen von x enthaltenden, Glieder vers 
ſchwinden, fo muß man dod) bemerken, daß die im Nede ftehende 


Function ein von x unabhängiges Glied hat, welhes — 1 if, 
da fr x —=0 


ixaa-i (- 1). 


2 
eꝛix 41 


iſt. Folglich iſt nach dem Obigen das allgemeine Glied der Ent— 
wickelung von tangx 


— 12 — 


2n—1 2n—1 An—1 2n—1 2n—1 
— L, ass L, + L, — 00 7 L2n—2 + Len—ı 
—— —071.2.3.4...(2n—1) 
und diefe Entwicklung enthält fein von x unabhängiges Glied 
mehr, wie ſich von felbft verfteht, und auc) aus dem Obigen 


unmittelbar folgt. Nach (3.) ift aber das allgemeine Glied der 
Entwickelung von tangx | 


x2n—1 (— 1jem1 ; 


———— Zahlen. 7 1 


_ Fa(22e—1)B. 





x’ael 
| 1.230. 
folglid 
— 2n 2n(- — —— 77 an—t 2nel zul nl 
wer (2?2— 1) — 1) L.— L, + L, -—. — Lau-. + — . 


Die eingeflammerte Größe ift nach (8.) 
2n—1  2n—1 2n—1 2n—t 2n—1 
Le + L(—f)ja-ı 
2n—1 2n—1 2n—1 
— In+(—1)n-1+. — — — + Lan 
2n—1 2n-1 20-1 


= L-—-L +L, — — ——— * ud 
2n—1 z2n—i 2n—1 
+L,—L.+L, — — Tat 


2n—1 2n—l 2n—1 2n—1 
ESIL- LI Do... —— — — + 41m (— 1)u=1}. 
fo 
2n—1 9n(——- 1)n—1 (2n—1 in—1 2n—1 
= —L Re ee NE Er ars. 


oder auch 

2n—1 2n an 2n—t Zn—l | f 

B = ana | nt an + cl. 
Diefe merkwürdigen Ausdruͤcke find zuerft von Laplace gefun 
den worden. - Einen andern Verweis habe idy in meinen Mathe- 
matischen Abhandlungen. S. 93. mit verſchledenen andern Ber 
merfungen gegeben. Auch ſ. m. Lacroix Traite. T. Il. 
p- 112 — 114. 


Nach (6.) if 
— 7* — En *7 
Se) +L,;— ..+ La-i . 
Folglich, wie fogleich erhellet : 
2n—1 
Aa ve pr Par 7 nal) ur 
Aber 
A,=A, =zA,=A,=..=0 (8). 
Alſo 
B 3 B 
aq=ath, —D = — IE er — .... 
Da nun 
h LE 


eh _1— h 
rpatnastr are 


it, fo ergiebt ſich Teicht 
A — 1, A, = — 3 
Folglich 
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1 3 5 
EN ER. ER RTNDLE 
— a 1.4 — ———— 
1 





h? h? h 


— ar j 
4 +77 123T7 —— 


* 
* 


Multiplicirt man nun auf beiden Seiten mit dem Nenner des 
letzten Bruchs, ſo erhaͤlt man die Gleichung: 











1= 1 
Bo a 
— — — 2 
+ 1.2 RER. 
1 
AB a 
4 Auen 1.21 zei fh 
3 1 
IB _B 1,1 ;1, 
1.4 1.2'1..3'1..5'°° 
1 
B 1 B 41 1 
— ae an EIS ER ' 5 
ſ 41.2 rat 
B B Bo a — 
1 B 1 
— Be. BERGE TU |. 
+); 6 1.41.311371.371.7 ‚fi 
B 1 B 4 Bo 4 1 
an 66666666—— 
+} 61.2 1.41.4773 1.60 1.7 ;{h 
5 "3 1 - 
B B 1 B 41 B 1 1 „1, 
IB iertrraingTirTrtı.s #{h 
B ia Boa B B 4 1 
‚Bi, B 1 _B 1.1 al 
ß 12 1.61.4r7.4 17.6 tg 


Da diefe Gleichung für jedes h gilt, fo find alle Coefficienten 
— 0. Setzt man die Coefficienten der geraden Potenzen von 
h=0, fo erhält man wieder die Gleichungen in (2.). Gebt 
‚man aber die Coefficiertten der ungeraden Potenzen von h= 0, 


fo ergeben ſich nad) leichter Rechnung die folgenden neuen merk 
würdigen Relationen: 











B 1 
Di —— 
—— 1..3°° 

BR 

1 q 1 2 

3 Zw 

BB a 

B 1° 1 

GE — ’ — — a ee Va 
er: 1.41.3°:ri7 75% 1:.7°° 

BB 1.08 Bo 4 N 
le 1 1 B 1 1 B J 4 
a wer. 6 37, 17 5'°741.2'1..7 +7 9'5 


| 
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deren Gefeß fehr Teicht zu überfehen iſt. Aus den Relationen in 
(2.) folge fehr leicht - . 


1 1. 





1 
3 1 1 B 
— — — 3 —— -— rer 
B=1 ) 1.3°7731T2 
B 1 RB 
$ 1 1 
be1.6) 4-7 1 | 
3 Bıı RB 
1 1 1 —— 
— Ei Fe Er sratrl 
u f. f. u ſ. f. ’ 
Alſo auch 
B=1.21 4 
—— — * 
a 1 1 1 ı\ 
Is.) (03*)) 
_ 1 , 1 ! — „A 3 * 
B=1 ren 3-7 (5 + 1.5°?717 * 3 ) 
1 7 1 1 1 — — 3 
B=1 8) 5: 1..7 13°}) 3 2.337735 1.3 ;)) 
ı /1., 1 1 1 1, 1 7/1 
* wi tl 31r:3(3*))) 
u . f u ſ.f 


Dies find die von Libri in Crelle’s Journal. B. VII. 
$. 62. gegebenen Ausdrücde, wobei man nur bemerfen muß, daß 
a. a. D, in den dortigen Zeihen BB = B,=B, =...=(0, 


f 1 2 
und, mit unſern Zeichen verglichen, BB = B, B, = — B, 


5 
B=B, B,=—B, ... if Auch ift zu berücfichtigen, 
daß allgemein a. a. O. 
41 1 ,__.4 x—1 
- Dar trnatngn Ä 

ft. Libri Hält feinen Ausdruck für nen und nennt denfelben 
fogar une expression des nombres de Bernoulli plus 
complete et moins’diflicile a calculer que toutes celles que 
on connaissait jusqu’ à present. Man ſieht aber aus dem 
Vorhergehenden, daß derfelbe nichts mehr und nichts weniger if, 
ald die laͤngſt befannte in (2.) als Definition der Bernoullifchen 
Zahlen benutzte Relation, noch dazu durchaus nicht auf die 
einfachfte Weife ausgedrückt. 


10, Einen andern Ausdruck, durd welchen die Bernoulli— 
(hen Zahlen und die numerifchen Coefficienten der Reihe, welche 
man durch Entivicfelung der Sefaute nad) den geraden Potenzen 
des Bogens erhält, zugleich dargeftellt werden, hat Scherf a, . 


* 


- 
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a. O. durch einen eleganten Calcul bewiefen. Es ift naͤmlich 
nad) (3.) 








— 4 22— 6 — 
und — wenn wir 
hu, 3 
— — — — *4 6 
tat te 
fegen, nad) (Goniometrie. 48.) . 
tang(4r + 4x) = secx + tangx 
2 ‘ B 
_ 22 (2? — 1) 1 B 4 (2% —1)3 
[a a het 
B 
(96 __ 
2 er Dir erh 


da offenbar B= 1 if. — man ſich nun, für y= 4n, 
ix — x, nad dem Tanylor'ſchen Lehrfage tang(y-+x) ent- 
wickelt, fo. überzeugt man ſich leicht, daß 
an 2n rn· i tang y —ãe— Hõꝛn tang y 
= mn) ya By 
iſt, wenn man nad) der Differentiation y — 4m feßt, und daß 


es folglich bloß darauf anfommt, zu finden. Nach 
(9.) iſt 

RER. eiytn—e-ist) _ 1 eiy—e-äix 

ang(y +) Felde + eret  i eis eeräie ? 


wo man den leften Ausdruck erhält, wenn man Zähler. und 
a des vorhergehenden Ne mit er multiplicirt, Alſo 
au 


tang(y+«) = —1+ 
Man feße nun in (7.) 


p=— eiy,h= — li, 
fo wird nad) (7.) 
Pt 2 erꝛiy 41 
p— eh — eiyy e-2% 
wo die Bedeutung des Summenzeichend leicht erhellen wird, 
indem man dieſe Summe entwickelt, wenn man für n nad ber 
Reihe die ganzen Zahlen 1, 2, 3, 4,9, ».... ſetzt. 
Dividirt man auf beiden Seiten durch eiyt1, und multis 
plicirt mit ev, fo wird: 
e?iy _. ey e?iy 
Hrem-nrıtT ar 


2e2iy | 
me: SEHE EEE uud 
e?iy + e=?ix 


=1+ 22n in Ca xn (— 1)8, 


— 22n in Caxn ( — 1)33. 
Folglich 


— 
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1 feiy—1 2eriy 
ung (y +9 = jr + pi 


Zn jun * xn (— 1)n 
oder nach (9.) 





2e2iy i 
tang(y+ x) = tangy-+; (1) Zaun in Cnan(— L)n 
ei 
= tangy+ a int Caan(— in. 


Alſo, weil nach dem Taylorfchen Lehrfaße 


Ontan an 
tang(y+r) = tangy + SI x 


ft: 
Ontangy _ RE sat ae Ga N a 
 dya — eiy+1 ‘ 


Nach (7.) iſt aber, wenn wir p= — e*s fegen: 


82 L, e?(n—1)iy — T.,eta-2iy+ „—I.n_eäiy ( “1)n-i4L, (-I)n—1 
— — + 1)n(— 1)n 





-1)a—ı 
e(n—-1)iy j 
 T...n(eäyz 1jn 
Ein allgemeines Glied der eingefhloffenen Reihe, welche wir 
duch) R bezeichnen wollen, ift 
— Irein-2r4Diy (Tri, 


Folglich ift nach dem Obigen 
Ontangy _ (—1)mH in⸗æ i 2ꝓi e(n-Hiy 


n n , n , i 
L, eta-diy—L,etn-3iy +.4 Ime-{n-Diy, (-1)n-ı) . 


yn ka (e2iy +4 )a+1 
; eiy + e-iyJ—(n-+1) (— 1)a-H1 jn—1 
— — 1 — — — ——— — — 6 — — — 
ui an 2 cos yn-i 


Die Summe zweier vom erſten und letzten Gliede der Reihe 
Rinei gleich weit abſtehender Glieder iſt 


n n 
= Lre(n-2rHiy, (—4)r—1in-14 Lnonpıemtnear-Diy (—1 Ja—r in—1 


Aber | 


r— n—t1 — n—1 _ 
(—1)r-1 in—ı — (4) ı 78 yT =) — = 1,7 z A 241 


— n14 .n n—1l _n- 
(— 1)a—r jin—1 =(4,) x , = 1) 2 =(—1) — —1 )?=i (n = 
und nad) (8.) 


L- = — IN 
Afo die Summe zweier vom erſten und letzten Gliede gleich weit 
abftehender Glieder 
= Lrje(a-2r4iy in-2r+1 + era Divine}, 
Nach dem Artikel Unmögliche Größe (W.) iſt für jedes ganze 
pofitive oder negative x: 
lognati = ni + «ni . 
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Alfo | — — 
im erihteni 
Folglich für jedes ganze pofitive oder negative E: 
ze — ee (gri+2eni) 
und | ® | ' ⸗ . 
ee en et ei, 8 meyt3rtem)i 
= 2cose(y+4r#%r) = 2cose(int+y). 


Demnach die Summe zweier gleich weit son erften und letzten 
Gliede abſtehender Glieder 


= rcos(m—2r+i1)(inty) i 
Alſo 
Rin⸗i — 2L, u u, T 2L, cos(n—3)(ir-kKy) 
+ 2L, cos(n—S)(!rty) + ...: 
Wegen des legten Gliedes find zwei Fälle zu unterfcheiden. Iſt 
naͤmlich nm eine gerade Zahl, fo iſt das letzte Glied 
—— ab, „cos(4r + y). 
Iſt aber n eine ungerade Zhl ; fo iſt die Summe der beiden 
legten Ölieder 
| = 2, _ ye2iety) + Dunyı). 
Man Fann jedoch beide Fälle, in einen zufammenfaffen, wenn 
man die vereinigten Glieder wieder von einander trennt, indem 
nämlich, wie leicht erhellet, 
2L, cos (n—1)(4r+y) = L, cos (n—1) (4n-Fy) + cos (—n) (4n-F-y) 
2L, cos (n—3) (In-}+-y) = L, cos (n—3) 1 4*y) + Ln-ıcos(3-n) G=+y) 
al, „ cos(n—5) (4a+y) = L, ; cos(n—5)(!n+y) + ED c0s(5-n) G;n4) 
u. ſ. f. uff | 
ift. Dies giebt 
Ontangy __(—I)"H! 


— —— —E—— cos (n—3)(3r +y) 


+L, cos (n—5) (4”-+y) 


. 0 [7 [8 1 8 FT 2 


+ Lncos(i—n)Ür+y) 

d. i. | 
n {ni n< a 

0 a I — ZL, cos(n—2r+H1) Ga-) fürr=1,2,3,..n). 

In diefem Ausdrucke feße man nun, wie nad dem Dbigen ge= 


1 
fchehen muß, y = 47, fo iff, weil cosy= 77 und 
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cos (n—?r-+1)(in+y) = cos(n—?2r-F1)Irn 
= cos(n—?r+1)(r—4n) = (— 1jr-2rtlcosi(n—2r+1)r 
ift, wie leicht erhellen wird: 
Ontangy 
ya 
wobei zu bemerfen, daß der Factor (—1)"t! offenbar unter dag 
Summenzeichen gebracht werden fan, und 
(—1)aH(— 1) a4 = (— 12a) = + 1 
it. Alſo iſt in der Entwicelung von tanz ( 4 + 4x) der 
Eoefficient von x" 


_ Ant 1 
— 1.2.3...n. a (für y- in) 


(fürr=1, 2 Ar. OR n). 


Ferner ift nach dem Dbigen 


nt! nm 
= 22 ZL,.cosi(n—?2r+1)rz (firr=1, 2,3,...n) 


— 2n 
= gun ent !(n—r)z (für r=1, 2, 3,. 2n —1) 
1 e 
B- Fan leesjartnn (für r=1, 2,3, ....2n). 


Man kann aber diefe beiden Formeln auf folgende Art auch in 
eine zufammenfaffen. Iſt nämlich n eine ungerade Zahl, fo ift 
der Eoefficient von x" in der Entwickelung von X (ie + 4x) 
nad) dem Dbigen 
_ _ HH) 0 

1.2.3...n(n-+1) 

iſt aber ı n-eine gerade Zahl, fo ft diefer Coefficient 
1 
ee B. 
BER 1 22 Gear 
2 ’ 

fo ift, wie leicht erhellet, der allgemeine Ausdruck dieſes en 
cienten 


Segen wir nun 


Qvyn--v ( 2’n-+i__1) B 
1.2.3....n(n+1) 
Folglich ift nad) dem ae agemnn: : 


Qyn--v ( Irın+i 1 ) n 
—— — — 1 
— = mn — 7) Zlr eos} ı(n—?2r+1)n 


(für r = 1.2.3...n); 





alfo 


B _ 2) n 
a) rat _ Hu cos4(n—2r+1)n 


fer=1,2,3,..2n). 


\ 
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Diefer Ausdruck giebt die nte Bernoulliſche Zahl, oder den 
nten. Sefanten- Coefficienten, jenachdem n ungerade, oder gerade 
iſt. Da die Rechnung, durch welche man zu diefem allgemeinen 
Ausdruck gelangt, in mehr als einer Ruͤckſicht lehrreich ift, fo 
haben wir fie hier vollftändig mitgetheilt. Wir wollen nun noch 
= obigen Ausdruc für die nte DBernoullifche Zahl entwiceln. 

8 iſt 


⸗ 


2n—1 F 2n 1 
m mn )] .LQi cos (n-I)M + L,cs;n—2)n +... 
— 2in-1(22n—1)| 2n-ı — 


+ Lana cos 4(2—n) L-nο 4{1—n)rx 
Die eingefchloffene Reihe iſt 


2n—1 2n—1 
= L,cost(fn—1)z + Lan-ıcost({—n)r 


2n—1 2n—1 
+ L,cost(n—2)n + Lın-2cos4 (2? —n)z 


2n—1 ' 2n—1 
+ L, cost(n—3)rz Lan— cos4(3—n)z 


2n—1 2n—1l 


+ Im-3 cos! + Lun+scos(—3n) 
2n-1 j 2n—t 
+ Ln-2 cos?2rz + Lu+2cos(-— 37) 
Zn—1 2n—i 
+ Ln—ıcosiz + Ln+ıcos(—4r) 
2n-1 
+ In, 
d. i. nad) (8.) und einem befannten goniometrijchen Safe 
2n—t 20—1 2n—i 2n—1 


—= Ln + 2Ln-ıcosin + 2Ln-2cos3r + 2Ln—3 cos!n 


2n—1 2n—1 2n—i 
+ 2L.n-4 cos +..-+2L, cost (n—2)z-+-2L, cost(n—1)r. 


Aber 


cos4n=0, cos2r =—1, cosSa 0, cosAir=1, ... 
fo wie 


n ER .n 
eost(n—I)z = cos—z cost4z + sın—r siuuin = sin — ır 
? 2 2 * * 

n nn — n 
cos4(n—?2)n = cos. cos3n + sin—r sinzr = — cosz nr 
2 


n z * n * * 
cos+(n—P)n = cos" cosin + sin. nm sinin = — sn 
cost(n—4)n = cos cos 2 + sin —r sinin = cos" 

+ rn = 7* 7 * alnın =: > 


cost (n—5)x = cos Ir cos#rr + sin zn sinZn = sin — 
2. TOR 0 2 
Alfo obige Reihe 
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2n * 1 2n=1 2n=1 2n—i 
— Ln — 2Ln—2 + 2L.n=4 — 2Lna-6 +... 
2n—i n 2n—1 n 2n—1 n 
..— AL, sinn — 2L, cos Tæ x + 2L, sin re 


2n—1 2n—1 2n—1 


2n—1 
— Ln — 2Ln—2 + 2L.n—4 — 2L.n-6 + ...... 


2n—1 2n—1 
mit der Bemerkung, daß man immer bloß bis 2L, oder 2L, geht. 
Unter derfelben Vorausſetzung ift alfo 
2n—1 2n 2n—1 2n—l 2n—1 2n—1 
4Ln — Ln—2 + Ins — Ln-6 +...) » 


Tür ein gerades n befteht diefe Reihe nur aus In, für eig un 
gerades nur aus I014 1) Gliedern, welches ein Vorzug ders 
felben vor dem immer aus n Öliedern. beftehenden in (9.) bes 

wiefenen Laplacefhen Ausdruc if. 


11, In dem Artifel Umfehrung der Reihen (22.) ift durch 
Umfehrung der Reihe | 
Arctangx = x — I? 4x — IT +... 
ein independenter combinatorifcher Ausdruck der Bernouflifchen 
Zahlen gefunden worden, welchen wir bier nicht wiederholen. 
Durch Umkehrung anderer Reihen fann man andere ähnliche 
Ausdrücke erhalten, woruͤber 9. 4 Rothes Abhandlung: 
Relationen der Localausdrüde von Potenzen bes 
fonderer merfwürdiger Reihen in Hindenburgs zweis 
tee Sammlung combinatorifch » analytifcher Ab— 
——— Leipzig. 1800. ©. 306. ff. nachgeſehen wer⸗ 

den kann. 


12. Den Thl. J. S. 254. mitgetheilten erſten zwoͤlf Ber— 
noulliſchen Zahlen füge ich bier noch die dreizehn Folgenden ‚bei. 
Don der achtzehnten an find diefe Zahlen von Nothe berechnet. 
©. a. a O. ©. 336, und Allgem, Fiteraturzjeitung. 
März 1817, No. 69. | 








* — 8553103 
6 
23 _ 23749161029 
7 870 
EB __. 8615841276005 
— 14322 
3 770821041217 
u 510 
33 2577687858367 ö 
B= — — 
a5 __ %6315271553053477373 
— 1919190 
23 _ 2929993913841559  ı 


6 


\ 
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29 _261082718496449122051 
m B530 
“1 _ 1520097643918070802691 





ne 1806 " 
43 _ 27833269579301024235023 
F 690 ' 
%5 _ 596451111593912163277961 
* 282 
49 _ 5609403368997817686249127547 
F 46410 


_ 495057205241079648212477525 


Die gemeinen. Logarithmen der :erften: achtzehn Bernoullifchen 
Zahlen find nach Eytelweing höherer Analyfis. Berlin, 
1824, I. ©, 488: | 


— 0,221848749%6 — 1. 
= 055228787453 — 2 
logB = 0,37675070%6 — 2 
logB = 0,5228787453 — 2 
logB = 0,8794260688 — 2 
logB = 0,4033154004 — 1 
logB= 0,0669467896 
logB = 0,8507783387 
logB = 1,7401350433 
logB = 2,7235576597 
logB — 3,7918359878 
logB = 4,9374188514 
logB = 6,1539724516 
logB = 7,4361345055 
lgB= 8,7792940212 P 
logB — 10,1794459554 \ 
log — 11,633079074 


3 
logB = 13,1370898829 | 
Noch f. m. Eytelwein Vergleichung der Differenz = Coefficienten 
mit den Bernoullifchen Zahlen. Abhandlungen d. match. Klaffe der 
Berliner Akademie. 1816—17. Berl, 1819, ©. 38 —41. Dro- 
bisch Observationes analyticae. Lips. 1831. p. 16. 
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Beruͤhrung. Dieſer Artikel iſt beſtimmt, im Zuſammen⸗ 
hange eine allgemeine Theorie der Beruͤhrung der Curven von 
einfacher und doppelter Kruͤmmung und der krummen Flaͤchen zu 
liefern, R wie fie in diefem Wörterbuche noch nirgends gegeben 
worden iſt. J 


J. Curven von einfacher Krümmung. 


1. Seyen 
-fx,y)=0,f(X,y)=0 | 
die Gleichungen ziveier auf daſſelbe Coordinatenſyſtem bezogener 
Gurven in einer Ebene, Wir wollen feßen, daß diefelben bie 
Punkte | 
(x, y) und (X, y) 
mit einander gemein haben; fo iſt 
=", y=y . 
Derändert fih nun x oder X um die beliebige Größe 4, fo 
* die Veränderungen von y_und y nad) dem Zaylorjchen 
ehrſatze | | \ 
Die — 
IT %x'T Te Ta Te 123 * — 
_%Yy 41,09%, 2, 0y 2 
rat 
Die der Abfeiffe x + /=x +4 entfprechenden Drdinaten der 
beiden Eurven find 0. er 
yraımy+4y. 


Der Unterfchied diefer beiden Drdinaten, welchen wir durch D 
bezeichnen wollen, it = Ay — Ay, Alſo nad) dem Obigen 
_.$0 oy)ıd 07: My) 12: 
D= 3 - IT + Be Bnlız . | 
Se kleiner I wird, defto kleiner wird D. Zugleich fällt aber 
auch ſogleich in die Augen, daß, einerlet Grade der Kleinheit von 
A vorausgefegt, die Größe D deſto Heiner feyn wird, je mehr 
Glieder der obigen Reihe, für::eine beſondere Befchaffenheit der 
in Rede fiehenden Eurven, vom Anfange-an verſchwinden. Man 
ſieht alfo, daß die beiden Eurven in der Nähe des Punktes 
(x, y) (x, y) F 
ſich gewiſſermaßen deſto inniger an einander anſchließen, je mehr 
Glieder der obigen Reihe, in Bezug auf die beſondere Beſchaffen— 
heit der beiden Curven, vom Anfange an verſchwinden. Dies 
hat auf den folgenden wichtigen allgemeinen Begriff gefuͤhrt: 
Man ſagt, daß fuͤr zwei durch die Gleichungen 
f(x,y)=0, f(x, y) =0. 
charakteriſirte Curven in einer Ebene in dem Punfte 
(x,y)= (X, y) 
Supplem, zu Kluͤgels Wörterb. J. 5 
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eine Berührung oder ein Contact der nten Ordnung Statt findet, 
* je in Rede ftehenden Punkt 
ey Ay Ay _Ayf. Ay_ Ony’ 

E= * Fri wirt den Den 
iſt. Der Punkt 
| 6, y)) (æ, 5) 

heißt der Beruͤhrungspunkt. 

Nach dieſem allgemeinen Begriffe wollen wir nun zu einer 
naͤhern Betrachtung der Beruͤhrungen erſter und zweiter Ordnung 
aͤbergehen, weil dieſelben fuͤr die ganze Mathematik von der 
groͤßten Wichtigkeit ſind. 

2. Wenn zwiſchen den durch die Gleichungen 

ix, y)=0,f@,y)=® 
arakteriſirten Curven in dem Punkte 
(x,y)= (X,y ) 
eine Beruͤhrung erſter Ordnung — findet; ſo iſt 
x=r,y=yJh = -% . 
. Man denke ſich jetzt eine dritte durch die Gleichung 


ex» y)=D 
parafterifiete beliebige Curve in derſelben Ebene, welche durch 
den Punkt 
(x = = (X,y ) 


geht , fo daß alfo 
(x, y) (x, y)=(kı "> 


dy 
3283* 


iſt. Setzt man den Unterſchied zwiſchen den Ordinaten der bei⸗ 
den durch die Gleichungen 
x, y)=0, f(x“, 20 
charakteriſirten Curven, welche den Abfciffen 
xt 4=:"+4 
— — D'; fo iſt ganz wie oben 


EB 


und * der Vorausſetzung > 
öy 


aber nicht 


| x = 
Weil aber | 
oöoy _Yy HH _Y_o 
ut a Sue ae 


ift; fo ift nach (1.) 
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Joy yıar , (Oy_ Ay) m 
D= 1-5 72* 3-5 ‚3 — 
und aus der Vergleichung ver beiden Ausdruͤcke von D und D’ 


geht augenblicklich hervor, daß man 4 rücfichtli feines abfo- 


Iuten Werthes immer fo Elein nehmen kann, daß, ebenfalls in 
Bezug auf die abfoluten Waerthe, 
> 


it Man fieht alfo, daß, wenn zwiſchen zwei beliebigen Curven 
in einer Ebene eine Berührung der erften Ordnung Statt findet, 
in derfelben Ebene durch den Berührungspunft feine dritte Eyrve 
gezogen werden kann, welche in der Nähe des Berührungspunfteg 
jwifchen den beiden gegebenen Curven liegt, und ſich alfo an die 
eine oder die andere derfelben näher anfchließt, als diefe beiden 
Lurven ſich felbft an einander anfchließen. Daß Daffelbe auch 
für Berührungen höherer Grade Statt findet, erhellet leicht, und 
fann auf ganz ähnliche Art berviefen werden. 


3. Sey nun die Gleichung 
f(x,y)=0 
einer Curve von einfacher Krümmung gegeben, und man fuche 
die Gleichung der geraden Linie im derfelben Ebene, welche mit 
der gegebenen Curve in dem Punkte (x, y) eine Berührung der 
erſten Ordnung bat. 
Die Gleichung der gefuchten geraden Linie fey 
y=A+B. 
Die Bedingungen eines Contacts der erſten Ordnung find 
ei ee 
=, J2Jı, = 92° 
Solglich 


y=Ax-+B, 


* 


und demnach durch Subtraction von der obigen allgemeinen 


Gleichung der geſuchten beruͤhrenden Geraden 
y—-y=A(X—x). 


oy _, %ı_ 
rbb ah. 


Ferner ift 
Alſo ift 
ve öy,, 
y-y= 35% — x) 
die gefuchte Gleichung der Berührenden. Der Differentialquotient 
wird aus der gegebenen Gleichung f(x, y) = O gefunden, und 
x, y find die Coordinaten des Berüuhrungspunftes. 


4, Will man die Abfeiffe des Durchſchnittspunktes der be» 
rührenden Geraden mit der Abfeifienare haben; fo muß man in 
obiger Gleichung y — O feßen. Dies giebt fogleich ‘ 


: x 
waere 


32 
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Nimmt man den Fußpunft der Ordinate des DBerihrungspunf« 
tes ald Anfang der Abfeiffen an; fo ift nach dem Artifel Coor- 
dinate (4) i. d. 3. die Abfeiffe des in Rede flehenden Durc)= 
ſchnittspunktes gleich 1 

De x — ı= — — | 
Nimmt man dagegen den in Rede flehenden Durchfchnittspunft 
felbft als Are der Abfeiffen an; fo ift die Abfciffe des Fußpunftes 
der Drdinate des Berührungspunftes nad) dem angeführten Arti= 


kel gleich 
x — x = 


Im Allgemeinen nennt man gewoͤhnlich den Abſtand des Fuß— 
punktes der Ordinate des Beruͤhrungspunktes und des Durch— 
ſchnittspunktes der beruͤhrenden Geraden mit der Abſciſſenaxe die 
Subtangente, und ſetzt gemeiniglich 


| __ yox 
Subtangente — 


ſo daß man alſo nach dem Vorhergehenden unter der Subtan— 
gente eigentlich die Abſciſſe des Fußpunktes der Ordinate des 
Beruͤhrungspunktes, in Bezug auf den Durchſchnittspunkt der 
beruͤhrenden Geraden mit der Axe der Abſciſſen als Anfang der 
Coordinaten, verſteht. Betrachtete man dagegen die Subtan— 
gente als Abſciſſe des Durchſchnittspunktes der beruͤhrenden Ge— 
raden mit der Abfeiffenare, in Bezug auf den Fußpunkt der 
Drdinate des Berührungspunftes als Anfang der Abfeiffen, fo 
müßte man x Ä 
Subtangente = — ** 
ſetzen. Wäre das Erſte nicht ſchon allgemein eingeführt, fo 
würde ſich der Verfaſſer diefer Zuſaͤtze, aus Leicht begreiflichen 
Gründen, für das Letztere erklären. Jeden Falls find aber 
die wenigen obigen Bemerfungen. völlig binreichend, die von 
dem fonft vielfady verdienten v. Buffe in der Schrift: For- 
mulae linearum a ae ac Subnormalium explica- 
tae a F. T. Busse. Lips. 1798. und in einigen neuern 
" Schriften (namentlid) Formulae radii osculatoris, quond va- 
lores earum positivos ac negativos diligentius explicatae. 
Dresd. 1825.) erhobenen Zweifel zu widerlegen und in ihr wah— 
res Licht zu feßem | | 

5. DBezeichnet man den von der berührenden Geraden mit 
der Are der x eingefchloffenen Winfel durch p, indem man diefe 
Winkel von der Seite der poſitiven x nach der Seite der pofi- 
tiven y hin nimmt; fo ergiebt ſich aus befannten Süßen von 
der geraden Linie augenblicklich. die Gleichung Ä ' 


tang ꝙ 23 (3.) » 
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6. Denkt man ſich durch den Beruͤhrungspunkt auf die 
beruͤhrende gerade Linie ein Perpendikel errichtet; ſo heißt dieſes 
Perpendikel die Normale der gegebenen Curve. Fuͤr zwei auf 
einander ſenkrechte gerade Linien 

y=Ax+Bundy=Ax-+B 
findet befanntlicy immer die Gleichung 


1--AA=0 
Statt. Iſt alfo 
y=AY-+B 
die Gleichung der Normale; fo it, weil nad) (3.) 
— — 
—— 
die Gleichung der Beruͤhrenden iſt, 


1 0 45-3. 
Da die Normale durch den Beruͤhrungspunkt geht, ſo iſt 


Ax - B, 
woraus mittelſt Subtraction augenblicklich 
—y A(x -x); . 
alfo, wenn man für A den gefundenen Ausdruck fest, 
a 2) 
die Gleichung der Normale, 


Will man den Durchſchnittspunkt der Normale mit der re 
der x finden, fo muß man in diefer Gleihung y==O ſetzen. 
Dadurch erhält man auf der Stelle — 

0 
xxX* x + = : | 
Nimmt man den Fußpunkt der. Ordinate des Beruͤhrungspunktes 
als Anfang der Abfeiffen an; fo ift die Abfeiffe des Durch— 
fchnittspunftes der Normale mit der Abfeiffenare nach dem Xrz 
tifel Coordinate (4) i. d. 3. gleich 


; 0 
x xuyn. 


ı 


Diefe Größe beißt die Subnormale der gegebenen Curve. 
Gemeiniglich verfteht man überhaupt unter der Subnormale den 
Abſtand des Fußpunktes der Ordinate des Berührungspunftes 
und des Durchfehnittspunftes der Normale mit der Abfeiffenare 
von einander. Die nähere Beftimmung diefes Ausdrucks ergiebt 
fi) nun aber aus dem Obigen unmittelbar. Würde der Durch- 
ſchnittspunkt der Normale mit der Are der Abfeiffen als Anfang 
derfelben angenommen; fo würde man, auf ähnlicdye Art wie oben 
bei der Subtangente, | 


Subnormale = — y 
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erhalten, indem nun die Subnormale die Abſciſſe des Fußpunftes 
der Ordinate in Bezug auf den angenommenen Anfangspunft 
wäre. Hieraus fieht man auch, daß, weil man gewöhnlich 


_. YOx 
Subtangente = > 


Subnormale = 8* 


ſetzt, dieſe Linien eigentlich nicht von einerlei Anfangspunkte aus 
genommen werden, nnd daß es daher auch in dieſer Beziehung 
beffer und natürlicher wäre, 


_ _ y%x 
nn =. —* 
Subnormale = 


zu ſetzen, indem dann die Subtangente und Subnormale die 
Abſciſſen der Durchſchnittspunkte der Beruͤhrenden und der Nor— 
male mit der Axe der Abſciſſen ſind, wenn man den Fußpunkt 
der Ordinate des Beruͤhrungspunktes als Anfang der Abſciſſen 
annimmt. J 

Fragt man nach der Laͤnge des zwiſchen dem Beruͤhrungs— 
punkte und ihrem Durchſchnittspunkte mit der Are der Abſciſſen 
liegenden Stuͤcks der Normale; fo fällt fogleich in die Augen, 
daß, unter diefer Vorausfeßung, 

Normale — y Yı + ( = ) 

ft. Eben fo ift, in Bezug auf das zwifchen dem Berührunge- 
punfte und ihrem DucchfcehnittSpunfte mit der Abfeiffenare lie— 
gende Stüd der Berührenden oder Tangente, offenbar 


Zangente =y Yı+ (5) . 


7. Da e8 uns in diefem Artifel hauptfächlich nur um die 
allgemeinen Sormeln zu thun ift; fo mag für die Anwendung der 
gefundenen Formeln die Ellipfe als einziges Beifpiel genügen, 
Sind a, b die große und Fleine Halbare einer Ellipſe; fo iſt 
ihre einfachfte Gleichung befanntlich 


+ 


Durch Differentiation ergiebt fich 


x y SE: SEE 
rt =0, dx m may‘ 


Alſo find die Gleichungen der Berührenden und der Normale 
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y-y y=--— (er —-:ı), 


y-y= — 
oder, weil immer | 
a?y? +'b?x? 2 a?2b? 
if, die Gleichung der Beruͤhrenden auch 
a?yy’ + b?xx’ aꝰbpꝰ, 
oder Ä 
xx , yy _ 
tr%- | 
. einen Kreis, deſſen Halbmeſſer = r iſt, iſt — b r3 
+yzr | 
die Gleichung der Berührenden , und 
ıy=xy i 
die Gleihun der Normale ; welche folglidy immer- durch. den 
Anfang der Eoordinaten, d. i. durch den Mittelpunkt des Kreifes 
geht, oder ein Halbmeſſer deffelben ift. 
8. Die allgemeinen Gleichungen der Berührenden und der 
Normale Laffen ſich Teicht noch auf einen andern Ausdruck brin- 
gen, wei vielen Sällen in der Anwendung vorzüglid) be— 
ig iſt. etzen wir naͤmlich die Function f(x, y)J)= 83 


s=0. 
die Gleichung der gegebenen Curve. Differentürt man diefe Glei- 
Hung, fo erhält man Pa — 
0S Oy 
ru 


ös 0S 
— und Dr. 
befanntlich partielle Ye ber Function S find. Aus die- 


wo 


er Gleichung ergiebt 
ſ chung ergiebt ſi * 


öOy __._% 
0 
öy 


solglich find nach (3.) und (6.) die Gleichungen der Berühren- 
den und der Normale — 


J— na 
ng = (y — =0. 


u — ihre Symmetrie empfehlen ſich diefe beiden Du 
gen fehr, 


8. | Berührung. 
9. Sol man an die durch die Gleichung 
fix,„)J)=S$S=0 
gegebene Curve eine Berührende ziehen, welche zugleich durch den 


gegebenen Punkt (a, b) gebt; fo muß man die Coordinaten x, 
y des Berührungspunftes durd) Elimination aus den Gleichungen 


s=0,a-). +0-5=0 
beftimmen. | 


Soll man am die gegebene Curve eine Berührende ziehen, 
welche mit einer beliebigen durch die Gleichung 


\ — + 7 21 
gegebenen geraden Linie parallel iſt; ſo iſt, weil 
να—o— 


die allgemeine Gleichung der Beruͤhrenden iſt, nach bekannten 
Elementarſaͤtzen der analytiſchen Geometrie 


os 
b_ % 
a 085’ 
F ® 
d. i. 
as os 
| a7 — hr =0. 
Aus diefer Sleihung, verbunden mit der Gleichung 
Ss=0, 


müffen die Coordinaten x, y des Berührungspunftes beftimmt 
werden. | 


‚Soll man eine gerade Linie ziehen, welche zwei durch die 

Gleichungen 
s s=-0,$=0, 
oder | 
f(x,y,=0,f(X,Y)=0 0 

gegebene Curven zugleich berührt; fo feyen (X, y) und (X, Y) 
die beiden Beruͤhrungspunkte. Man hat alfo folgende zwei 
Gleichungen der gefuchten Berührenden nach dem Dbigen: 


ne tr-ng=0, 
(x) +4v-n& =0. 


Da nun diefe beiden Gleichungen, welche ſich leicht auf die 
Formen 
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N RT 
leer 5 > 
öy öy 
..08 os, os’ 
DK y. xt Tor 
ee aa er ern. 
bringen laſſen, ein und derfelben geraden Linie entſprechen; fo ift 
es 08 08 0S . „08 os’. 
“_® ar Tatra 
ana Tg — 05 i 
or 7 oa . X 


oder 


Aus diefen beiden Gleihungen, verbunden mit den Gleichungen 
s=0,$'= 0, 

müffen die Coordinaten x, y und X, Y der Berührungspunfte 

beftimmt werden. 


10. Gehen wir num ferner zu der Beſtimmung eined Krei- 
ſes über, welcher mit der durch die Gleichung. 
 Ix,y)=S=0 
gegebenen Eurve in dem Punkte (x, y) eine Berührung erſter 
Drdnung bat. ft g der Halbmefler diefes Kreifes; ſo ift, 
wenn a, ß die Koordinaten feines Mittelpunftes bezeichnen, 
(K—e) + (Y—-P)’= oe: 

die Gleichung defielben. Man muß nun a, ß, E zu beflimmen 
fuchen. Aus vorftehender Gleichung ergiebt fich mittelft Diffes 
rentiation augenblidlih 2 | | | 

; F — oy ___ xX—a 

s-e+ Pi =; De 7 mg 


Im Berührungspunkte ift nah (2.) 





, ey’ 215 
vanysyn=n. 
Alfo 
öoy _ __x%—e 
*57 


Ferner iſt auch 


— 6)? — By)? or. 
Alſo 9 44*6-4) — 
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woraus leicht 


‚-?= e am — E 
RT rg. 


+ Yı+ 5 P J Yır y\3 
(&) (3) 
Hierdurd find alfo die Eoordinaten a, 4 des Mittelpunfts des 
gefuchten Kreifes beftimmt, wenn E gegeben ift. Zur DBeltim- 
mung der drei Größen a, 6, o reichen aber die obigen Bedin- 
gungen nicht hin, woraus man fieht, daß die Aufgabe, einen 
Kreis zu befchreiben, welcher in dem gegebenen Punkte (x, y) 
mit einer gegebenen Curve eine Berührung erfter Ordnung bat, 
eine unbeftimmte Aufgabe ift, indem E willführlic) angenommen 
werden fann, Weil nach dem Dbigen 


+ =0, 


x-ar G-NI= 0, 
oder e 
P-y=— mle-x) 


ift; fo folgt aus (6.), daß die Normale der gegebenen Curve 
in dem gegebenen Punkte (X, y) der geometrifhe Ort der Mit- 
telpunfte aller Kreife ift, welche in diefem Punfte mit der gege- 
benen Eurve eine Berührung erſter Ordnung haben. 


Megen der Unbeftimmtheit der fo eben behandelten Aufgabe 
wollen wir nun den Kreis zu beftimmen fuchen, welcher mit 
einer gegebenen Curve in einem gegebenen Punfte eine Berührung 
zweiter Ordnung hat, weil nadı dem Obigen in diefem Kalle 
noch die Erfüllung einer neuen Bedingung erfordert, die Beſtim⸗ 
mung des dritten der drei Elemente a, 4, @ alfo offenbar mög- 
lid feyn wird. . | 

11, Im Falle einer Berührung ziveiter Ordnung iſt naͤm— 
lid), wenn wieder 

(Kae)? *(y—p)?=o? 
die Gleihung des gefuchten Kreifes ift, 
_.0dy _dy, My _O’Yy 
_aeny,yaymagnı nz 


Berührung. 9 


Differentiirt man nun die obige Gleichung zwei Mal; fo er⸗ 
hält man | 


x—a+ vn =0, 


14 (2) Hr -n=. 
Alfo nach dem Dbigen " 
xX-44 1-NI= =, 


14 (2) +0-nI=0. 





Folglich ds 
. 14 
x-ı 2 — GL, m Ha) 3 
7 
„„@lz m + 
A G6ꝛ ⁊ 
x? Or? 
oder Ay — 
——— + 2 
. = 


wodurch die Koordinaten des Mittelpunftes des gefuchten Kreifes : 
vollftändig und ohne alle Zweideutigkeit beſtimmt ſind. Daß die 
Differentialquotienten 


immer aus der Gleichung 
f(x, y)J)=5=0 

beftimmt werden müffen, verfteht fich nach dem Dbigen von ſelbſt. 

Es iſt nun bloß noch uͤbrig @ zu beftimmen. 

Zu dem Ende hat man 

(ze)? + (ymP)’ ze. 

Folglich, wenn man die gefundenen Austräde vor x — « und 
y— AR in dieſe Gleichung ſetzt: 


— —— 
— 


Durch 


su: Beruͤhrung. 


_,_ Mol: .t@ "@T 
= a aa 7 me 0 0 ae a SD mmaaer 7 mue 


oder, wenn man der Kürze wegen 


A __ My _. 
Armgm 


feßt, | , 
2, 4254 1-+p? u 


ax 





— e— 


p 

iſt Lage und Groͤße des geſuchten Kreiſes vollſtaͤndig beſtimmt. 
Man nennt dieſen Kreis, welcher mit der gegebenen Curve in 
dem Punkte (x, y) eine Kruͤmmung zweiter Ordnung hat, den 
Kruͤmmungskreis der Curve in dieſem Punkte, und ſeinen 
Radius den Kruͤmmungshalbmeſſer. Der Grund dieſer 
Benennungen wird leicht erhellen. Weil naͤmlich der in Rede 
ſtehende Kreis in dem Punkte (x, y) ſich ſehr eng an die Curve 
anſchließt, ſo kann man ſich offenbar durch dieſen Kreis ihre 
Kruͤmmung in dem Punkte (x, y) dargeſtellt denken. Durch 
die oben gefundenen Ausdruͤcke der Coordinaten des Mittelpunkts 
des Kruͤmmungskreiſes iſt die Lage deſſelben vollſtaͤndig beſtimmt, ſo 
daß es alſo nicht noͤthig iſt, wie dies ſonſt wohl geſchieht, eine be— 
ſondere Beſtimmung wegen des Vorzeichens des Kruͤmmungshalb— 
meſſers zu geben, indem es bloß auf die abſolute Groͤße deſſelben an— 
kommt, wenn man nur die Lage des Mittelpunktes des Kruͤm— 
mungskreiſes, wie dies hier der Fall iſt, voͤllig genau kennt. 
Gewoͤhnlich ſetzt man | 


oy\°]3 
._ +7 _ _ (4) 
— 0°y nu pP.’ 
\ x? . 
wovon der Grund folgender if. Man ift nämlich uͤbereingekom⸗ 
men, den Krimmungshalbmefler in einem Punfte, deffen Ordi— 
nate pofitiv, und im deffen Nähe die Eurve gegen die Abfeiffen- 
are concav ift, als pofitiv zu betrachten. In diefem Falle it 
aber, wie in dem Artifel Concav und Conver (10,) gezeigt 


worden ift, 1 negativ. Damit nun E pofitiv werde, ſchreibt 


man der Formel dag negative Zeichen vor, Jedoch feheint dies 
eine überflüffige, allgemeine Rechnungen nur erfchwerende Weit- 
läufigfeit zu feyn, weshalb wir in diefem Artikel, darin mehrern 
——— franzoͤſiſchen, Schriftſtellern folgend, der allgemei— 
nen Formel für o ihre poſitive Form gelaffen haben, welches darauf 
hinaus fommt, daß nun der Krümmungshalbmefler in einem Punfte, 
deffen Ordinate pofitiv, und in deffen Nähe die Eurve gegen die Ab— 
fciffenare concav ift, fich negativ ergiebt, welches, wie es ung 
ſcheint, fein Mebelftand iſt, da es ja überhaupt, wie wir ſchon 
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oben bemerft Haben, bloß eigentlich auf: die abfolute Größe des 
Kruͤmmungshalbmeſſers ankommt. Man fann den gefundenen 
Formeln, namentlich der Formel für den Kruͤmmungshalbmeſſer, 
verſchiedene Geſtalten geben, von denen wir jetzt die wichtigſten 
durchgehen wollen. | | 
12, Differentürt man die Gleichung 
x, yJ=83=0 
zwei Mal nad) einander; fo erhält man: 


98 0S 
a»tPn,= 0, 


drs 028 „as , os _ 
u. — net: 7 re Dr re A 
1) | 
08 028 (2 288, 08 Ss | Ss (2) 
_ Ox ._ Ox?' oy. — ex’ Oy'Oxdy + oy2' Öx 
er 7. p ——— ( S\3 Be] 
21 oy 
und hieraus mittelft (11.) leicht: 
OS /AS\? OS\? 
ae x FIT] 


(te 

= ID 

P=Zy— 0?5 zZOS\? SS os 75 SI» 
au = ran ar any + ar) 


rOS\ ? OSY?J3 
IHN 
mn ds /OS\: „05 05 G:8  arS 7asıE > 
| 3 (2) 2 da rar (u) 
oder auch, da es mur auf den abfoluten Werth von ( anfommt, 
bloß | 


OS\? OS\?)& ' 
_ DH W 
e 75 208 98 0:5 OS rose" 
7 (5 xy drdy T ay' dx 
Bor andern einfachern Formeln empfehlen fic) dieſe Ausdruͤcke 
fer durch ihre Symmetrie, und find auch häufig in der Anz 
wendung befonders bequem, —— 


13. Im Vorhergehenden iſt uͤberall 3x als conſtant be— 
trachtet worden. Sind aber x und y beide von einer beliebigen 
nenen veränderlichen Größe abhängig; fo muß Man, indem ſich 
nun alle Differentiale von x und y-auf diefe nene verdänderliche 
Größe beziehen, für * 
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fe; 0?y 
3 und IX: 
in obigen Sormeln überall refpeckive 
oy O?y. Oy O®?x 
: Zu ınb Ox:” Ox'öx? 
feßen, wie in dem Artikel Veränderung der unabhängi- 
gen veränderlihen Größe (1.) ausführlich gezeigt worden 
iſt. Dadurch erhält man aus (11.) 
| (dx? +Ov?)oy 
I Rd?y — Oyo?x’ 
(0x? +Oy?) 0x 


| Peyty — dyorr 


x x 


(Ax2 + Ay? )? 
|  ox0?y — dyo?x’ 
wo ſich nun, wie ſchon erinnert, alle Differentiale von x und 
y auf eine neue beliebige veränderliche Größe beziehen, deren 
Differential als conftant zu betrachten iſt. Bezeichnen wir den 
dem Punkte (x, y) als feinem Endpunfte entfprechenden Bogen 
der gegebenen Eurve durch s; fo It befanntlich | 
| Ös? = Ox? + 0? . 
Alfo 
— os? dy 
= Oxd?y — Ayd’x ’ 
= os? 0x 
Beyt gay ie 
= Ös? 
Te R?y — Oydıx' 
Weil | r 
dx dry — dyõrx = dx: (5) a 0y°.0(55) 
iſt; fo kann man die vorhergehenden Gleichungen auch auf fol« 
gende Art ausdruͤcken: | 





oder 
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Ferner folgt aus Bu 
Os? — dx? + 0y? 
augenblicklich 


Alſo ôs õꝛs = dxd?x + öyö?y 


3.2(5) G õrx — ox dꝛs 
_. 0820? — x? dx — OxAyd?y 
— "ra 
_. Oylöxd?y — Ayd?x) 
u 


Os? (5) = 0s0?y — dy ots 


_. 08? Ay — Bedyanr — er Ö?y. 


_.-Ox(Ox0?y — OyO?x) 
— 


0s3 _ TE 
Sa) 
öy? | Oxdy' Oy 


Folglich 
a DS Are nA 
el) rl (2) 


oder 


MEER 1. er — 
ee 


Endlich iſt auch 
öx? 2(z) = — Orts — Osd'x 
= Ox?0?x + Oxdyd?y — 05? 0°?x 
5 
aaa), 


k 5 


To u Berüfrung. 


ayr.a(de) = aröre — ana | 
Gxõôõyõôax + dy2öry — 082 0?y 


— — — — —. 


Folglich 

— Os 0y? — N, p= F Gõs oy — s? oy 
0 (k) E) (5) 

oder 


te ee N | u — 
0) 0,°.2(5) 01.2 (5) 


14. Für polare Coordinaten hat man, wenn der Anfang 
der rechtwinkligen Coordinaten als Pol angenommen wird, wie 
ſogleich erhellet, | 

x=rcosp, y=rsinp. 


p und r find die polaren Coordinaten, und r bezeichnet immer 
den Radius vector. Alfo 


Öx = cospOr — rsinpOg, Oy = sinpdr +rcospöp s 


dor 
— _ sinpör + reospdp Eee u” 


ÖxX cos ⸗ 9 — sing 
Hieraus folgt ferner | 


Ei ek 





EEE 
rsinp — cosp 7, 








09 Irsinp—cosp 5. 
Ab 
ü Öx =. ; Or 
en (rsiny — ) 
Al 
— oy A Or 
IE a L_ + 2(7) = 
Op OR. a 0 ar el E, 
en ar 
Auch ift \ 
| a 27 (=) 
1+ (2) = er 


|rsing _ hr 
Folglich 
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. fra (58 =) Nr] 


a er r? + (7) 1 
rinnen 
Brom: 


I" + 


e—— Beer ra 


P=zrsingy — , 


r? 


Hier ift Op ale — betrachtet worden. Soll dies nicht der 
Fall ſeyn, fo muß man nad) (13,) für | 


reipective 


fegen, wodurch man erhält: 
(dr? + 1? 09?)% 
‚de or + 2 — rg Fir’ 
(Ar? + 12 0g2 )F 
r?0p° + 207? 0p + ror⸗. o(37) 
(Ar? + 1209)? 
r?093 + nn (2 ) 
Auch erhellet leicht, daß 
05? = 0x? + 0y? = Ir? + r2 092 
it, Alſo ift 
x õ9 + 297209 + 02.0 (>) 
68 
r? 0? ⸗ 20r? 0 p — rOp?. e(E) 


Noch einfacher Fann man diefe Formeln auf folgende Art aus- 
rücken, Es iſt naͤmlich 
op? + 2ör? dp — x0° top + dr o⸗ , 
= (Or? + r20p?)Op + rörd’p + or?ep — rö?röp 
= (0° + r?dp? )dp — (rõopõrur — Or? ip — rörd 09) 
—= os? 0 Op + Ör?. (58) — 08? Cop — r2 p?. 0 (Fe: 


Supplem. zu Klügels Wörterb, J. G 


oder 
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a os® | Os3 
a TG N 
= la ora.d tie 
u) i 
a dsö?s = drö?r + r20p0?yp + rördp? . 
Alfo 


2r.2(5) = Ordis — õs dꝛr 


_ Or?d?r'+ r? dep Ö?p + rdr? dp? — Os? 0?r 
08 - 


— 


rd + Ar dp? — Tr? oꝰr õꝙ 
— 5 


röp Or? dp — rd?rdp + rörd?pl 
re —— 


| os 
os Or? .O Rn ; 
—— = Or - rõ rõꝙ + rõroꝰꝙꝑ · 


| röp 
Folglich 
—— — 
‚sr? .d (z) 
d. i — Ser rue 
Er Ä 
rOs? Op — 


— — —— ar ern » 
rõs õꝙ + Or2.0 () 


Bei der Entwickelung von e nach diefer Formel braucht man °P 
wicht zu kennen. Auf ganz ähnliche Art iſt 


os? (5) — dsötr — Örö?s 
s 


— 
— — 


rõꝙ Or? dp — rö?rdgp ror d?pl 
— — 


os? (&) Ä 
— — = Or? õꝙ — rö?röp + rõr õ 
Folglich 
le 
08? .0 (&) 
0s?0p — — 
dui = 
— rösdp 


— 
rip —0s.2(5) 
Ferner iſt J 


I * 
4, 
Bi N 
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a0.0(72) = dtp) — röpds | 
_ 08? d(rOp) — rOrO?r de: — dp? — dr dp 
Os? Ordp + Br - —— -xror õꝙ⸗ 
— —— — ns ———— — — Ai 


— 
_ Or’ Op + rer? ö?p — rirö?rdp 
—— — 
0s3.0 — | 
=) = Or? õꝙ — rötr dp + rörö:p. 
Alfo 
| 
08’, As =) W 
õs: æ — | ‚ 
di. | 
ds dr 
= — — 
dr ög +. (7 E) 


Endlich ift auch 
r20gp?. (Z 2)” =— 3er. (32) 
_ drop + a: — rar 


r20s — —— -) 
nm Ta AI — + rörd?p. 
Alfo PR. 
52 
e — ee ee 
r?2050p? . s(5-) / 
ap - — re) 
bi, = 


u Zn 
Ösı\ a 
ds dr Op — r?Öp?.9 (2 -) 


Wir wollen die legten fech® Ausdrücke für 3 Krummungshalb- 
mefler bier noch ein Mal jufammenftellen, Es war 5% 


— — 


: 2 — 





Os? 2 +0r2.0 — E 
982 


ös? Op — 72584 ol ed 


rrog“ 
rou 
ros? ep — 


—D 
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I . BE 

u rö° — 88.9(7,) 

— ös õr 

u —E— 

— ös? Or 
re — 


Dieſe Formeln find von fe Barbier in den Annales de Ma- 
them. T. XXI 1831. p. 31. zuerft, aber nicht rein analytiſch, 
fondern durch geometriſche Betrachtungen mittelſt des Unendlich— 
Kleinen bewieſen worden. Hier ſind dieſelben durch ganz allge— 
meine Rechnungen gefunden worden. 

15. Es iſt in dieſem Artikel nicht unſere Abſicht, die im 
Vorhergehenden entwickelten Formeln auf viele ſpecielle Faͤlle an— 
zuwenden. Jedoch wollen wir hier, um zu zeigen, wie be— 
quem nicht ſelten der Gebrauch der complicirt ſcheinenden Formeln 
in (8.) und (12.) iſt, noch die Beruͤhrende und die Lage und 
Groͤße des Kruͤmmungskreiſes der Kegelſchnitte oder der Linien 
der zweiten Ordnung mittelſt jener Formeln beſtimmen. Die 
allgemeine Gleichung der Linien der zweiten Ordnung iſt | 

Ax®, + By? + 2Cxy + 2Dx F2Ey-F=0; 
folglich | 
S = Ax? + By? + 2Cxy #2Dx H2EyHF. 
Alfo 
03 255054, D), 2 ar, 
Zr y 55 y 3 
0:S _ 028 _ 02S _ 
za, 5520, * =2B. 
Folglich find nad) (8.) die Gleichungen der Beruͤhrenden und der 
Normale jeder Linie der zweiten Ordnung: , 
(Ax+Cy+D)(x#—x) + (By+Cx+E)\(y—y) =0 
 {By+Cox+E)(X®—x) — (Ax+Cy+D)\(y—y)=0. 
Die Gleichung der Berührenden wird nach leichter Rechnung 

(Ax+Cy+D)X + ae og 

— Ax? — By? — 2Cxy — De —Eyl 
und folglic), wenn man die Gleichung 
Ax? -- By? + 2Cxy +2Dx + 2Ey+ F=0 





addirt: 

(Ax+Cy+D)xX + (By+Cx+E)y 4 (Dr+Ey+F)=0. . 
Sur die Coordinaten des Mittelpunfts des Kruͤmmungskreiſes 
und für den Kruͤmmungshalbmeſſer erhält man aus (12.), wenn 
man für leßtern den unter pofitiver Form dargeftellten Ausdruck 
a. 0a. D. nimmt: 


Berührung. | 101 


— (Ax+Cy +D)KAx+Cy+D)2-HBy-+CxFE) 2 | 
— A(By+Cx+E)’—2 (Ax+Cy+DYBy+Cx+E)+B(Ax+Cy+D)? +Dy 
=y_ ——— 

P=Y A(By+Cx+E)?—2C(Ax+Cy+D) (By+Cx+E)-HB(Ax+Cy+D)? 


= |(Ax+Cy-+D2 +(By+Cx-+E)21? 
e © AlBy+Cx+HE)>—2C(Ax+Cy+D)(By+Cx+E)+B(Ax+Cy+D)? 
Den gemeinfhaftlichen Nenner diefer Ausdrüce bringe man leicht - 
auf die Form 
AE? + BD? — 2CDE = 
— (CG?—AB)(Ax? + By? +2Cxy+2Dx-+-2Ey), 


oder, wie leicht erhellen wird, 


D(BD—CE) +E(AE—CD) + F(C—AB) 
— (C?—AB)(Ax? + By? +2Cxy +2Dx-+H2Ey+F), 


d. i., weil der zweite Theil diefes Ausdruds offenbar S 0 iſt, 
D(BD—CE) + E(AE—CD) + F(C?—AB). 
Alſo ift 


_,_(Ax+Cy+D)f(Ax+Cy+D)2 +(By+Cx+E): 
D(BD—CE)+E(AE—CD)+F(C?—AB) 


B= _By+Cx+E)f(Ax+Cy+D)?+(By+Cx+E)} 
-7 D(BD-CE)+FE(AE—CD)+F(C:—AB) 


|KAx+Cy+D)? + (By+Cx+E)? 1? 
D(BD-GE)+E(AE—-CD)+F(C?—AB) ° 


16. Aus der ganzen im Vorhergehenden entwickelten Theorie 
erhellet augenblicklich, daß eine Curve mit einer beliebigen gege- 
benen Curve nicht einen Contact der nten Ordnung haben kann, 
wenn fie nicht mindeſtens n +1 Conftanten in ihrer Gleihung 
enthält. Daher fann eine gerade Linie mit jeder andern Curve 
nur einen Contact der erfien, ein Kreis höchfteng einen Contact 
der ziveiten Ordnung haben. Die Gleichung einer parabolifchen 
Curve des dritten Grades (Th. III. ©. 726.) ift 

y=a-+bx + x? + dr. n 
Eine folhe Curve kann alfo mit jeder andern gegebenen Curve 
eine Berührung der dritten Ordnung haben. Sit sit 

Ex, y)=0 | 

wieder die Gleichung der gegebenen Curve, und 

yz=a +bx + cx? + dx” 
die Gleichung einer Parabel des dritten Grades, welche mit der 
gegebenen Curve in dem Punfte (x, y) einen Contact der drit« 
ten Ordnung haben fol; fo bat man zur Beſtimmung diefer 
Parabel 


e = 


\ 
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Nach (1.) iſt aber 


u Bu F — J— 
x Yayı ar TR? OR’ Ox° 0x3 
zu feßen, Alſo 
woi + bx + cx? + dx? 


ey _ 2 
zes + 2cx + 3dx 
0°y 


03 
Die Differentialquotienten find, wie immer, aus der gegebenen 
Gleihung | 
f(x,y)= 0 


zu entwickeln. Beſtimmt, man nun a, b, ce, d aus den obigen 
vier Gleichungen; fo erhält man 


ham ut or “ 
0°y 0°y 
— 1— mn IX um 
u 3 Pr Eee ut; >> j 
na . 
d =. . 


Folglich ift die gefuchte Gleichung der, cubiſchen parabolifchen 
Curve, welche mit der gegebenen Eurve einen Contact der dritten 
Drdnung in dem Punkte (x, y) hat: | 

Lu n Xx dy , Korn? Ay , (dor) Ay 

u A 7a te 1.2.3 "0x? 
Man ficht Teiche, wie ſich diefe Betrachtungen allgemeiner mas 
chen laſſen. | | 








II. Gurven von doppelter Krümmung. 


17. Eine beliebige krumme Linie im Naume, d. h. im Als 
‚gemeinen eine Curve von: doppelter Krümmung ift völlig beitimmt, 
wenn ihre beiden Projectionen auf zwei der drei unter einander 
fenfrechten coordinirten Ebenen, z. B. auf den Ebenen der xy 


I) 


— 
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amd xz gegeben find, weil die in Rede fiehende Curve jederzeit 
als der Durchfchnitt der beiden über diefen Projectionen errichte- 
ten, auf den entfprechenden Coordinatenebenen fenfrechten, Eylin- 
derflächen betrachtet werden fann, Seyen daher 
\ I(x,y)=0,F(x,2)=0 
die Gleichungen der Projectionen einer beliebigen Curve im Raume 
auf den Ebenen der xy und xz, wodurch dieſelbe alfo völlig be— 
ſtimmt iſt. Eliminirt man aus diefen beiden Gleichungen x, fo. 
erhält man eine Gleihung zwifchen y und 2, welche, wie fo- 
gleich erhellet, die Gleichung der Projeckion der gegebenen Curve 
im Naume auf derdritten Coordinatenebene feyn wird. 
Wir betrachten num wieder zwei beliebige Eurven im Raume, 
deren Gleichungen 
Ix,y)=0,F(x,2)=0;_ 
V f(x, y) — 0o, Fx, 2) 3 0 
ſeyn moͤgen. Sollen dieſelben die Punkte 
(x, y, 2) und (X, y,z) 
mit einander gemein haben, ſo muß 
2x, yıäy, =: | 

feyn. Veraͤndert ſich nun wieder x oder x um die belichige 
Größe 7, fo find die. entfprechenden Veränderungen von y, z 


ud y,z: 


_.dy A , O?y 42 oy 2 
erıtentierzste 

AA, üν 4—⸗ 
FFeritentetaste 


und | 
— aA 4 o2y 12 ,0y 4 
IT TTS tr 
‚,._W A,0W 2, A’ 28 
dei treiatmtıste 


Die der Abfciffe 
x+d1=,+1 


entfprechenden Coordinaten der beiden Curven find 
y+4y, z+ 42 und y+ Ay, 2 +4z. 
Alſo find, weil y=y,z=7z if, die Unterfchiede zivifchen den 
einander entfprechenden Coordinaten in beiden Eurven: - 
D C Ay — ı,D’ = — A’; 

vi. 5 

_ Nor oyıa (0?y Ay] 2? 

Dr te 

‚, _I0z - 9714 Or Ar 

vente 


\ s 
JF / e | ) » 
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Hieraus fchließt man nun wieder, da die beiden doppelt gekruͤmm⸗ 
ten Eurven in der Nähe des Punktes (x, y, z) = (xX,y,Zz) 
ſich offenbar: defto inniger an einander anfchließen werden, je ine 
niger fich ihre Projectionen in den Ebenen der xy und-xz in 
der Nähe der Punkte (x, y) = (x, y) und (x, z) = (x, z) 
an einander anfchließen, durch ein ganz Ähnliches Raiſonnement 
wie in (1.), daß zivei durch die Gleichungen Ä 
f(x, yJ)=0,F(x, 2)=0; 
| fx,y)=0,F(x,z) =0 
beftimmte Eurven im Raume in dem Punfte 
ı a, yı)=(7,y,®r) 
eine Berührung oder einen Contact der nten Ordnung haben, wenn 
A _Yy Ay Ay Ay_Ay Gy _ 
OD’ ORT OR?’ ORT x’ "Om Or? 
9 _OW Ar _MT 0% _ 07 Onz , On, 
Kran nn eat 


ift, fo daß alfo z. B. für einen Contact der erften Ordnung in 
dem Punkte 2 
(x,y‚,z2)=(x,y,”) 
‚ ; ‚, 65 oy 0 _oOr, 
3ER, JS), 302, Fre Fe 
für einen Contact der zweiten Ordnung in demfelben Punkte 
dagegen 


* ’ 
zur,ymay,ım#; 


Fra a Te 35 
€ or _Or’ Oz _ Or 
Ox ax’ Ort Or? 


feyn muß. Mittelft diefer allgemeinen Gleichungen läßt fich die 
Theorie der Berührung oder Dsculation der Eurven von doppelter 
Krümmung auf ganz Ähnliche Weife durchführen, wie die Theorie 
der Berührung der Eurven von einfacher Krümmung. 

18. Suchen wir demnach) zuerft die Gleichung einer geraden 
Linie zu beftimmen, welcye mit der durch die Gleichungen 

i(x,y)=0,F(x,2)=0 
gegebenen Eurve im Raume in dem Punkte (x, y, z) einen 
Eontact der erften Ordnung hat. Da die Projectionen einer 
jeden geraden Linie im Naume auf den Ebenen der xy und xz 
offenbar ebenfalls gerade Linien find; fo find die Öleichungen 
der Projectionen der gefuchten geraden Linien 
y=AY+B,!=A,+B, 

Folglich 


oy Oz’ = 
rd öx A 5 
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und demnach, weil ein Contact der erften Ordnung Statt 
finden ſoll, | | 


Aber auc) 
y=Axı+-B, z=Ax+P., 

Alfo durch Subtraction 

. y—-y=Alk—x),,”— z=A(X—x). 

Alfo die gefuchten Gleichungen der Berührenden: 

Ei ’ * 0 * 
Y-=2W@),’-ı=2(-r). | 

Die Differentialquotienten muͤſſen, wie immer, aus den Gleis 

Hungen der gegebenen Eurve entivickelt werden. 


Die Gleichung der Normalebene der gegebenen Curve in 
dem Punkte (X, y, 2), d. h. einer Ebene, welche durch diefen 
Punft geht, und auf der DBerührenden in demfelben ſenkrecht 


eht, fe 
a AX By +C’+D=0. 


Weil diefe Ebene durch den Punft (x, y, z) sehen foll, bat 
man: ' 
| Ax+By+&@+D=0. 
Folglich mittelft Subtraction: | 
A(X—x) + B(y—y)+ C(!—z)=0. 
Weil ferner diefe Ebene auf der Berührenden, deren Gleichungen 
oben beftimme worden find, fenfrecht feyn ſoll; fo hat man nad) 
befannten Elementarfägen der analytifchen Geometrie (f. d, Art. 
ginie und Ebene): . | | 


Folglich, nach gehöriger Subftitution und Divifion durch A, 
Kor) — — 
die Gleichung der Normalebene. Weil 


ey öy 02 Okx ——— 

Öx On 

02 _ 0 0 Roy _, 

Ox  Oy'ox’ Oy'ox N 
iſt; fo kann man die Gleichung der Normalebene auch fo aus— 
druͤcken: | | 


._ u ay D | 
Ernte n=0, 


Kon + (y—y) + Gt = 0, 
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Die Aufgabe, durch den Punft (x, y, Z) auf die gegebene Curve 
im Naume eine Normale zu ziehen, iſt, twie fogleid) erhellet, eine 
unbeftimmte. Jede durd) den Punkt (x, y, z) in der fo eben 
beitimmten Normalebene gezogene gerade Linie leiftet derfelben 
Genüge, Sind, | | 
: y=AxX+B,"=A,+PB 
die Gleichungen der gefuchten Normale; fo giebt die Bedingung, 
daß diefelbe durch den Punft (x, y, z) gehen fol: 
y=Ax+B,z=Ak+PB. . 
Serner hat man Ä 
 y-ym=AlX—x), "zz =A(xX—x). 

Folglich, weil. die gefuchte Linie in der Normalebene liegen muß, 

= 2 2 

(X«—x) + AxX— x) + A (xx) 0, 


1+ a4 n=o. 


Man hat alfo zur Beſtimmung der vier Conſtanten A,B,A,B 
nur die drei Gleichungen: 

y=Ax+B,z=Ax+B; 

1+ at + ng =0—0, 
Nimmt man die eine diefer vier Conftanten willführlic) an, fo 
laſſen fic) die drei andern beſtimmen. 


Sehen wir jeßt — 
fx, yJ=s=0,.FE[(x, 2) =S=0; 


fo if os | Os 65 es , 089 
un, 279. ag, 
a arm 
os u 68 
a _ OX O2 dx 
ox — ös ITS 
Oy 02 


Demnach kann man die Gleichungen der Berührenden auch auf 
folgende Art ausdrücen: 


j Os ,. 0 
(x x) +(y 5 =0 
| OS , ,. .,08 
(X—-x)7 + (z -1)5 =0. 
Eben fo leicht erhält man für die Gleichung der Normalchene: 
j os 08 , ‚Os 08 , os 08 _ 
(x na 0 = =0, 


und für die Gleichungen einer Normale: 
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ymk+B,2=Ax+ PB; 
os 0S os 0 a0 os a = 
Oy'02 x a Oak r 
woraus die Conftanten A, B, A’, B' beftimmt werden! muͤſſen, 
indem eine derfelben willführlicy) angenommen wird, \ 


19. Suden wir nun ferner einen Kreis, welcher mit einer 
Curve von doppelter Krümmung, deren Gleichungen wieder 


(2,37) =0,;, Fig, 2)=0 


feyen, eine Berührung der zweiten Ordnung bat. Zur vollftän- 
digen Beftimmung diefeg Kreifes ift es nöthig, ſoͤwohl die Lage 
feines Mittelpunfts im Raume, als auch die Lage feiner Ebene, 
und die Größe feines Halbmeffers zu beftimmen. Man nennt 
diefen Kreis auch hier den Kruͤmmungskreis, feinen Halb- 
mefler den Krümmungshalbmeffer der gegebenen Curve fir 
einen gegebenen Punkt derfelben, welcher immer (x, y, 2), d. h. 
durdy die Coordinaten x, y? z beitimmt feyn mag. Mir wol- 
len den gefuchten Kreis alg einen größten Kreis einer Kugel be⸗ 
trachten, deren Gleichung | N 
(X —e)? + (’—P)? + ("—r)? 0: 
fy. a, 8, y find die Coordinaten des Mittelpunfts, o der 
Halbmeffer diefer Kugel, alfo auch des gefuchten Kreifes. Die 
Öleihung einer beliebigen Ebene iſt 
X" +Ay+B’+C=0. 
Aus der Bedingung, daß diefe Ebene durch den Mittelpunkt der 
Kugel geht, ergiebt fich 
«a +Aß+ Br + C=0. 
Folglich ift überhaupt | 
Xx—a + A(y—P) +Ble’—y)=0 
die Gleichung einer durch den Mittelpunkt der Kugel gehenden 
Ebene, Für alle Punkte des gefuchten Kreifes Hat man alfo die 
beiden Gleichungen; : 


(x - ) + (Pr =, 
x—a+Aly—p) +Bl7—y)=0. 
Da man aus diefen beiden Gleichungen ſowohl y', als aud) 
2, eliminiren fann, fo it flar, daß ſowohl 2, als aud) y’, eine 
dunction von x ift, naͤmlich für alle Punkte in dem gefuchten 
Kreiſe. Differentürt man alfo diefe beiden Gleichungen jiveimal 
nad x’; fo erhält man: 


K-e+y- Niro, 


Ode _ 
1 A +Bm=0, 


108 . | Berührung. 
‚foy\? 07 : oy ‚0? 
14 (5) + () + + an =: 
e 0?y O?7 
Da nun ziwifchen dem gefuchten Kreife und der gegebenen dops 
pelt gefrümmten Eurve in dem Punkte (x, y, z) ein Contact 
der ziveiten Drdnung Statt finden foll; fo hat man nad) (17,) 
im Berührungspunfte 
zur, ymy,ı=75; 
oy _dy A _Or, 
KT KT? 
O?y __O2y OArz _ 0:7 
Ox? — OX? ’ Ox2 OR 


(0)? + G-PW + Ge, 
x—a + A(y—ß) + Blza-y) =0, 


Alfo 


Ay\2 Or\ 2? 0? 0? 
4) te) HR = 
0?y O?7 __ 
Die Differenttalquotienten werden, wie immer, aus den Ölei- 
chungen der gegebenen doppelt gefrümmten Curve entwickelt. Aus 
diefen ſechs Gleichungen müffen nun die ſechs Größen a, ß,Yı 
oe, A, B, weldye Lage und Größe des Krümmungsfreifes der 
gegebenen Eurve in dem Punkte (x, y, z) vollfommen beftimmen, 
durh Elimination gefunden werden. Geben wir der ‚Kürze 


wegen | 
v_ O?y __, 0 0°z ; 
rue Zr Pu EB FE Pre SE 
fo wird die vierte und die ſechſte Gleichung: 
1+Ap+Bqgq=0, AP +By’=0. 
Folglich 


EIN. BEER U ER: ZUBEEN 
pg’—qp pgy —qgp 
Aus der zweiten und dritten Gleichung erhält man eben fo leicht: 
nn „Bug a A—p j 
a 
oder, wenn man die gefundenen Werthe von A und B einfuͤhrt: 
_._P-gaed—gp) ,_ _._g+p (pgd’—gp‘) 
y-P-= ET ee ic Sr 


Alfo, mittelft der fünften Gleichung :} 


0). 
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(1 +p?+g?)(pp’+gg’) | 
pP? + q? + (pg — gp’)? ü 
(1+p?+qg?) |p—qg(pg’—gqp’)} 


XxX — 2. — 


arg J | 
ige (1 FP+g®)ig +plpg—gp')} . 
pP?+qg’+(pg—gp')? 
Nun ift aber 


(pP + ad)? + IP —glpgf—ap)}? + fgd’+P(py'—gp')]? 
= (pP +’ +pf pP +p?+gq?+lp? + g?)Cpg—gp’)? 
= (pp + ad)’ + (pd’—gp)? + pP”? +g”? + (14 pP? + q2)(pg’—gp’)? 
= pP rg rlPrrgt)CP rg? )rltrP +g?)lpd—gp‘): 

= (1rp’+q?)ip®+g?+(pg—gp')’}. 
Solglich mittelft der erften Gleichung: 
— 42442 
e ⸗ m 

Yp? + q? + (pf —gp)? 

Man Fönnte die gefundenen Formeln auch auf ähnliche Art aus— 
drüden, wie in (12,) die analogen Formeln fir Curven von 
einfacher Krümmung. Da die Augdrüce aber ziemlid) weitläufig 


ausfallen, fo mögen diefelben der Kürze wegen hier übergangen 
werden, 


20. Bisher ift Ox als conftant betrachtet worden. Wird 
aber fein Differential als constant betrachtet, d. 5. werden x, 
y, z als von irgend einer neuen veränderlichen Größe abhängend 
angefchen ; fo muß man, wie in (13.), für 

ey Oty, O2 Oz, 
Ox ’ öx2 ’ Ox’ 0x? 
d. i. für p, P3; q, q refpective 
oy_ O?y _Ayox, 02 Oz Ma O’x 
Ox’ Ox?  Ox'öx:?’ IK’ Or Ix'dr 
feßen. Dadurch erhält man 


» ‚ __ Oy0?z — 020? 

Pi = IT, 

B 0x? + 692 922 482 
i+p’r? = = = 

. j OyoO?y + 020?z) Ox— (Ay? +07?)0? 
pet IHR OH 


(dx2 + d22)d?y — (Or ötx + d2022)dy 
(0x? + Oy?)d?z — (Oxd?x + AyO?y)dz 


Ox? 


p—qgley’—gp) = 


’ 


gq+p(pf —gp) = 
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pP? + 2 + (pp = | 
(Oxö?y—Oyo? > + (Ox0?z— Id ?x)? + (Ayd?z—A10?y)? 
an An nn a 


ey )(0?x?+0?y +) — x+Oy 0?y+0z20?z)? 


0x6 
(Ar + O?y? + 022?) Os? — (Ox0?x + dyd?y-+ 02 0?z)? 
x6 


10 s den Hal der gegebenen doppelt gefrämmten Linie bejeid)- 
net. Es ift alfo: 
— 02 0°x — Ox0?z Bo OXd?y — dyörx 
 gyo0?z — 020°y’ öyd?z — Orzö°y 
I(öy? + 92?) 0?x—(OyO?y + 020?z\ Axlds? 
(dx ö?y—0y 0?x)?+ (0x 0?2—02 0°x)? +(0y0?2—020°y)* 


— — — (Ox O2x + 02022) }ös? 
-= (0x0? y—oy 2x)2 + (Oxd?z— z0:x)? 75 — 
— (oxꝰ + 4y2) ↄ22 — (ox õꝛx + oy oꝛy) oꝛ ds? 
yı — (ox 0?y—Oy 2x)2+(0x0?2—02 0?x)? + (dy0?z— z 55 


0s3 


a— x — 





—— 
Y (ox0?y—0y 0?x)”+(0x0?2—dz 0?x)?+(dy 0?2—0z20?y)? 


oder auch 
ro E (Ay? + 022)0°x — (Ay @?y + 02.022) Ax}ds? 

(0°x? + 0?y? + 0?2?)0s? — (0x0°?x + 0y0?y + 020?z)? 
(Cõx⸗ 4 02?)0?y— (Ox0?x + 026?2) oylos? 
+0?y? + 0?2?) 05? — (0Ox0?x + 0y0?y + 02 0?z)? 
Gx + Ay?)0?2 — (Oxd?x + Aya?y)da ds? 
yo: — 252 2 222 2 7 

— + 0?y? +0*2?)08? — (Oxd?x +0yO?y +92 0?2)2 
* 053 5 
+ o?y? + 0?2?)08? — (0x0?x + 0y0°y+ d20°2)? 





P-YF 








rer 
\ 


Kox y— 0% o?x) a . — — En — ch 
klöyo EEE N 
(0x 0?y—0oy 0?x)?+ (0x0?2—070?x)? + (Oy 0?z—020? „. 

(02 02x — Ox O?z) Ox + (02 0°y — Oy 022) Oy | Os? 
(ox 0?y—0Oy 0?x)?+ (0x 0?2—02 0?x)?+(0y 0?2—02 0? 


+) 


u 3 — 





y)*. 


Alle diefe Formeln find wegen ihrer Symmetrie fehr merkwuͤrdig 
und wichtig. Weil ferner 


Os? = Ox? + Oy? + 02? 
iſt; fo iſt 


Folglich 


Os0?s õx õrx + Oydy + Ozc?z. 
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Br 0 — Axösörs 
| = (0y? + d22 ) 08x — (Ayö?y + ——— 
083. 0% = 05? d?y — qy 0502s 
= (Ox? + 02? )0?y — (Oxötx + 0212) y 
08’. 0 = Os? O?z — 0205 0?s 
= (Ox? + 6y2) õ22 — (öx 0° + Oyodey —* 
woraus mittelſt des Obigen ſogleich folgt: 
— 083. 0 
Zi FRE a re 
DER "71 Ge 
— Dar a Fe 
‚08? 9 
— os 
ya i 
— 
r—— — — O8. 
Naͤhme man ös als conſtant an, und ſetzte folglich ?s — 0; 
fo würde man aus dieſen Ausdruͤcken leicht. erhalten: 


em Os? 0?x — dex 
@ — 0?x? + 02y? + P) 272 — 4 Ist 
Os? 02 y Oy 
P-J = 3,2, Er 
of + O’y? + 0% 08 
— Os? 922 _. #s 
Sr me 
— — 


— — 


II. Krumme ea 


21, Seyen 
f(x, y,2)=0, fir,y,ı2)=0 
die Gleichungen ziveier beliebigen krummen Flächen, welche den 
Punft (x, y, z) mit einander gemein haben mögen ‚ fo daß 
alfo in diefem Punkte 
xx, im yıı=® 

iſt. Wir betrachten 2 und z ale Functionen der veränberlichen 
Größen x, y und x, y’, welche als von einander ganz unab⸗ 
haͤngig ln find Veraͤndern nun x=x,y=Yy fid 


4 
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efpective um A und 4; fo giebt der Taylor'ſche Lehrfag für 
mehrere veränderlicye Größen: | 
_0d2,,0 „,,„N0: 0?z ‚, 0%z _ 
42 = u +7 a +0 +... 
,_ or DE Er 0%7’ 
dı = ar ttm — Tea dr ar o.... 
Der auf der Coordinate z= z genommene Abftand der beiden 


Flächen von einander it = Az — Az. Alſo, wenn wir diefen 
Abſtand durch) D bezeichnen: = 


ı Madrid. ON, 
2 Ey e- 


‚\Y9?z 0%z=’\ „ 0°z 6?z’ 0% dez\ 
+4 (ge 387)“ tr) | 


mm 05. 0 dr Or 
mt, yAJLLTAI, ZT Ti?’ 
für eine Berührung der zweiten Ordnung dagegen: 
— ‚da r da _ Or 
m, Ju), 11,5, 5) ya’ 
oz _ 0?7’ 0°z _ 0°7 0? _ 0% 
OR Ox8’ 5 T aye' 
Wie man zu Berührungen höherer Ordnung fortfchreiten muß, 
fällt fogleich in die Augen. 
22, Sey jeßt die Öleihung einer Ebene zu finden, welde 
mit einer durch die Gleichung 
f(x, y, 2) =0 
charakteriſirten Fläche in dem Punkte (x, y, z) eine Berührung 
eriter Ordnung hat. Die gefuchte Gleichung fey 
7 = AxX +By’+D. 
Da die Ebene, welcher diefe Gleichung entfpricht, durch den 
Punkt (x, y, z) geben foll, fo if 
z=Ax+By+D; 
folglich 


!—r = Alx—x) + B(y—y), 


und man hat demnach bloß noch A, B zu beitimmen. Nimmt 
man die partiellen Differentiale von z; fo erhält man 
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Aber, weil eine Berührung erfter Ordnung Statt finden fol, 


21. 
nach de _ — dr’ _ 02 _ 
OX "Ox yo’ 
alfo auch —V _d | 
x’ 5 
Folglich iſt 


is = —ãA— E-9 


die geſuchte Gleichung der beruͤhrenden Ebene. Der Beruͤhrungs⸗ 
punkt iſt — y, 2). Die Differentialquotienten find partielle 
Differentiale, wie ſich von felbft verficht. Sind ferner 
yzAX+B; !zAxX+B: 
die Gleichungen der Normale der gegebenen are Fläche in 
dem Punkte (X,;y, 2); fo ift zunaͤchſt ar 
y= Ax + B,z=Ax+P 
Alſo 
y—-y=A(X-—x), Im Al(X—x), 
und demnach bloß noch A, A’ zu beſtimmen. Bringen wir E aber 
die eu der — Ebene auf die Form 
— 36 -)—- d@-)=0; 
fo folgt aus befannten Elementarfägen der analytifchen Geo⸗ 
metrie auf der Stelle: 
y-y= I 9, ;’—ı = — — — 
oder auch 


rm Benny = Bun: 


or Fern)=0, y-ytge@-n=0. 
Iſt (x., Yı, z,) ein beliebiger Punkt der Normale; fo iſt 


= (u -9Jısla) 4 (EV +(2) + Ara | h 
die : Entfernung des Beruͤhrungspunktes von dieſem Punkte der 
Normale. Fuͤr z, =0ift alſo 


TEE 
die Entfernung des Berührnngspunftes von dem: Punkte, in! wel⸗ 
dem die Normale die Ebene der xy ſchneidet. nel 


Supplem, zu Klügels Wörterb, J. 


— — 
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Die Gleichung der geraden — in welcher die berihrende 
Ebene die =. der xy — iſt 
ER —x)+ un +2:=0. 


Iſt z. B. die — krumme Flaͤche die Oberflaͤche eines 
elliptifchen Sphaͤroids, deren Gleichung 


—— 


iſtz ſo in 


02 ex dd ey 
ÖxX az2’Oy —"bz’ 
folglich ° 
| OR. x) u-nty-ı=0 
— m I75* Y 7 — 2 
—— —— —— au 
vi 


+24 


die Gleichung der — Ebene in bem Yunfte (x, y, 2) 
Die ——— der Normale ſind 


x - Zeoy)=0, v-- He-y=0. 


Setzt man 
iz, Y⸗ 2 =$= 


fo ft bekanntlich nach der Theorie der Difertitio der Glei— 


en: 
chung 343. ER 8 de o. 
FRE atam- 2 
08 S- 
. 02 _ KK 0 a _. = 
Fr u gi " 


Sei u dem Den die Sleiung der beräftenben Ebene: 
Eadtau -y+S@-)=0, 


eine Gleihung , welche wegen ihrer fommetrifchen Form viele 


u hat. a Gleichungen Normale nd: 
* 36 a -)=0; Er- n-@ =0; 


= = = 
= & 


| ‚Suchen wir jetzt = die Gleichung einer Kugel zu 
Faden, ‚ melde mit der durch die Gleichung 
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(n,y2)=S5=0 
charakteriſirten Fläche in dem Punkte (x, y, z) eine Beruͤhrun 
der erſten Drdnung hat, Die Gleichung diefer Kugel fey B 

| (K-e”? + (Y-Pr + (ee. 
Da diefelbe durch den Punft (x, y, 2) gebt; fo ift auch 


(x—-e)? + (y - 4) + ag”? =. 
Ferner ift e a ° 


!_ _X-e MM __y—ß 
OT ao’ Tny' 
Alfo, weil ein Contact der erften Ordnung Statt finden foll: 
GL __xX—a 02 __ v—ß 


Folglich 

olgli | 
ea 
Hieraus ergiebt ſich leicht: 


u E _ 
+) + 
| 07 | 
erg. 
14 
-r— — — 
——— 
o bleibt, wie man ſieht, unbeſtimmt. Durch Divifion erhaͤlt 


man leicht: 


u = ne 





a + u) =, 0-34 om. 


Vergleicht man diefe beiden Gleichungen mit den in (22,) ge- 
fundenen Gleichungen der dem Punkte (x, y, z) entfprecdyenden 
Normale der frummen Fläche; fo überzeugt man fich augenblicklich, 
daß die Mittelpunfte alter Kugeln, welche mit der krummen Fläche 
in dem Punkte (x, y, 2) eine Berührung erfier Ordnung haben, 
in diefer Normale liegen, der Halbmeffer vderfelben aber völlig 
willkuͤhrlich iſt. Eine Kugel alfo, welche mit einer frummen 
Fläche in einem. gegebenen Punkte einen, Contact erfter Ordnung 
bat, ift nicht völlig beftimme. Eine Kugel, welche mit einer. 
frummen Fläche in einem gegebenen Punkte einen vollftändigen 
Contact ziveiter Ordnung bat, giebt es nicht. Nach (21.) 

| 92 
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müßte naͤmlich für einen Contact zweiter Ordnung noc) den drei 
Dedingungen Ä 

Oz _ Mi Or | AV Oz . Or 

Ox? — OX2’ Oxdy .oxXoy’ oy:  Oy? 
genuͤgt werden, welches im Allgemeinen unmöglich ift, da bloß 
noch die eine Größe g zu beftimmen übrig ift. Eine eigentliche 
Krummungsfugel, um uns bier diefes font nicht gewoͤhnlichen 
Ausdrucks zu bedienen, giebt es alfo im Allgemeinen für frumme 
Flächen nicht. Man kann bloß die Krümmung aller der Eurven 
beitimmen, in welchen die frummen Fläche von beliebigen durch 
den auf ihr gegebenen Punft (x, y, 2) gelegten Ebenen ge— 
fehnitten wird, wozu wir jeßt übergehen tollen. 

24, Um jedoch diefe Unterfuchung in gehöriger Allgemein 
beit anftellen zu koͤnnen, ift e8 nöthig, noc) einen Augenblid zu - 
der Krümmung ebener Eurven zurüczufehren. Die Gleichung 
der Normale einer ebenen Curve in dem im ihr gegebenen Punkte 
(X, y) iſt nad) (6.) | 


» 0 ’ 
yYys—zRn, 
oder, wenn wir | 
0 Ö 0? ,‚@® ” 
| Zen nehme. 
ſetzen: | j | 
 -)=- re . 
Berändert fih nun x um 4; fo gehen nach dem Taylorfchen 
Lehrſatze y und p refpective in 
| 4 42 
‚+tPeTtreszte- s 
Bi —— 
p* p T *?z p — + or. 


über. Die Gleichung der Normale für den der Abfciffe x + / 
entfprechenden Punft der Eurve ift alfo: u 


; A ‚4? 1 R 
II FR Ferne) 
ptp7rt- 


— — 2-54 +... (X -2-2) ‚ 


oder, wenn wir 7 fehr Klein annehmen, und die höhern Poten— 
zen von 4, von der zweiten an, —O feßen: 


; 1 ..; pA,, A 
— — A= — ul K —x + — X X + — 
J Y ⸗ pP * ) p? ( ) p ’ 


— pA,.. 4 
[ev — (X —ı A — (X — x) tr —. 
y—y 5 ( )+tp — — 
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Die Gleichung der dem Punfte (x ‚y) entfprechenden Normale 
war " 
Tya- (ar). | 


Bezeichnen wir die Coordinaten des Durchfchnittspunftes beider 
Normalen durch &, 6; fo iſt 


1 A, 4 
4-5 -αα3, 
B—-y= — >(e-x) . 
Aus diefen beiden Gleichungen muß man a, 4 beftimmen. Durd) 
Subtraction erhält man auf der Stelle: 
'A A 4 
0=pd4 + Sre-9+5 0=zpr+ Erle 2) +2 ‚ 
woraus fogleich | . 
p(i+p®) „___1+P. 
p’ ’ 6 y- p’ ’ 
em HA, peyr u 


7 e 


= e; fo iſt | 
| 3 
e= !(a — x) + Gy = Zu 
Durd) diefe Rechnung findet man alfo, wie aus (11.), für a, 6 
and E die Goordinaten des Mittelpunftes und den Halbmeſſer 


des Kruͤmmungskreiſes für den Punkt (x, „ der gegebenen Curve, 
fo daß man alfo auch mittelft der im Folgenden ausgefprochenen 


Die Entfernung des Punftes (w, P) von dem Punkte (x, y) 


Methode Lage und Größe des Krummungsfreifes einer ebenen 


Curve in einem gegebenen Punkte derfelben beftimmen kann: 


Man laffe ſich die ECoordinaten des gegebenen Punftes um 
beliebige einander entfprechende Incremente verändern, wodurch 
man einen neuen Punkt der gegebenen Curve erhält, fuche den 
Durcyfchnittspunft der diefen beiden Punkten der Curve entfpre- 
enden Normalen, indem man fämmtliche Glieder, welche in 
Bezug auf die in Nede flehenden Ancremente von der zweiktn 
Ordnung find, vernachläffigt, und beſtimme die Entfernung die— 
ſes Durchfchnittspunftes von dem gegebenen Punfte, Letztere 
Entfernung ift der gefuchte Krümmungshalbmefler für den gege- 
benen Punkt der Curve, und der Durchfehnittspunft der Nor- 
malen felbit der Mittelpunkt des Kruͤmmungskreiſes. 

Diefes Princip wollen wir nun fogleic) auf die in (23.) an— 
gedeutete Unterfuchung über die Krümmung der Flächen an- 
wenden, 


25. Die Öleichung der Fläche ſey wie gewöhnlich 


— 
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ix,y,2)=3 =D, " 
und (X, y, 2) fey der gegebene Punkt, Nimmt man diefen 
eh felbft. als Anfang eines neuen dem primitiven parallelen 
Soordinatenfyftems an, und bezeichnet die Coordinaten in Bezug 
auf diefes neue Syſtem durch t, wW, v'; fo ift 
At’+ BU + CV—=0 
die Gleichung einer jeden durch den Punkt (x, y, 2) gehenden 
. Ebene. Man faun, ohne der Allgemeinheit zu ſchaden, immer 
vorausſetzen, daß | 
2 A? +B+ Q@ —=1 
ift, wie leicht auf folgende Art gezeigt werden kann. Iſt nänt- 
lich V der Winfel, unter weichem die in Rede ſtehende Ebene 
gegen die Ebene der tw geneigt iſt; fo iſt nad) Principien der 
analyeifchen Geometrie; Ä | 
— | R 
cosV m — — , 
/ Ya? +B? +0? _ 
Man beftimme nun & fo, daß @aC = cosV ift, wie offenbar 
immer möglich, Weil die gegebene Gleichung der Ebene auf 
die Form | | 
“ aAt’ + aBu’ + colv = 0, 
oder, der Kürze wegen, auf die Form 


für Ar + Bu’ 4 Cv’ — (0 ’ 
fu 
eA=A,ceB—=B,.aG—=C, 


gebracht werden Fan, fo ift aud) 


GC 
‚cosV — — — ————— 
— 
Aber 
C=e.eC=coV\V. 
Alfo 


At + B? + C?=1. 
Man kann folglich immer annehmen, daß die Gleichung 
At + Bu + cv’ =0 
der gegebenen Ebene ſchon auf die Form gebracht ift, für welche 
dfe Gleichung 
Statt findet. 


Sey nun (t, u, v) ein belichiger Punkt der Curve, in 
welcher die gegebene krumme Flaͤche von. der in Nede flehenden 
Ebene gefchnitten wird; fo ift 

At + Bun + Govr=0. 
t, u, v kann man offenbar als Veränderungen oder Incremente 
von x, y, z betrachten, fo daß alfo offenbar auch 
| f(x+t,y+u,z+v)=0 


'A?+B?+ 0 =1 
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feyn wird. Nach * Taylor’fchen Lehrſatze geht 
f(x, y,s)=S, 
wenn x, y,zinx n t,y+u,z+Vv, abergehen, in 
8 7 S: 4 Fe 5 4 ..... 


+ Dar 5 re 
über, fo daß alſo, ‚dad S—=0 it, nach dem Obigen, wenn wir 
vorſtehendes Aggregat, mit Weglaſſung des erſten Gliedes durch 


2 bezeichnen, — 


iſt. Wir haben alſo jetzt die beiden Gleichungen 
A * Bu 4 C20O, Q0. 

Die Gleichung einer Ebene, welche die gegebene krumme Flaͤche 

in dem Punkte (x, y, 2) berührt, iſt nad) (22.) | 


weil offenbar das dortige | 
v—xot, y-yauU,7—ıov J 

it. Eben fo ift nad) (22,) die Gleichung einer Ebene, welche 

die gegebene frumme — > dem un (t, u, v) berührt, 


Dr + u —u)+ Fir -v)=0, 


weil für biefen Punkt die Gleichung 
2=0 
Statt findet. Aus den Gleichungen 
At’-ı Bu’ ; os. 08 0S , 
+ Bu Fur at, ZT “4nVi=0 
Ebene man leicht als nu des Zurchſch itts beiden 
enen: 


3-05 CHA Ani 


——— der gegebenen Ebene laͤßt fich offenbar auch auf 
ie 
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Alt —t) + B(W—u) + C(Vv—v)=0 
bringen, Verbindet man diefe Gleichung mit der obigen Glei— 
‚hung der die frumme Fläche in dem Punkte (t, u, v) berüb- 
renden Ebene; fo erhält man eben fo als Gleichungen des ge- 
meinfchaftlichen Durchfchnitts diefer beiden Ebenen: 

t—t vV—u vov ' 

BR _ ET OR _ ‚RT ‚m — 

vr "du at "ör Au 

Die beiden Durchfchnitte, deren Gleichungen fo eben beſtimmt 
worden find, find offenbar die Berihrenden der Curve, in wel— 
her die krumme Fläche. von der gegebenen Ebene gefchnitten wird, 
in den Punften (X, y, z) und (t, u, v). Um für diefelden Punfte 
die Normalen zu finden, fege man durd) diefe Punfte auf die Be— 
rührenden ein Paar fenkrechte Ebenen, und beftimme deren Durch- 
fehnitte mit der gegebenen Ebene. Die Gleichungen diefer fenf- 
‚ rechten Ebenen find nad) Principien der analytiſchen Geometrie, 
da diefelben durc) die Punfte (x, y, z) und (t, u,v),d. h. 
die erfte durch den Anfang der duch t, w, v’ bezeichneten 
Coordinaten, gehen: 


os _OS\, 88 .S\., as LOS\._ 

IR LOR\. 2, OR\. OR LANE n_ 
(2 * —* -)+(e EA zu )® HAB = ) v)=0. 
Man muͤßte nun die Durchfchnitte der durch diefe Gleichungen 
charafterifirten Ebenen mit der gegebeneg Ebene fuchen, welches 

die gefuchten Normalen feyn würden. Da es nad) dem in (24.) 
aufgeſtellten Princip aber bloß darauf anfommt, den Durch— 
fehnittspunft der Normalen zu finden, welcher offenbar der ge= 
meinſchaftliche Durchfchnittspunft der drei durch die beiden vor— 
hergehenden Gleichungen und die Gleichung 

‘At! + BU + CV’ 0, 
charafterifirten Ebenen iſt; fo kommt es jetzt bloß darauf an, 
aus den drei Gleichungen | 
At’ 4 Bu' + CV’—=0, 


EN 
BE-HN HH ARNO)" 0: 
TERTENGE an „OR\. FIR NV 
— za a Ha B)C -v) =0O 


durch Elimination t, wW, v’ zu beftimmen, welcyes die Coordi— 
naten des gefuchten Durchfchnittspunftes der beiden Normalen 
feyn werden. Führt man diefe Elimination wirflich aus; fo fin= 
det man, da nad) dem Dbigen | 

— A+B+C mi 
ift, wenn der Kürze wegen 


| Berührung. J 12 
EE-5 a 
M=/+ — 
mn) (Has 
gefegt wird: 
RlE- —E 
———— 
arte) 
Nach dem Obigen iſt nun 
2 + (Ft 27.7 — * 
an Hast ro 
X nt (Be Far 7% )t+-. 
Diefe — von 


(Br) 


ER 02 00 

rt’ du’ dv 

müßte man. in die obigen Ausdrücke von M und N’ einfüh- 
ren. Da e8 uns hier aber bloß darauf anfommt, die Coordina— 
ten des Mittelpunfts des Krümmungsfreifes für den Punft (x, 
y, 2) zu finden; fo fann man, dat, u, v offenbar als In— 
eremente oder Veränderungen von X, Y, z zu betrachten find, 
alle Glieder, welche t, u, v in einer höhern Dimenfion als der 
— — vernachlaͤſſigen. Thut man dies; ſo erhaͤlt man 

r lei 


M = (Br — — + (Ct — Av) + (Au—Bt) F 


= (ey-25)1 + (2 - cz) anni 5) 


os 025 0:8 
er 2) u Te Haar ) 


5 028, — 
— az) (get Oy öz Han: )}- 


ıB- I, 
le Inder. Tod: ) 


N=-(+ 
+ 
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Vernachlaͤſſigt man aber auch in der Gleichung 2 = 0 die Glie⸗ 
der, welche t, u, v in einer die erſte überfteigenden Dimenfion 
enthalten; fo wird I .. 


05 
i rgutgr=0. 


— 


Aber 
At+Bu+rCr=0. 


Alfo, wenn man immer eine der drei veränderlichen Größen 
eliminirt: 


t 
BEE” TEE" ,0S „08° 


BE-05 05-15 Ay-5% 
08 a 0oS ,08 

un Eh „ARTE, 
" B ch TS 8 
—2 02 F 


Fuͤhrt man nun dieſe — von u,.v in den Bruch J ein, 


und hebt £ im Zähler und Nenner auf; fo ergiebt ſich nad) 
leichter Reduction, wenn der Werth ‚Dieiee Bruchs, welchen der= - 


felbe auf diefe Weife erhält, durd) I 1 bezeichnet wird: 


98 05 98 98 98 08Y 
— (3) +) 


NIT RS SEES OT EEE 
J— 
+(02-15) r[a-2 — 23 


0S - , 0S\? 025 085 „OS\/n0S „OS\ 025 
+(A Fer) 32 +2(B 55) CAR), 


Alſo, wenn jeßt die Coordinaten des Mittelpunfts des Kruͤm— 
mungsfreifes des Durchſchnitts der gegebenen Ebene mit der ge= 
gebenen krummen Fläche in dem Punkte (x, y, z) durch «’, 
8 y bezeichnet — ‚ nad) dem Obigen: 


En NIS _, Aan+Bg + ca}, 
ns 18, 608 
= — Kren+cH | 
* ds , „as 

7 wis — (agrsrc))- 


Diefe Coordinaten beziehen fich auf das fecundäre en Des 

ziehen ſ ich @, 8, y auf das primitive Syſtem; fo il 
e=ita, fsytrf,yserr; 

alſo 
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- 0S os 
= irn * AA rg+ch Sn 
— OS. eS , 98 
Per (43 ar ren) 


122 + vn -C (+25 2 Fl 
Dezeichnet endlich E den Kruͤmmungshalbmeſſer; fo ift nach (24.) 
e? = 3 + ß'? 4 — 


05\? OS\? OS\2 
(=) +(#) +(2) 
NZ Hasmaoylanınn+ch) : 


os — — 
— BS— 
2003 nt cz) 


a | Zen 
- (1 +35 ca) 
66 


M’: „[0S „(08 oS 
| ee Ä 


l 
| 


open 
on + ($) —2CA el) 
+2(5) —24B. = B⸗ 6 


RR) HERE HOEET. 


ds Os OS _0S\2 1/08 Ja 
EEE HR 


oder nach dem Dbigen 
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BE 2 IC CHIC 21 


A ar —— 


> 


und 
er rar rch)| 
fG&- er. + (OA) — 
TEN +35 + > ES 
CHEN: Ar TER 


"a" * — 
— 


ae=x+ 


p=y+ 


4 08 „08 
-c (4% 4B +, f 
505. 08 08 „8 08 5 08 

"Tre —3 3) +(c5- Az) + (A5- 2 
Hierdurd iſt * * und Groͤße des FRE 00 für 
den Punft (X, Y, 2) der gegebenen frummen Flädye und. die 
Eurve beftimmt, im welcher diefelbe von einer durch den Punft 
(x, y, z) gelegten, und durch die Gleichung 

At! 4 Bu' + C’=0, 
oder | 
A(X—x) + B(y—y) +C(!—z)=0 
charafterifirten Ebene gefchnitten wird, voransgefeßt, daß diefe 
Sleichung auf eine ſolche Form gebracht worden iſt, daß 

Aa + Be 4- Ci 
iſt, welches nad) den Dbigen immer angenommen werden fann, 


26. Wir haben die vorhergehende. Rechnung abfichtlid) ſo— 
gleich in größter Allgemeinheit geführt, und find dabei vorzüglic) 
Gergonne in den Annales de Mathem. T. XXI. p. 217, 
gefolgt. Einfacher fällt die Rechnung aus, wenn man annimmt, 
daß. die Gleihung der krummen Fläche unter der Form 

z=f(x,y) 
gegeben iſt. Die diefem Falle 'entfprechenden Formeln ergeben fich 
o den gefundenen allgemeinen Formeln leicht auf folgende Art. 


Man etze 1 7 
j S=z3-—-f(x,y)=0; 
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fo ift 
os _ . Alx,y)__ d_ 
Bart e-zr- 
os ‚Ol, y) _ 02 _ 
os _ 
um! 
0?S _ ol; y) 0:2 _ P 
ie u Sue; 
025 — o®f(x, y) oe⸗ — 
ein men 
Ss _ 
3a: = 
025 _ @®f(x, N _ Oz 
x0y xy yo 
des TER 
x02 0z20x ; 
0:5 Hl, y)_ og 


Oo Ay. — 
Alfo, wenn wir jeßt der Kürze wegen für A, B, C die kleinen 
Buchſtaben a, b, e einführen, wo aber wieder 
+ br mi | 
if, nad) (25.): 
I(b-+ eg)? + (atep)® + ——— 
AA — 2(b+eg)(a+cp)s 


| \ ‚ku, .1 5. 1... Gar.) SORBRRERNE 

a = X m — nn —— 

Veb+eg)? + (atep)? + (ag—bp)® 
eig—b(ap+bg—c)} 


PEITYTDFe® Faro" r ger 
— ell+clap+bg—e)! 


Yeb+eg)® + (a+cp)? + (ag—bp)® 
Ganz vorzäglic) — iſt die Betrachtung der normalen Schnitte 
der krummen Flaͤche, d. i. der Curven, in welchen dieſelbe von 
Ebenen geſchnitten wird, die durch die Normale der krummen 
Flaͤche in dem gegebenen Punkte gelegt ſind. Die Gleichung der 
ſchneidenden Ehene iſt nach dem Obigen 
a ( x x) +b(y—y) +c(!—z2)=0, 

und die Gleichungen der Normale find nad) (22.) 

x —- xı= — p(!’—z), y-y=— qy(7—z). 
Folglich ift für jede durch die Normale gelegte Ebene 

— ap—bgq+rc=0, p+bg—c=(0. 
Folglich für die normalen Schnitte, weil 
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(b++cq)®? + (a+cp)? + (aq— bp)? 
= (b+cg)® + (a+cp)* + (ag—bp)? + (ap+bgq—c)? 
= (a +b?+c)1+-p+?)=1rp’+qQ? 
it: 
en (1+p® 492 | 
— (b+cg)’p +(arep’gq — 2b replareps’ 
—— 
Yırprq 
— 
e 
Here 


Man kann E auch nod auf einen andern Ausdruck bringen. 
Nach dem Döigen ift nämlich 
(b + eq)? +(a+.cp)? + (aq— bp)? 
*7 +eg’p+t(ar cp)” 2 ‚> + cq) (a+cp)s 
oder der Kürze wegen 
| e=Kfi+p+q 
Ar 7 BE 2 
(b+cg)? + (atep)? + (aq—bp)? 
— (b+cg)? +(a-+ep)? +|(a+cp)qg— (b-+eg)p!? 
= (b+cg)?(1+p) —2(b+eg)(arep)pg +(atep)(i+qg?. 
Alfo, wenn man Zähler und Nenner von K dur (b+cg)? 
dividirt: 


e 


—2 


Yırpırtq®, 














at cp +cp 
1+p? Eger en. 
X 
— POP a-+cp 
Ze Tr AN Tr 
d. i. für 
atrcp _ 
- aa: 
„it: + 2pgX + (+q)R 
== p +2sX+ q’xX? de 
und, | 
oe=KYirpitrg 
op 
ea X — — — 
Yırpra 
— J 
— — 
13224 —— 


oder auch 
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e — Ki +p’+gq? ‚ 


a=x—Kp, 
#=y-.Kqg, 
y=ı-+K. 


Setzte man, wie gewoͤhnlich geſchieht 
e=— Kfirfptg; 
fo wäre was 
ee 20H 
Yırpra 

= eg 
ß y + Yi+p+g ’ 
Y=2— < 


ey -— —9 
'Yırp+p 


a=—= x + 





” 


zu feßen, -» | — 
Bir wollen nun zunaͤchſt die vorher durch X. bezeichnete 
Größe naher beſtimmen. Nach (25.) find die Gleichungen der 
derührenden der Curve, in welcher die krumme Släche von der 
gegebenen Ebene gefchnitten wird, in dem Punkte (x, y, z): 


tt $ u u. IE 


d. i. 
x —x — y—y 2 — 2 
b+cgq „at cp ag—bp ’- * 
WERE SE a+cp F ENGEN aq ⸗ bp BR 
y-)= aaa" x), !?—z = ern, (x —-x). 


Die erſte diefer beiden Gleichungen ift die Gleichung der Pro— 
jection der im Rede ftehenden Berührenden auf der Ebene der 
xy,d i. die Gleichung Der. Berührenden der Profection 
der Curve, im welcher die frumme Flaͤche von der gegebenen 
Ebene gefchnitten wird, auf der Ebene der x’ y in dem Punkee 
(X, y), wie leicht erhellen wird. Denft man fich alfo diefe 
Projection durch eine Gleichung charakteriſirt, ‘fo hängt y von x 
ab, und nad) (3,) ift | oo. 


a-fcp . dy 
b+0gq 0x” 
Alſo auch 
— ei 
. OX 
Folglich 


Oy\? 
1+p°+2pg 7 +(1+9)(2) | 


u Pr2atg 2) J 
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eo = KYÄirp+q 5 





ua=>x — ep ’ 
Yi+p®rq 
B=ey-—JI—, | 
Yırp+rq 
D + E “ 1 
— 2 — — ⸗ 
‚ NYırprq 


‚Die Lage der Ebene, von welder man ſich die krumme Fläche 
gefchnitten denft, wird offenbar durch die Größe X beftimmt. 
Mir wollen jegt die normalen Schnitte fuchen, welchen in dem 
Punkte (X, y, 2) der größte und der £leinfte Kruͤmmungshalb⸗ 
meffer entfpricht. Man nennt diefe Schnitte die Eurven der 
größten und der Fleinften Krümmung in dem Punkt (X, Yı 2). 


27. Man fieht leicht, daß man, um die Curven der größ- 
ten und kleinſten Krümmung zu finden, bloß 
| OK _ og 
oX — 
zu ſetzen braucht. Es ift nun | 
K(p+23X+gX2) =1rp? +2pgX + (1rg?)X* 
Alfo, wenn man nad) X differentirt: 


K(2s +24X) F | 
. Kim 2% 2A 2)X 
und folglich, wenn man 
KL 
I, 
fest: — 
J X(2s 429X) - 224 2(144x 

woraus | | 

DE — 

| ir? —Kq ' 
oder | 


PO Lk Wi | 

| stgX | 

Man kann ſowohl den Werth von K, als auch den Werth von 
X in die Gleichung | | 

K(p+23:X+gX?) =1+ p?+2pgqX + (1+g?)X? 

einführen, Thut man das Erfte, fo erhält man die Gleichung: 
0 442) s- paꝙg IX? + 4 42) —+P)TIX 
| — (i+p)stpp 
Thut man dagegen das Ziveite, fo ergiebt ſich: 


=0. 


x 


1+pP?—Kp)i+Q?—Ka) — (py—Kpri+l-Kky=o, 
(1+p?—Kp)(1+g?—Kqg’) — (pg Ks)? = 0,‘ 
Fi—r)K, — HP) -2pge + IHK, 
i u En | en 
Da nım | 
| =KYI+Pp’+g: 
it; fo wird — — 


+ i+pP+qQ?) 


P— 2) —FÜi+P)g—2pgs +1 + P)pli+p? + ve - 0 


Setzt man | | | | 
pi—s=e, (1+p)Y—2pg + (I+ 2? )P =ß, 

— 14 p * 93 3723 
ſo iſt | j 

eK? — fK+ Y2?=0, 

woraus fich leicht ergiebt : 

x PEN Pay? R 

2a 
By + xYB? — 4oy? 
2% y 

Da man hier zivei Werthe von o erhält, fo muß offenbar, da 
es immer nur ein Größtes und ein Kleinftes geben kann, der 


eine Werth einem Marimo, der andere einem Minimo des Kruͤm— 
mungshalbmefferd entfprechen. X wird ebenfalld durch eine qua— 


e= Km 


dratifche Gleichung beftimmt, fo daß es alfo auch immer für X 


zwei Werthe giebt, welche den Curven der größten und Fleinften 
Krümmung in dem Punkte (x, y, z) der frummen Släcye ent: 
fprechen. Lißt man, wie offenbar’ verftattet ift, die Ebene der 
xy mit_ der berührenden Ebene in dem Punfte (x, y, z) zus 
ſammenfallen, und nimmt diefen Punft felbit als Anfang der 
Coordinaten an; fo iſt | 

x=0, y=0,.2=0, 


und die Normale fällt mit der Are der z zufammen. Die Glei- _ 


dungen der Normale find aber nad) (22,) 


x ı=— p(7—-2),,y—y=—q(z-2). 


Alfo 
"= —p, y=-— qrfi. 
Solglih, weil die Normale mit der Are der z oder .z’ zufam- 
menfällt,, offenbar auch 1J | | 
p=0, gq=0. 
Alſo in Bezug auf das neue Coordinatenſyſtem 
X2 + (P—gJ)X—s=0, 
x? + -ix-ı=0. 


Supplem. zu Klügels Woͤrterb. J. J 
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Bezeichnen X’ und X” bie beiden Wurzeln diefer Gleichung, ſo 
iſt nach einer bekannten Eigenſchaft der Gleichungen 

xx” =—-1, 1+-XX=0. 
Sind nun 9 und 9“ die Winkel , welche die Berihrenden der 
Eurven der größten und Fleinften Krümmung mit‘ der Are der - 
x einfließen; fo ift nad) (26.) und (5.) 


Ä tang Yy=R,tangpy"—= X’. 
Alfo 


Aber befanntlich 
cot g— gy)= 


1 + tangy’ tangp” = 0. 


1 +tangg tanggp” 
tangp — tangp 


olglich 
eot ( -) 0, -9900. 


Hieraus — ſich das merkwuͤrdige Theorem, daß auf jeder 
krummen Flaͤche die Curven der größten und klein— 

ſten Kruͤmmung fuͤr einen beliebigen Punkt der 
ide ſich un durhfchneiden oder auf ein 
ander ſenkrecht find, 


Hiernach ift es verftattet, die Beruͤhrenden der Eurven der 
größten und Fleinften Krümmung in dem gegebenen Punfte der. 
Fläche felbft al8 Aren der x, y, diefen Punkt als Anfang der 
Eoordinaten, die Normale in demfelben als a der z anzuneh⸗ 
men. Dann ift wie vorher 

x=0, y=0, 20, — q=0. 
Die eine der beiben 2, X, ift unter diefer Voraus⸗ 
ſetzung offenbar immer — 0, die —— unendlich. Aus der 
Gleichung 

x? 4 (P—g)X—s=0 

ergiebt ſich augenblicklich s—= 0, wenn man X, welches uͤber— 
haupt die Werthe X’ und X” repräfentirt, 0 feßt. Bringt 
man die Gleichung, wenn X unendlich) groß ift, auf die Form 


+1 _.=0; 


ſo — man ſich leicht, daß hieraus auch s=— 0 folgt. 

Denft man fich nun eine beliebige Ebene, welche, durch die 
Normale gelegt, mit der Ebene der xz einen beliebigen Winfel 
V.einfchließt, und bezeichnet den Krümmungshalbmefler des von 
derfelben gebildeten Schnitt, wie gewöhnlich, durch E, den 
größten und kleinſten Krümmungshalbmeffer aber durch E und 
eo; fo ift 208 dem Obigen fuͤr die in Rede ſtehende Ebene 

X = tangV; 
alfo nach (26.), weil 
p=0, 9 y=0, s=0 

ift: 
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— _1+tangV? 
Pr gtangv: 
1 


| Fo p’cosV? „+ g’sinV? ' 
Folglich auch | 
er 1 
| e eos V? + genva? ’ 
da unter den obigen Vorausfeßungen 
no. i+P’ +? =1 | 
ifl. Nehmen wir num an, daß die Are der x der Beruͤhrenden 
* a. ” — — | ya gt fo ift fir den 
grögten. Kruͤmmungshalbmeſſer V = 0, für den fleinften dase- 
gen V == 90°, Ylfo u en 
e eiget, 
Pe 
Folglich 
— ee 
— 0” cosV? + e’sin v2" 
Mittelft diefer überaus merkwürdigen Gleichung fann o jederzeit 
aus dem größten und fleinften Krümmungshalbmefler und dem | 
Winfel V berechnet werden. | Bu 
Setzt man 


cosV? = 
fo wird 


en, sinV2 — — 


| Ä e He — lee" )cos2V 
SQ, der dem Winkel V 4 478 entfprechende Kruͤmmungshalb— 
mefler; fo ift | | 
J — 
e+e + (e—e")cos2V * | j 
— ergiebt ſich ſehr leicht die ebenfalls ſehr merkwuͤrdig 
leichung 


4 1 _.1 1 


eg, = 





Sind r.und r, die zwei andern beliebigen auf einander fenfrech- - 
ten Ebenen entfprehenden Krämmungshalbmeffer; fo ift eben fo 


Alfo ift immer 


1.1 1.14 
a 


wo Q, Q, zwei ‚beliebigen auf: einander fenkrechten, r und r, 
jwei andern beliebigen auf einander fenfrechten Ebenen ent- 


Iprechen. 
2 


132 a: . Berührung. 


Sir V—450 wird 
EEE Le 
ne rteetet? 
Sind R und R, die Krimmungshalbmeffer, welche zwei Ebenen 
‚entfprechen, die auf beiden Seiten der Ebene der größten Krüm- 
mung gegen diefelbe unter den gleichen Winkeln V geneigt find; 
ſo iſt 


nn 200” 
R — e te —(g—e”)cos2V >) 
R — IJ 200” 
. — — 0” — (0 —e”)cos2(?2n —V) 
200" 


— EEE ET RT 

olglich immer | 

5 a „ R=R, » ! 

Die Ebenen, welche gegen die Ebene der größten Krümmung, auf 
beiden Seiten unter einem Winfel von 45° geneigt find, kann 
man mittlere Krümmungsebenen nennen. Sind R, R 

die Kruͤmmungshalbmeſſer, welche Ihe gegen. eine mittlere Kruͤm⸗ 
mungsebene auf beiden Seiten derſelben unter den gleichen Win— 
keln V geneigten Ebenen entfprechen ; fo iſt 


1 _e+e” — (d—e”)c0s2(45° +V) 
3 — 2 22 


ee Ä 
_ e+e" + (d—e”)sin2V 
zu 20'0” : 
1 _ e + 0" — (0 —e”")cos2(45°— V) 
Ren, 20’ 0” 0 
BE ee ed ALLE 


eg? 
an 1 1 1,1 

at - 4 + — | 

Man fehe uber diefe Relationen und uͤberhaupt über die Krümmung 
der lächen eine Abhandlung der fcharffinnigen Mademoiselle 
Sophie Germain,ju Paris in Crelles Journal B. VII. 


S. 1. Einige Bemerfungen zu diefer Abhandlung f. m. im Bul- 
letin des sciences mathem. Janvier 1831. p. 17. 


Iſt, wie vorher, o der dem Winfel V, og, der dem Winfel 
a entfprechende Krümmungshalbmefler, fo iſt nad) dem 
bigen VE | 
g 1 oe’ +e" — (e —e”)cos2V . 
" ’ 


— — 


e J 200" | 

1 __e+e" + (ed —eo”)cos?V 

ar ee — — 
Cı j 20 E , . 4% 


Bezeichnet hun_r einen andern beliebigen dem Winfel V + V’ 
entfprechenden Krümmungshalbmeffer ; fo ift 


\ 
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‚m 


= — 


e 
e +e"— (de —e’)cos2(V+V’) 
Aus den beiden erſten Ausdruͤcken folgt: 
1,12 .1,14 


und hieraus . 
— 2op, cos?2V 
em ne + (ei te)cos2V ’ 
. 20p, C0s 2V 
mer (ei +e)cos2V ’ 
— do? o2cos2V2 
ET Te —e)? — (a, + E)? 0052V? ’ 
I App, (0, —e)cos2V __ede (le —e) 
— Ce — — (e, +e)?’cos2V?” ep, cos 2V u 
— dee, (e, +e)cos2V? _ delete) 
(eg, —e)? — (gı te)? cos2V? 09: 
Alfo 
2og, cos2V 


"FF en )es2V — (eg, Jessz(VFV) 


W. Mir wollen jetzt annehmen, daß die gegebene krumme 
Slähe von einer beliebigen dur) den Punkt (x, y, z) gelegten 
Ebene gefchnitten werde. Der Krimmungshalbmefler des Schnitte | 
y=_. Man nehme die fehneidende Ebene als Ebene der x’ y 
eines neuen Coordinatenſyſtems an, in Bezug auf welches wir 
die Eoordinaten des gegebenen Punktes durch t, u, v bezeichnen 
wollen. Der Neigungswinfel der gegebenen Ebene gegen. die 
Ebene der xy fy= 9, ihr Durchfchnitt mit der Ebene der xy 
ſey die Are der x, und zugleich wollen wir, welches offenbar 
verftattee ift, annehmen, daß die beiden Syſteme der x, y, z 
ud x, y, 2 einerlei Anfangspunft haben. Der von der Are 
der x und der Are der x eingefchloffene Winfel ſey — . Un⸗ 
ter diefen Vorausſetzungen ift nach dem Artikel Coordinate (21.) 
i. d. Z., da das dortige @ hier offenbar =0, und auch v0 
ju feßen ift, wenn man die pofitiven neuen Coordinaten in Be— 
jug auf die primitiven fo nimmt, wie a. a. O. in IV: 

x =tcosy — uc0s@ siny 
y=tsiny + ucos® cosy 
z=usin®. 
Alſo 
Ox = cosydt — cos Osin ydu 
Oy = sinwöt + cos®cosp du 
0z = sinYQdu . 
Sehen wir nun wieder die partiellen Diffentiale  , 


’ 
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Oz 02 
i = Pr öy =g5 
fo ift befanntlich, 
nn da =pöx + gdy. 
Folglidy nach gehoͤriger Subftitution =. 
sin Odu=p (cos y dt— cos @sin ydu)-+q (sin ydt-} cos ® cos y du) 


du _ pcosw--gsiny 
dt “ sin® + pcos®siny — gcos®cosy " 


Nach (11.) if | i 
+) | | 
e ü 2 . 

* 


Man muß alſo noch Fe entwickeln. Der Einfachheit wegen 


wollen wir aber wieder die berührende Ebene der krummen Fläche 
in dem gegebenen Punfte ald Ebene der xy, den gegebenen Punkt 
felbft als Anfang der Coordinaten, und die Ebenen der größten 
und kleinſten Krümmung in diefem Punkte als Ebenen der xz 
und yz annehmen, wie in (27.); fo ift | 

p=0, 9yq=0, s=0. | 
Alfo für diefes Syſtem 


du 
dt = 0 ) 
Entwickeln wir nun im Allgemeinen a ; fo ergiebt fich Teiche: 


(sin 9--p cos ® sin Yy—g cos 9 cos) (cos vi + sin v3) 


au —(pcosy-H-gsin y) (cos Bsinya — c05@ cos v8) | 
A Tan F poos Gsiny — ge GesyE 
Folglich in Bezug auf dag neue Coordinatenfyftem, für welches 
pad if: 
ou cos vo +sinyzl 
6? 7 sin 


Aber 
| Op _ Op dx _ Oz dx _ ‚x 
Kai m Pa’ 
0q _dg dy _O?z dy _ „Oy 
| aramarin 
und nach dem Dbigen, weil 
ug 
IT 
iſt: BE 


x 
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— õy * 
Te EEE Z 
olgli | | 
5 ö 9 Op ⸗ og ”. 
zzpeoy, m =gqgeiny; 
Oru _ P’cosy? + q’siny 
tr — sin ® i 
Alſo | \ 
— sin ® j 
Se pcosy? + q’siny? * 
Nach (27,) ift aber 
, 1 1 
| pz=z-+,9=-. 
e e 
Alſo 
= ee sin ® 
——— cos ꝰ + eo’ sin? " 
dur einen normalen Schnitt it O=90°%, y=V (97.). Alſo 
* ee" . . 
ee ge" cosV? + e’sin V? i 3 
ganz wie in (27.). Die obige allgemeine Formel für E rührt 
nad) Lacroix (Traite du calcul diff. et du calcul int. T.1I. 
Paris 1810, p. 580.) von Meusnier ber. 


29. Zu den ſchon oben und Thl. TIL. ©. 400, angeführten 
Schriften fügen wir hier nur noch die Lehrbücher der analytifchen 
Geometrie von Brandes (Leipzig. 1822.) und Littrow 
(Bien, 1823.), und Puissant Recueil de diverses propo- 
sitions de Geometrie. Paris. 1809. p. 365—422. worin die 
Schte von der Berührung und Krümmung fehr- einfach und deut- 
lid) vorgetragen if. Cauchy Exercices de Mathematignes 

ivr. 5. (Sur un th&or&me relatif au contact des courbes) 

ud Livr. 7. (Sur les divers ordres de contact des lignes 
et des surfaces).. In gewiſſer Verbindung mit gegenmwärtigem 
Irtifel ficht auch der Artikel Cauftifhe Slächen und Linien 
i. d. Z., auf den wir alfo bier verweifen. ine artige Anıvens 
dung der Lehre von den Berührungen f. m. in dem Programm: 
he es Spaeroidum (Lips. 1831.) von M. W. Dros 
iſch. | 

0. Ganz neue Anfichten über die Kruͤmmung der Flächen 
enthält die wichtige Abhandlung von Gauß: Disquisitiones 
generales circa superficies curvas. Gotting. 1838. Einen 
Auszug aus diefer Abhandlung. hier in der Kürze zu geben, iſt 
nicht wohl möglich, fo viele intereffante Unterfuchungen -diefelbe 
aud) enthält. Alles folgt in derfelben aus zwei neuen von Gauß 
eingeführten Begriffen: der ganzen Krümmung und dem 

aaße der Krümmung oder der. fpecififhen Krüms 
mung einer krummen Zläche in einem beſtimmten Punkte derfel- 


r 1 
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ben. Am wichtigften ift der Anhalt diefer. fchönen Abhandlung 
aber für Geodäfie und fphäroidifche Trigonometrie, fo daß es faſt 
fcheint, daß Gauß's große geodätifche Arbeiten derfelben dag 
Dafeyn gegeben haben. Der Berfaffer diefer Zufäge hat ihren 
ganzen Anhalt, mit Erläuterungen und Zufägen, in feiner Sphae- 
roidischen Trigonometrie. Berlin. 1833. 4. wiederzugeben 
verfucht, auf welches Werf daher bier zu verweifen erlaubt feyn 
mag. Die Abhandlung von Gauß nal an mehrere fehr ele- 
gante fpecielle Säge über die frummen Flächen, und iſt ganz. 
geeignet, die Genauigkeit gegdätifcher Rechnungen zu erhöhen, 


Beſtimmtes Integral. 
1. Wenn man das unbeftimmte Antegral SRaxı wo X 


eine beliebige, ziwifchen den Gränzen x=a, x—=A fletige, Fun- 
ction von x bezeichnet, fo beitimmt, daß es für xXa verfchwin- 
det, und dann X—A feßt; fo nennt man den dadurch hervor- 
gehenden Werth des — unbeſtimmten Integrals ein bes 
ſtimmtes Integral, und bezeichnet daſſelbe durch) 


Sr. 


Indeß find auch | 


f | 
A a x=a 
Sr. [x [x [:] ; Ss% 1:1 Ä 
leicht verftändliche und in diefem Wörterbuche zum Theil ſchon 


zuweilen angewandte Bezeichnungen. In dieſem Artifel fol die 
= Bezeichnung durchgängig gebraucht werden. Man fagt auch, 
da : 


A 
der zwiſchen den Graͤnzen x—=a, x=A genommene Werth des 


unbeftimmten Integrals J%x fey, ein Ausdruck, deffen eigents 
liche Bedeutung bald näher erhellen wird. 


2, Um alfo ein beliebiges unbeftimmtes Integral f Xox 


zwiſchen den Graͤnzen x—=a, x—=A zu nehmen, muß man nad) 
dem Vorhergehenden diefes Antegral fo beſtimmen, daß es für 
x=a verfhivindet, und dann x—A feßen, Nehmen mir nun 

aber an, daß f(x) die Function fey, welche man erhält, wenn 


. man JR fo beftimmt, daß diefes Integral für x==a ver- 
ſchwindet; fo ift nach (1.) 
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Sr = f(A). 


Allgemein ift, wenn C eine beliebige Conftante bezeichnet, 
| — =0.+ C. 


Folglich, wenn man x—=A feßt: 


— = =f(A)+ GC, 

(x=A) 

und, wenn man x a feßt: 
Xix=f(a)+C. 


(x=a) 


Alfo 
xox — Jr = = f(A)—f(a). 


(x=A) ı/ (x=a) 


Da aber nach der Vorausfetung f(x) die Function if, welche 

man erhält, wenn man dag Integral [xx fo beftimmt, daß 

es fuͤ x—a verſchwindet; fo it f(a)=0, und folglich: 
12 — /Xox=f(A). 


x—A) (x=a) 


Alſo nacy dem Obigen: 


N. = xar — [x0r . 
(x=—A) (x=a) 


Man fann das beftimmte Integral 


Si % 


auch fo finden, daß ‚mon in dem unbeftimmten Integral 5 Xox 


weft xA, dann x—a feßt, und den Merth von 
* erſtern ſubtrahirt, welches in den meiſten F 
Zweck fuͤhrt, als die Anwendung der erſtern Methode. 

3. Nach (2.) iſt: 


A t 
IR; xox = [xx — [xöx 
(x<=A) (x=a) 


FR Xx= nz Xöx — — 


Folglich immer: 5 | 3 
| "x =0, 
Safe 


S#=-]%- 
a A. 


oder 


len leichter zum 


* 


R 
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4. Um Nichts unerläutert zu laffen, ſchalten wir hier fol- 
gende Bemerfung über die Summirung der pofitiven ganzen Po— 
—— natuͤrlichen Zahlen ein. Nach dem binomiſchen Lehr- 
ſatze iſt: | 
| (x + 1 Jr — xeHzaxr + Bari 4 Cxr-2 4 ...+Px+Q. 

Zolglih, wenn man nad) und nah x—=1, 2, 3,4, 5, .... 
feßt ; 

ZH — IH A. I4 B. Am + Ct +.. + PA 

IH — HA + Be C.2-2 + ...+P.2 

Art — Beh A,3r ap B. 3-i 4 C.37—2 +... + P.3 
(x4 M —A A. x4 B. + C.x=2 2 ..%+ P.x 
Setzt man nun allgemein 

7 +2r.- 37 +... em Ike, 
und addirt auf beiden Seiten der Gleichheitszeichen; fo erhält man: 
AIMI - 1m Au + BEe—i ch... + P&x + 0Qx. 

nn dem binomifchen Lehrſatze ift aber bekanntlich A=r-+1. 

ifo | 

(+1) + 1) —1— BERt-1  CIxt-2— ,— PISX— 0x. 
Folglich für r=1: 

2%x=(x+1)? —1— Qx. 
Nach dem binomifchen Lchrfage aber Q—=1. Alfo 
22x = (xı+1)”? -—1— x x2 + x 
2x = 4x? + (.)x, 
wo (.) einen gewiſſen beftimmten Coefficienten bezeichnet, auf 
deſſen befondern Werth es jeßt weiter nicht anfommt, Fuͤr —2 
findet man leicht: 
32? = (x+1) —-1—(.)2x — (.)x) 
=x’ + (.)? + (.)x 
2x? = 4x° + (.)x? + (.)x. 
Geht man fo. weiter, fo findet man allgemein: 
1 ’ 

ze =, jet + (.)x + amt +... + (.)x. 

5. Man nehme nun an, daß a<A, folglich immer A—a 
pofitiv fey, und fege A—a=ni=«, wo wir annehmen, daß 
n eine pofitive ganze Zahl fen, welche beliebig groß, i alfo, wel— 
ches ebenfalls poſitiv ift, beliebig Flein genommen werden kann. 
gerne fy X=gy(x), und N | | 


Y = [xös = [six).0s A 
Die Summe 


gatd.i+ gakA).it gatWir..Foarm)i : 
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bezeichne man durch S, fo wie die Summe 
Ya)it gari)itgyati)ir.. + yplart ma 
durch 8. 


re Entwickelung nad) dem Taylor'ſchen Lehrſatze findet 
man kit: 
u de ie — er LET 
—- —J — 


+ 9la).i + — * +. MR + 


= p(a). ni ee, = — Sl), Done 
— i⸗ 
"dar 1.2.3 u 
= eta).niy ET, 2 + nf 


je + om + cn]. 


+ Re alte tom+ Om + anf 


+ 








=9(a).ni+ 80 —2 (.)ni. i 44 


+20 Hay + (ati mer]. 


1.2 
+2}; mi) ai im? irHoni.ie 7 3 
A GT 
= H(a).o + EEIOTRR + Oel. 
+ Gehe er 2207. Dr \ 


09a 


+ —— )% set Jeritl)eri? + Se lb: 
Nach * Are ift nun | | 
0?Y __dy(x) O3Y 0?9 (x) 
=), a7 ren. 
Alſo, wenn man 





1 
1.2.3 


Az xt (A—x) 
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| feßt, Ka dem Zaplorfen Lehrſatze: 
_ 0X — 0?Y (A— x)? 
Y — 5·—* ..... 


(x=A) 
Eat na un a 





——— 

_Y- px) (A—R)? | Mpx) AR) 

—* apa. + 3 te T. 1.2.3 
u re 


und folglich), wenn man x=a ſetzt: 
— 0 (a) um — yp(a) (A—a) 


— ee re ve ee 
ee BEE 
2 0? a3 
BER TERN ION — TORE N — 


Aber —— .0x. Alſo nach (2.). 


Y—Y = f"sa= [vn-% i 
(x=A) (x=a) a a 


Folglich 
— 0? a? 
Nena. er. ae. 53* 


Denkt man ſich nun die oben gefundene Summe S nad) Poten⸗ 
gen von i entwickelt; fo erhält man fogleid): 


8 ꝙ () . õx + Li + L,i? + Li? + L;i? + 2... 
=/, Xxk+Urbi+Li’ + Lie +. 
wo die Eoefficienten der Potenzen von 1 bloß von a und @ ab- 


hängen, 
Ganz auf ähnliche Weife ne man 


= Yy.i 
ER 
#y@ir? DEE HOFER — | 
en — 


. . 0 0 7 81 82 8 8 8 8 —* 


— a RE lan, 
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I za + FD. say: 


3 34 
— 10 2a): — 


= p(a).ni + 





Aber nach (4.) 
20-1 = EHEN tu EN HIN, 


woraus, wenn man ſich die Potenzen entwickelt denkt, ſogleich 
folgt, daß A(x — 1) die Kom | 





ZEN SRH HIHI ru TH) 
hat, fo daß naͤmlich dag fegte Glied conftant iſt. Man hat alſo 
s = p(@).ni + hm + on+ch] 


+ ne LE —— 


+ er as tern + Om + On+ | | 


+ . * ‘ . . .02 8 8 8 0 0. 
woraus man ganz wie vorher 


J BR 
5’ =/ p(8).dx + Li + Li? L,;i® L, i + ..... 
— 





A 
= TV. Xx + Li+ L.ia + LE 4 Leis nn. 
a 


erhält. Die Eoefficienten der Potenzen von i hängen wieder bloß 
von a und a ab. | 


Der Kürze wegen wollen wir 


s=-[rara,s=j'xuro 


fen, wo 2 und 2 Sunctionen von i find, welche fuͤr i —0 
verſchwinden. St nun XX9 (Xx) eine ſtetige Function vonx, 
wenigſtens zwiſchen den Graͤnzen xxa, Xe A, welche alſo auch 
zwiſchen dieſen Graͤnzen nie unendlich wird; fo kann man ſich die 
Werthe von X zivifchen dieſen Graͤnzen als die rechtwinklichen 
Ordinaten einer Be denfen, deren Abſciſſen die entfprechenden 
Werthe von x find. Theilt man das Intervall A—a in n gleiche 
heile, deren jeder =i iſt, zieht durch jeden Zheilpunft eine Or⸗ 
dinate der Curve, und durch die Endpunfte aller Drdinaten Pa— 
rallelen mit der Abfeiffenare bis zu den Drdinaten, welche der 
Drdinate, durch deren Endpunkt die Parallele gezogen worden, 
zunaͤchſt liegen; fo erhält man zwei Reihen von Nechtecken, deren 
Summen, wie leicht erhellt, = S ud = N find. Die 


eng 
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- Summen diefer Rechtecke Ändern fich aber, wie ſogleich in die 
Augen fällt, ftetig, wenn i fich fletig Andert; alfo werden auch 
S und S ſich ftetig aͤndern, wenn A ſich ſtetig Ändert. Fuͤr 


ft 
| Sa+e= fx, 
Sa +0= fx. 


Laͤßt man nun i von Null an fich fletig aͤndern; fo andern fich, 
wie wir fo eben gefehen haben, 


| So + am [x +0 
"gleichfalls ſtetig von JS: a Xõx an, und es müflen ſich alſo auch 


2 und 2 von Null an ſtetig Ändern, wenn i von Null an ſich 
ftetig Andert. Hieraus folgt nun auch umgekehrt, daß i immer 
fo flein angenommen werden kann, daß 2 und 2 ver Null be— 
liebig nahe fommen, oder daß, wenn man nur i flein genug ans 


nimmt, S und IS’ dem beflimmten Integral I: Axor beliebig nahe 


ebracht werden fönnen, woraus ſich ferner das folgende für die 
Score der beitimmten Integrale überaus wichtige Theorem er= 
giebt: | I 

Wenn aA und die Zunction X zwifchen den Gränzen 
x=a,x=A fietig iſt; fo ift das beſtimmte Integral S Axor 


die Summe der Producte, welche man erhält, wenn man ziVi= 
fhen ‘den gegebenen Gränzen in gleichen Intervallen die Werthe 
der Sunction X mit dem immer als pofitiv zu betrachtenden 
Werthe eines: diefer Intervalle multiplicirt, mit deito größerer 
Genauigkeit, je Fleiner die Intervalle genommen werden, und es 
kann die genannte Summe dieſem beftimmten Integrale beliebig 
nahe gebracht werden, wenn man nur die Intervalle flein genug 
nimmt. 

Das Integralzeichen, als Summenzeichen, verdankt dieſem 
Satze, welcher namentlich auch für alle Anwendungen der Inte⸗ 
ee von großer Wichtigkeit ift, feine Entitehung. Da 
nad) (3. 


| Na = - [0 
A a 


iftz fo ift das erftere Integral derfelben Summe gleich, ‚wenn 
man nur jeßt die Intervalle ald negativ betrachtet, wie fogleich 
erhellen wird. Man kann alfo den obigen Lehrfag auch, auf fol« 
genden allgemeinen Ausdruck bringen. 
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Wenn die Function X zwifchen den beliebigen Graͤnzen x—a, 
x=A ftetig ift; fo iſt das beftimmte integral [ . Xõx die Summe 


der Producte, welche man erhält, wenn man ziwifchen den geges 
benen Gränzen in gleichen Intervallen die Werthe der Function 


X mie AZ2 multiplicirt, vorausgefeßt, daß n die Anzahl der 
Intervalle bezeichnet, mit deſto mehr Genauigkeit, je größer n ift, 


und ed kann die genannte Summe diefem beftimmten Integrale 
beliebig nahe-gebracht werden, wenn man nur n groß genug nimmt, 


Seäetzen wir alfo e | | | 
u SD oi, warn, 
und bezeichnen die den Werthen 
a, ati, ap2i, a 43i, ....aroni 
entfprechenden Werthe der -Fumction X der Reihe nad) durd) 
Kor X., X, X,, ... Än-i, An; 
fo iſt 


[3% =i|x. X. X. X, ++ Kant Kocıl 
—8* | 

Sa -ilu rn 4x + Xu P. 4 Xacı + Ro} 
— je kleiner ĩ, oder je größer n iſt. 


6. Alles Bisherige gilt nur unter der Vorausſetzung, daß 
die Function X zwiſchen den Graͤnzen a, x—=A ſtetig oder 
continuirlich iſt. Um aber den im (5.) bewiefenen Satz aud) auf 
discontinuirliche Functionen, zu deren näherer Unterfuchung die 
Mathematiker feit einigen Jahren durch verfchiedene phyfifd) - ma= 
tbematifche Fragen geführt worden find, ausdehnen zu fönnen, 
it es nöthig, den: Begriff des beftimmten Integrals überhaupt zu 
erweitern (f. u. A. Cauchy Resume des Legons donnees 
a l’ecole royale polytechnique sur le calcul infinitesimal. 
Th. I. Paris. 1823, p. 96.). Sinden nämlich zwifchen den 
Graͤnzen x=a, x=A für die Werthe a, a, @,, Gy 
.... An-ı Unterbrechungen der Continuität der Sunction X (So- 
lutions de continuite) Statt; fo wollen wir mit Cauchy unter 
dem zwifchen den angegebenen Graͤnzen genommenen Sfntegral 
von Xox die Gränze verſtehen, welcher fich die Größe 


ar — + A 
[. xox +/. 0 +/. or +..+ XGõx, 
Ja are a,te &n—ırte 


die obern oder untern Zeichen genommen, jenahdem a Fleiner 
ı oder größer als A ift, nähert, wenn &, das immer als pofitiv 
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angenommen wird, fich der Null nähert, oder unendlich Klein 
wird. Unter diefer Vorausfegung gilt offenbar der in (5.) bes 
wieſene Sat aud) für discontinuirliche ee , und zugleich 
erhellet aus (5), daß jedes beitimmte Integral die Area einer 
gewiſſen Fläche darftellt, man fich alfo auch umgekehrt für jedes 
beftimmte Integral die Area einer gewiſſen Fläche gefeßt denken kann. 

Jedes beftimmte Antegral laͤßt fid) auf zwei, verfcjiedene 
Arten in andere beftimmte Integrale als Theile zerlegen, welches 
oft von aanz befonderm Nußen if. Kann man zuerft die 
“ Function X in gewiſſe andere Sunctionen PX), 9, (X), 9: (X), 
9@,(&), ++... zerlegen, fo daß | 

XZzy)+Y() FR) + PM) +. 

ift; fo ift auch | 

Xõx () · O&x 4 , (x) · + () · O& HMI +. 
Denkt man ſich nun, daß x nad) und nach alle Werthe von 
x=a bis x=A durchlaufe; fo ergiebt fid) aus dem vorhergehen- 
‚den Betradytungen und aus (5.) augenblicklich, daß allgemein 


IR = vw.ör + [9.0.8 +: ee — 


— 


iſt. | Zu 
ü Anftatt die Function X in Theile zu zerlegen, fann man 
aber auch das Antervall A— a in Theile zerlegen, zu welchem 
Ende wir ung eine Reihe von a bis A- fortwährend zu - oder 
abnehmender Größen | — 
| 5, year Ana A nn 

in endlicher Anzahl denfen wollen, fo daß das Intervall A—a 
in die Theile 

a—a, a, —a, a3 —G,y «+» Ani—an-2;, A— an; | 
deren Anzahl = n +1 ift, getheilt wird. Theilt man nun jedes 
diefer Intervalle wieder in unendlich Fleine Elemente, und be- 
zeichnet die Summen der mit dem Werthe eines folchen unendlich 
fleinen Elements multiplicirten Werthe der Function X in den 
einzelnen Intervallen, d. i. die entfprechenden Flächenräume, der 
Reihe nad) durch 

S, SS,» S,; S,y .... Sn—15 Sn 3 

ſo iſt nach dem Vorhergehenden 


@ 
A. Xox—=S$ 
a 
a; 
\ Xox=S, 
@ 
@n n 
⸗ XXx = 3, 
a 


4 
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MEn1 
/ xõx = Sn=1 
an⸗2 


Xox — Sn . 


. On 


Aber offenbar nad) dem Dbigen 
IR =S+S, +3. +5, +..+5. 
Alfo 


A @ a, J @, A 
[ xo⸗ a x Könt..+f ER 
/a a a Jo, / ni, 


So iſt 5. D. immer 


. + o | + 
xox ⸗ xox + / "Kor, 
7 —a .ıJ/ — «/ 09 


00 oo, +0 _ 
⸗ xoõx = / Xox + /. XoxX , 
ı/ - oo — 0 


oder uͤberhaupt 


A a rs 
Xox = xXo xo 
Vin ff. 


wenn @ eine zivifchen a und A liegende Größe if. Es ift Elar, 
daß diefe Süße, welche in der Theorie der beftimmten Integrale 
fehr Häufig ihre Anwendung finden, fo wie der in (5.) beiviefene 
Satz, ſowohl für continuirlihe, als auch für discontinuirliche 
Sunctionen gelten, unter Vorausſetzung des vorher eriveiterten 
Begriffs des beftimmten Integrals. “Der Kürze wegen wollen 
wir aber im Folgenden, wenn es nicht befonders erinnert wird, 
immer bloß continuirliche Functionen betrachten. 


Nachdem nun die wichtigften allgemeinen Eigenfchaften be— 
imter Integrale beiviefen worden find, wollen wir verfuchen, 
im Solgenden einen Begriff von den verfchiedenen Methoden und 
Kunftgriffen zu geben, welche zu der Entiwicelung ihrer Werthe 
angewandt worden find, wobei zugleich die wichtigften Nefultate 
angezeigt werden follen, zw denen man auf diefen verfchiedenen 


Wegen gelangt ift. | 

7. Die erfte und allgemeinfte Methode zur Entivickelung 
der Werthe beftimmter Integrale ift offenbar die in (1.) und, 
(2.) angedentete, nach welcher man auf die dort angezeigte Art 
von den allgemeinen Ausdrücen unbeftimmter Integrale zu den 
gefuchten beftimmten Werthen derfelben übergeht, wobei ſich jedoch 
oft Abkürzungen der Rechnung darbieten werden, wenn man nur’ 
auf den Gang der allgemeinen Integration gehörig Ruͤckſicht 
nimmt. Go überzeugt man fih 3. B. leicht durch Differentias 
tion von der Nichtigkeit der Gleichung: | 

Supplem, zu Kluͤgels Wörterb. J. K 
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4x, n_ xa=10x I SE une. 

Yi_m a+1/ Yı-X n+i j 
Mittelit derfelben gelangt man, wie in dem Art. Antegralformel 
(62. 63.) gezeigt worden iſt, leicht zu dem allgemeinen Aus- 
drucke des unbeitimmten Integrals 

| — X 
Yin’ 

von welchem man dann nad) der in (1.) und (2.) gezeigten 
Methode zu beliebigen beftimmten Werthen übergehen fan. Bei 
näherer Betrachtung obiger Gleichung erhellet aber augenblicklich, 
daß diefelbe zwifchen. den Graͤnzen O und 1. folgende einfachere 
Geftalt annimmt: 














on jet) I, 
orYi—x? n+ o ri1—x? 
Bekanntlich ift 
; x ; Ox 
OArcsinx = — Arcsinx = — 
Folglich 
1 0x rn 
® oYıX 2 J 
Setzt man ferner 1 — x? = 2°; fo iſt xox — — 202. Alſo 
xox 202 " — 
= —=-ı=-Tar: 
1 xox 





=0- (-1)=1. 





v Yı—x? 
Aus dieſen beiden beſtimmten Integralen erhält man nun durd) 
fucceffive Anwendung der obigen Relation leicht nach und nad): 


1 x TE 1 xoxX 

















re. 2 — — — 
ıx20x _1.n- 1 23 0x — 
222 — 

fi x*0x 1.3 2 














_ «7.7 [; x5ox 24 
Yım 222 Jori . 
I x6 0x 1.3.5 


3.5 
.3.5.% 1 x’ox___ 2.4.6 
Jo Y1-x? 2.4.6.2 \ Yi—x: 83.5.7 

















u. ſ. fh uff 
Alfo allgemein | 
(2.) 1 xn0x  1.3.5.7...(20—1) m 
—— 2.4.6.8... '2 
(3.) 1 x2n-HiOx _ 2.4.6.8... 2n 
IN Ye 55.7.9...(20+1) 
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woraus ſogleich die merkwuͤrdige Relation folgt: 


(4) 1 x?ndx IyanHiox _ in 
| oeri—-x Jo ie +12? 
oder auch | 
(5.) STE: x 2 2.2.4.4.6.6....2n.%n 


ri Jolie r '1.3.3.5.5.. (2n-1)(2n-1)(2n+1) ' 


8 Man (ehe jest ei — 1, fo daß @ eine pofitive ganze 
Zahl ift, und bezeichne die den Merten 
0, i, 3, 31, di, .... ai 
von x entfprechenden Werthe von 
x2n—1 


Yı—x? 








tefpective durch 
Ao, X., X., Xx., X, 5 “on... Ka; 


fo iſt nach) (5.): 





defto genauer, je Kleiner i if. Da nun 
x’n x2n—1 x2n-+1 x2n—1 
——— = X, — = x’? ————— 
Yı—x: r1ı—? 1x? Y1—x2 


ift; h find die den Werthen 
0,i, 2i, 3i, di, .... ei 
von x entſprechenden Werthe von | 











x’n x2n-+1 
rı—x: > Ya 
tefpective: | " 
‚Ko, iX, , 2iX., 3iX,, ... iX., 
und 


Xo, 1?X,, (21)?X,, (3i)?X,, -.. (ai)?Xn. 
Da aber ei—1 iſt, und folglich die ——— Vielfachen von i 
fimmelich echte Brüche find; fo ift 


Ze I, A, 1, 
iX, <X, 2X, < iX, 
iX, <X, (i)?X, < 2iX, 
3X, <X, (3i)2 X, — 


ik Pr (iX, ax, 
le, weil X,, Xır X,, ... Na offenbar alle pofitiv 


‚82 
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XK,+iX, FAX, +H3AX, +... ciX. 
zz +X, X. + X +. + X 
XKtiX, FAX, P BiX, +... + ok, 
>X +’X, + WÜ)’X, +)? X, +. + (ei)?Xe 
d. i., wenn man nur in diefen beiden Vergleichungen auf beiden 
Seiten der Zeichen noch mit i multiplicirt, nady (5.) und dem 
Dbigen: 











Lx2ndx 1x2n-10x I xꝰu dx di x2n-hi 0x 
Jr "Josie JoeYIZR ori 
Da nun nah (7.) | 
Ix2nHIOx, fxin—1ox 2n 











oYi-e/oYfi— art’ 
und 
— 1 1 _ 
2n+1 nl 
it; fo iſt klar, daß das Verhältniß 
1x?2n+1 0x i x2n—1 0x 
0 Yı—-x:Jo Yi—x: 
dem Verhältniß der ‚Gleichheit beliebig nahe gebracht werden 
fan, wenn man nur n groß genug nimmt. Da aber, wie wir 
fo eben gefehen Haben, 








fi xtndx 
ori-—-x? 
zwifchen den Gränzen 
Jo ri—x oYı—x? 
enthalten iſt; ſo kann offenbar auch das Verhaͤltniß 
1x2n-1 0x 1 x2u x 
o rim: oe Yıi_—x: 
dem Verhaͤltniß der Gleichheit beliebig nahe gebracht werden, 


wenn man nur m groß genug nimmt. Alſo fann man n aud) 
immer fo groß nehmen, daß die Gleichung | 








ı— 2? DAN 2n.In 
— 3'1.3.3.5.5..(20—1)(2n—1)(2n+1) 


ohne merklichen Fehler erfüllt wird. Demnach kann man n aud) 
immer jo groß nehmen, daß ohne merklichen Sehler 
7” 2. 2. 4. 4. 6. 6 ........ 2n. 2n 


2 1.3.3.5.5..(2n—1)(2n —1)(2n +1) 
ift, und der Fehler kann immer beliebig flein gemacht werden, 
wenn man nur n groß genug nimmt. Dies führt auf den be- 
fannten von Wallis gefundenen merkwuͤrdigen Ausdrud: 
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nr ._2.2.4.4.6.6.8.8.10.10..... 

2 1.3.3.5.5.7.7.9.9.11 oo... 

wobei aus dem Vorhergehenden zugleich mit völliger Deutlicyfeit 

der eigentlihe Sinn der unendlichen Sactorenfolgen im Zähler 
und Nenner dieſes Bruchs erhellet. 

I. Setzt man x—=zPr, Ox—=pzr-iöz; fo wird die in 
(7.) bewiefene Relation (4.), weil z=0 fit x—=0, z— 
fr x=1 if: Ä 

ı z2np-Fp—1 92 I zinp-H2p—1 Az 1 


— 
’ 


(6) p? o Yı-ım. Jo: Nm - Art 
oder, wenn wir 21p Hp —1=g, app —i=p+yq, 
a+1— 2 feßen: Zr | a 


1 2902 1 ap-+q dz 1 Te 
en AR DER N 
0 























Yi-»/ofi-ı Piaq+N'2 

nung 5 Bf 1, EB aD Pd amt 
ı=l,p=5;q4q=2, 9=5; 1-2, =. 

(8) Sre 2° hi vn =7 

0) Sal ves-n 

a) Selva 

1 1 5 
(13.) Ste: ui 


1 203 N 24 dz Ki 
o Yi-z:!%° oYi1-z!0 20 
ı 2202 1 2'702 7 
nf, af. Yo 5 
1 230z 1 2802 Te 
16, ————, — Io 
a, Nr: 0 Y1—z!° 40 I 
welche Saͤtze, deren Zahl, ſich leicht vermehren ließe, gewiß alle 
Aufmerkſamkeit verdienen. | 
1 — 
10. Segen wir in (2.) x — 28, X 42— ?92,1—x: 


=1— z; fo. wird 
.xn Ox zu 02 


— 2 
— 7⸗ 


r1— x? Yzı-22 
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Solgih, weil z=0 für x=0, z = 1 frx—=1 if: 





za _ x?a0x 

oYa—z: u 0 Yi—x? j 
d. i. 3 3.5 ( 1) 

zn 0z 1 7 2n— 
62) IK FIRRB nm 

"11. Es iſt ferner 
g > xndx. x® Ox — 
= 1+x? 
Yi-& Yi-x: — er, 





ti—x= (1—x?) (1t-+x? n Alfo nad) dem binomifchen. 
Lehrſatze: 











xn OX 
Yi—x* 
xadx nt , 1.3 fauttox _1.3.5 xn-+6 x 
Yi—x? IE 2.4 Yı—x? 2.4.6 rı1—x? 
f P + ‚vveoeeo oo. 
und folglic) auch: 
I xx x 
. m 
0 Yıi—x? 


dr _, fiemt2öx , 1.3 IyxnHOx 1.3.5 fixn4sox 


—o 


o M—x? * 7 ori 2.4 1) r1-x? ey 4. 6 o 1—x? 


Alfo nad) (2.) und (3.): 











..(2n-+ 3) ’ 





(19.) [ES Dessen Sn _ 


z 2:5 ..(2n +2) 
3.5.7...(2n+1) 73. a) 
2.4. 


.. en +4) 
..(2n +5) 


Insbeſondere bemerken wir noch: 
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Pe 1.31.3 1.3.51.3. 
——m—it —1.% ur TI Gesell ver er —— 
u J, Y - J — 





5 
6 
32 12.32.52 
6 
7 




















nf 1? 12.3 
Si stsetemete) 
x ox | 1.3 2.4 1.3.5 2.4 
a) =! 3 724550 24.63.5.7%7° 
=1-}+1-4+4-..=7 
ſ. d. Art. Eyflometrie (30. ) in dieſen Zufägen. 

12. Da 
— — 1 4 yax? — art} —— — 110 
it; fo iſt a | 

? ax 
Tr —= 
t 0x — I x20x 1. F ix Gx 
rı—x? a o ri 24 * i 
1.1. a3 ı xx 
"2. 78 or 
d. i. nad) (2.) 
= 2 1.1_ . 1.1.1. 1.1.1.3.3.5 
—W 714 55 2.2.4.4 —— 
13. Ferner iſt 
OX _ fa +x)?ox 
Yx(1—x?) Yı_x 
d. i. 
1 Öx — 
JS. Ya) 
ı x _ıf x ox „1:3 —— 
oYx— x? u oYx— x: 2.4 J/ı Yx— x? 


der nad) (17.): 
| 1.9 1.9.25 
m — ar 


14. Eins der wichtigften beftimmten Integrale, welches 
aus Dr bisherigen Saͤtzen auch abgeleitet werden kann, iſt 


Ne er: Seht man naͤmlich in der Gleichung (4.) 


x eat, gm+)=1; 
pbtt=o fr x=0, t=0 für x 4, vie leicht er⸗ 
hellet. Ferner iſt 


® 
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x?n — e=-2ngl2 — e-(i-gq)t? , xml — et? ; 
ox — — 2gte ꝰ? õt, xnox = — 2gte-l?dt; 


x2n+H1öx = — 2qte- (Atꝰ dt, 1x? = I—e-ti?. 


Folglich) nad) (4.) 


FE Ei ae 
— Vi⸗æe⸗ai⸗. oo Vi — ecear⸗ 2 
oder | 
„Mm e-t? tot Oe-(arutredt _ m 
V.7 1 eg — 2 
29 2q 


Durch Entwicelung in eine Reihe erhält man: 


1— e-?4t? Br 2gt* 4q?t$ 
2q — 1.2" 1,3.8 


Denft man ſich nun, daß q fid fortwährend der Gränze Null 
nähert; fo nähert ſich dieſe Reihe fortwährend der Gränze t?, 
Dbige Gleihung wird offenbar auch noch dann Statt finden, 
wenn man fich vorftellt, daß q die Gränze Null wirklich erreicht 
habe, fo daß alfo, wenn man q=O feßt: 


08-12 rÖt o e-t?tdt Te 0 I: Be 
. = 7 et? ot = — 
2/ t JS t 27 0 | 4 ? 
0% a 00 


woraus fogleich folgt: 
"po 
[ e⸗ir Ot ⸗ * 4Vn. 


00 








Da nun aber, wenn man dt poſitiv nimmt, e—t? dt immer 
00 

poſitiv iſt; ſo iſt /. e—t? dt nach dem im (5.) bewieſenen Gate 
0 


pofitiv; alfo [. e-t?dt nach (3.) negativ, fo daß in der obi- 
gen Gleichung dag untere Zeichen zu nehmen, d. I. 


0 
e-töt=—!Yn, 
00 


(24.) — as=ır 
0 


zu ſetzen iſt. Nimmt man t negativ, fo ändert ‚ ©t immer ale 
pofitiv angenommen, e—t ot fein Zeichen nicht, und es if alſo 
nach (5.) | ' 


25.) [ war=ırya 


it. Aber nach (6,) | 


folglich 


8 
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oo 0 * 
⸗ et e-t? dt +, e-t? dt. 
99 0 


Alfo nach (24.) nund (25.): 
(26.) — e-töt=Yn. 


Bir werden fpäterhin zu diefem merfiwürdigen beftimmten Ante- 
gral noch auf andere Art gelangen, und wollen jest zunaͤchſt 
einige Folgerungen aus demfelben ziehen. | 

15. Vorher machen wir jedoch auf einen ſich uͤbri ens 
ſehr leicht ergebenden Satz aufmerkſam, welcher in der — oft 
gebraucht werden wird. Iſt naͤmlich 


A. 
S. Xox=B, 
a 


und C eine conftante Größe; fo ift 
A cXöx = BC . 
a 


Denn es iſt bekanntlich | 
Jw% = CXõx. 
A 
[ CXxõx = a /xax — cf x 
x=A) ame 


=c)/ x - xt = oc Ayae. 
.ı/ (x=A) \ (x =a) a 


Folglich 


% 


16. Nach (14) if 
/.. e-:?dı = 73 . 
Seen wir nun 


= (+2), Katie, 


wobei wir annehmen, daß a pofitiv fey ‚damit z einen. reellen 
Werth behalte; fo überzeugt man fidy leicht, daß z — + & ill, 
wenn x — + iſt. Alfo iſt 


= 2 
SL — af e ('* —— 
m % m 09 


(27.)- Bi le) =(*)' 2 


Folglich) nach (15.), wenn man auf beiden Seiten mit 


b? j 
a/dı m n?, 
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multiplieirt: . 
28.) a2 — — Ge Ya, 


Sir b=c=0 wird, wenn man zugleid) a? für a feßt: 
(29.) — ea, LE 
200 & 


RR EEE 5. 
of, ou “ 

47. Auch die Entiwicelung in Reihen führt häufig auf 
eine leichte Art zu den Werthen beftimmter Integrale, welches 
vorher ſchon an ein Paar Beifpielen gezeigt worden ift, hier aber 
— einem Paar anderen merkwuͤrdigen Faͤllen erlaͤutert wer⸗ 
den ſoll. 

Durch Entwickelung in eine Reihe ‚und dann durch inter 
ration findet man leicht: 

xa-i 0x 

i+- x" 


kr: Öox x xaa  xarin .gardn 


« 


— xa-1dx — xafn-idx + xar2n—t Ox — sr 
ira a an at2!n af3n nn 


woraus fich ſogleich für jedes a und n ergiebt: 
Ixa-ı0x _ 1 1 1 1 
(31.) M 14 xn —— at+2n atsn a 


Es ift alfo aud) 








Setzt man aber in dem Art. Cyklometrie in diefen Zufäßen (44.) | 
x= 7, fo wi: 





n | n n n n 
— ma) (ua). (u—a)n + (2n + a)n 
n 


+ am 
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— 1 1 1 1 1 
; u 
nsın — 
zz j 
m 1 1 1 1 1 
man a rim Ira Raider 


Alfo nad) (6.) 
(34.) Kos ı Tas -1 ) xea)ox — 


1+x sinan 


Serner ift, wenn man im Zähler und Nenner mit x” dividirt: 


xa—10x xa—n—1öx 
IF 1+xu = N ar 1+x-n ? 
d. i., wenn man im Obigen a—n für a, —nfürn feßt: 
[7 ÖxX _ gan xa—2n xa—3n 


1i+x2 "a—n a—in " a—3n 





— 
es 


Iſt nun n pofitiv und > a; fo ift diefe Reihe — 0, 
x=«, und 

1 1 

—a-n a—ı + a—3n. a—An ee 


frx—=1. Alfo, wenn n pofitiv und > a ift: 











xa—=10x 1 1 1 1 
U 1+xa a year a Perg un rg "Me 
Aber nach (6.) | | 
© ya-1dx 1xa- i 0x 4 © xa-1dx 
Je = Vi /. 1i+xu ' ı 
Alſo | . 
yo 1 1 1 1 1 
. 14 xa = a ee er + a+ın 
1 1 1 1 1 1 


2 ae aa ara nat 2n+a * 5 u 
d. i, nach dem Vorhergehenden: | 
© ya-i1dx . 
(35.) J. == xn = Mc ’ 


nsın — 





wenn n pofitiv und > a ifl. Diefes — Integral hat 
Euler in den Inst. Calc. int. T. I. 8. 351. auf andere Art 


bewiefen. Set man n—=1, fo erhält man für jedes a<1: 
© ya—1dx _ıR 
ee) JS. i+x ° sinan ' 
Die hier gezeigte Methode ift in vielen Fällen anwendbar. 
Wäre n pofitiv und =a; fo wäre, für x—=», offenbar 


gan xa—?2n xa—3n 








— — — — — . — 0 
a — n a— 2n a—3n 
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Alfo nad) dem obigen 





© xa-1dx 10,4 {14 
: ira Pr ta  ant 
o xa=ix 1 1 1 1 | 
N A be 
re 
ee 
ı nsin — 
n 


Unter der obigen Vorausfeßung, nad) welcher n u itiv und 
— a iſt, ift-aber offenbar u 


alfo 





und folglid) auch, wenn n pofitiv und = a ill, 
[re-dx_ nn ' 
Nr ne’ 
-— 


wodurd) die Formel (35.) noch) etwas erweitert wird. Alſo iſt 
zun fr a=1: 


Vxa-iox _ Te 
/. T — inan 
Folglich iſt, wenn n poſitiv und S a iſt 
xai ox ne 
(35*.) JS. ir = ar ? 


n sin — 
n 











und, wenn a —1 if: 
© xa-10x 
(364.) I. Arx — sinan " 


Fuͤr a 1 iſt z. B 


— 
re Sm loncitn. 


up | in 1 dieſem Falle 


© xä-10x 
== © 
JS. 1+x ie 
übereinftimmend mit dem Obigen, da auch 


T 
sin an 








= 2 





ift,fva=1. 


4 
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Auch durch Reihen⸗Summirungen werden oft beſtimmte In⸗ 
tegrale vortheilhaft gefunden, wie an folgenden Beiſpielen gezeigt 
werden foll. Die gegebene Reihe fey 5. Bd. - 
y=1 +2 cosp + = if cos?2yp + m De c0s3p-+ .. 


Seht man für-die Coſinus der vielfachen Winkel ihre imagindren 
Ausdrücke, fo erhält man, fri—=!Y—1: | 
erite-Ffi  n(n—1) „ erri + e-2gi 
2 1.2 * 07 | 
* Nn. 
* ‚li + —epiz + u —Llewig: + en iz +... { 
1) ,:.. „nln-Ä\(n-2) .. 
+ % I + — al ee | 


2y = (1+zeri)a + (1-+2ze-gi)n 
= (1+zcosp$izsinpg) + (1+zcosp—izsinp)n . 
Fuͤr | 


wird 
2y = yn (cos Fisiny)n + y"(cosy — isiny) 
= ꝛ (eniv  emniy) — 2yncosny . 





y=1+-a. 





1-+-27cosp = ycosy, zsinp = ysiny 


Aber | = 
‚(1+zcosp)’ + z22sing® = 1+% ecosp F 2? =y?,. 


— . zsing er zsinp - 
a a Er Sl See 
Alfo ⸗ 
| 3 zsinp 
= 2)? —_, 
y (1+2z2cosp + z?) ee er 
Auf ganz Ähnliche Weife ergiebt fich, wenn wir 





— N. n(n—1) ,. n (n—1) (n—2) 
y = 1 zsınp + 1.2 Z sın Zp + — ugs 


fegen, die Summation 


2° sindp-k ... 


y=(1+2 cosp+z? )"sinn Arotang g— . 
Aug beiden Reiben ‚ wenn man die erfte mit cosap, die zweite 
mie sin aꝙ multiplicirt, und dann addirt, folgt: 
(1+22cosp+ z? y? cos («7 —ın Arctangı on) 
| n(n—1) 
1.2 





= coseop + —2008(@—1)p + 2° c0os(a—2)p + ...:- 


Nun iſt allgemein 
. 1: 
| Jerrardr = —sinep . 
Solglich für jedes pofitive oder negative ganze a 
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NL ser =\0, 
7/0 ’ 5 


wenn a nicht ſelbſt = 0 if. Für a—=0 wird 


J = /% =9o; 
— rer =n. 
o 


Multiplicirt man nun, unter der Vorausſetzung, daß @ eine 
pofitive ganze Zahl ift, die obige Reihe mit dp, und integrirt 
zwiſchen den Srinen 9 = 0, pP=n, fo erhält man fehr 
leicht 

zsing 


iA (1 + 22cosp + 2?)? 3 cos( ap — nd — Op 


_ n(n—1). -(n=a+il) , 
1. 2.3 ....@ 


afo 


x 
— ® 


oder für z = =. 


— — xsin ꝙ 
(35⸗.) /. (aꝛ 4 2ax cos ꝙ 4 xꝰ) cos(ap—n Arctang A)⸗⸗ 


Ba—t).. — — 


wo, wie ſchon erinnert, a@ immer eine pofitive ganze Zahl feyn 
muß. 
Sey ferner 
y=zcosp + 42?cos2p + 42? cos3p Baer: + ee. 5 
fo erhält man leicht: 
27 = zepi 4 42? e2pi 123 eipi + —— — 
* ze-pi >42? e-2pi - 423 e-iri > 4z2teti - . 
= — logn(1—zeri) — logn(1— 2 e-ti),, 
.. yJs— 2logn(1—22c0sp+ 2?) A 
und für z=1: 
3 cosp + 4cos?p + Fcos3p + 4cos4p + +... 
— — tlogn?2 — zlogn(1—cosp) 
= — logn?2 — logn sintp , 
— lognsinp — logn? + cos?p + 4cos4p + 3c056p +...» 


— f Oplogu sin p=plogn2 + Fein 2p + 3eindp + Fasin6p +... 
— [Üp [onlognsing = 0 logn 2 - cos 20 — 35 cosAp — .... 


Iſt nunen eine ganze poſitive oder negative Zahl, ſo iſt für 
p = na: 
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0 [ep lognsin g = — n?n?logn?2, 
mw frpg=0: 
oJ @plognsinp =0. 
Aber 
nr 
J. Op f Oplognsiup = — 4n?n?logn?, 
eo . 
und 
J: pOplognsinpg=9Y [Oylogn sing öy Oplognsing . 
Yo “ 
ns 
/. YPOplognsinpyg = — 4In?n?logn?, 
0 


E7 


oder 
Zba⸗.) YA ꝙ õꝙ logn (siny)? = — n?n?logn?. 
0 
M. ſ. über die beiden letzten Sntepinie einen Auffag von Claus 


fen in Crelles Journal. B. S. 309. Die Integrale 
felbft find von Hill gefunden. 


18, Eine andere ganz allgemeine und fehr fruchtbare Mes 
thode, beftimmte Integrale zu finden, beruht auf Folgenden. 
Sey f(x, y) eine Function zweier von einander unabhängiger 
veränderlicher Größen, von denen man jedoch die eine, z. B. y, 
juerft als conftant betrachtet, und nun auf irgend einem Wege findet: 


AG Y)ıx=g(y); 
fo ift, wenn ſich jegt y um 4y ändert: 
fra Y)ıx= ply+t Ay) — p(y) 


AMlx,y)=f(x, y+Jy) — f(x, y) 
Af(x, y).dx = fix, y+ Ay).0%x — f(x, y).0% 


A | A A 
V. Af(x, y) · ox f(x,y+ Ay)ox =F f(x, y) õx. 


So wie aber nach der Vorausſetzung 
IR y)öx=y(y) 
it; fo ift natürlich * | 
Se ystAy)oy=yplytAy) 


wobei nur zu bemerken, daß immer 4) als conftant betrachtet 
wird, Alſo ıft | 
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Seo y),ox=g(ytAy)— ply), 

und folglic) j | _ 
af f(x, y) · ox ⸗ "ex, Y).ox. 

Nach dem Taylorfchen Lehrfage m aber: 


af“ ix,y)&k= al f(x, y)öx 
= E Ki fe 2, 
+ 1733 = 3öy fl. Ex, y)0x 


__ Ay of(x, y) ı 0? f(x, y)., 
Af(x,.y) .dx = ar 277 Proc hier 7: Te 
Ay? — y), 


+ 12a‘ + ... 


A dy NMAGf (x, y) 
Ak(x, y) . x = 2 ——— 4— 
/. 1. A 07 


Ay? pAörtlz, y)., 


— 
1.24 oy? 
Ay SAOSElx,y).- 
1.2.3 oa er 
J 


Folglich a der oben beimiefenen Gleichung, da Sy ganz 
willkuͤhrlich ift 
A gu An 
/ Der = ya ; px, y)ax. 

Hat man alfo ein von mehrern allgemeinen Größen abhängendes 
beitimmtes integral gefunden, fo kann man jede diefer Größen 
offenbar als veränderlich betradyten, und nad) derfelben dag ges 
fundene beitimmte Integral auf der einen, die Größe unter dem 
Integralzeichen auf. der andern Seite des Öleichheitsjeichens wills 
führlich oft nach einander differentüren. Jede Differentiation 
wird ein neues beſtimmtes Integral geben, Groͤßerer Deutlich— 
feit wegen wenden wir diefe Methode auf dag merkwürdige be= 


ftimmte Integral 
Ne —— 
0 
in (30.) an, indem wir hier nur s für das dortige a feßen. 


Differentiirt man nach s, auf der linfen Seite unter dem ns 
tegralzeichen; fo wird: 
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S (dam et in) = — SE; F 


— = e-s2x? x = — Yr* 
0 25? ’ 
x? e⸗s2x x — — 


Differentiirt man auf dieſelbe Weiſe von Neuem; ſo wird: 
* (— 2sx? e=s?x? dx) = — gi R 


— 25 A x* Er —— 


—g7,5+? 


Ai xte=2x2 0x — — 


23.85 ’ 


pl ri 
— 2) A — IE, i | 
Stan Fr 
— — 
VAR e-s?x? 0x — 3.5.1 _a. * 


Auf dieſe Art weiter gehend, uͤberzeugt man ſich leicht, daß 
allgemein: 


* 2 1.23.5... 21 — 1 
Cay/ x2ne-s?x?2 0x — ee 


(38. Ai x?n e=sx? Ox Ba, 





Anl sn-F3 


Diefe Methode ift allezeit anwendbar, wenn außer der — | 
lihen Größe, auf weldye ſich die Gränzen des gefundenen be- 
fimmten Integrals, von welchem man ausgeht, beziehen, noch 
andere allgemeine Größen in demfelben vorfommen. | 

Mir wollen jeßt noch im Allgemeinen den Fall betrachten, 
wenn die eine Gränze A felbft veränderlih if. Sey alfo Y eine 
beliebige Function von y, und 


| SL ix, ox 95)3 


ſo iſt | 
Supplem, zu Kluͤgels Wörterb. 1. 7 
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fo y)ox=y(y+4Ay) — »(y)- 
Uber, da Y in V4 AV übergeht, wenn y fi) um Ay ändert: 
, Se yhAy)öx = p(y+4y); 


Te y+4fy)ox - [a y)öx 


( Y j 
=y(ytHsy)—_y(y)=Aal fis,y)a. 


Man kann aber offenbar Sy immer fo (pofitiv oder negativ) 
“annehmen, daß ZY pofitiv oder negativ, d. i. Y+4Y> oder 
— Y wird, jenachdem Y > oder <a ift, und kann demnad) 


immer fegen: 
X--X 
/ f(x, y+4y)öx 


= io, y+4y)ös + y+4y)öx .(6.) 5 


So y+4Ay)ox — [oe y)ox 


=.4 "cz, y)ox -[ y+4y)x. 
a I 


Aber ferner: | 
Af (x, y) = f(x, y+4y) — f(x, y) 


[so y).ox [6 y+.Ay)ox - [6 y)ox. 


Folglich 
4 S f(x, y)öx 


= / #6, y).dx + 1, yt4Ay)ox. 


Nach dem Taylor'ſchen ‚Lehrfage ift aber, wenn, man bloß bie 
auf die in die erſte Potenz von Z/y multiplicirten Glieder geht: 


X A pr 

M i(x,y)k= af. f(x, y) õ& +... 
x * | 
. A(x,y).ox = u Mr ai Fire 


IX 


alfo 


alfo 


Auch ift | 
| | . to y+4y)0x 


= Y-sSY Ay PY+-ISI Of(x, y) 
S. N rt 
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und, wenn wir überhaupt 
jo y)öx =y(x,y) 


ſetzen: — 
S: "ra, Y)%x = y(Y+AY,y)— y(Y,y) 
_ IX du(Y,y) Ay oY Ov(Y,y) 
w u u u ar ne u 07 
er 


ixs,y)= ran) 2 ‚f(Y,y= ir 2) 3 

alfo . 

Se y)x= nn. +... 
X 


und demnach, wenn man immer bloß Glieder beruͤckſi chtigt, welche 
die erſte Potenz von Sy enthalten: 


oY 
Nena Fanny te 
Afo nach der oben gefundenen Gleichung: 


= 0 
DIR f(x, y)õx +. 


_Ay\ fYof(x, y) OY | 
= un Kr +f(Y, * $ co... 
Folglich, mittelft Vergleichung der einzelnen Glieder: 
0 


Y 
5 f(x, y)ox 
Y N 

ya Da + £(Y, . 

Weitere Unterfuchungen über diefen Gegenſtand mitzutheilen, ver⸗ 
bietet die Beſchraͤnktheit des Raumes. 

19. Zuweilen laſſen ſich auch mittelſt dieſer Methode Diffe— 
tentialgleichungen bilden, durch deren ee die gefuchten 
beſtimmten Integrale erhalten werden. 

Sey z. B. 

e=a?x2 cosrı0x = y. 
0 


Dan differentiire nach xz fo wird nach (1%) 


sin rx ox =. = . 
‚Aber bekanntlich 


| 


!2 


1 
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xe=a?x? sinrx dx 


= sinıx * e- aꝰx2x õx —- r / cos rx ox / e- aꝰx xx. 


Fuͤr — atx2 — z ift — 2a?x0x = 62. Alſo 


1 1 
⸗— 257 e⸗ 02 — — 


und folglich | 
/ x e-a?x? sinrxox 
= — I g-a2x2 sinrx + —_ JS e-arx? cosrxdx 
2a? 2a? ö 


Alfo, weil der von dem Integralzeichen befreite Theil zwiſchen 
den Gränzen O und & offenbar verſchwindet: 


+] a r 00 — 
‚ . x@e=a2x?sinrxOx = — e-a2x2 cos rx OX 
2a? 
Jo o 


oder nach dem Dbigen: 


dy r o 
—— e- aaxa COSIXOX , . 


d. i. 


» 


05 | un „E — 

an mtr ya 

woraus durch Integration: 
, a ‘ . 2 

logny = — — +c,y=e were eg Az 


d. i. 


© 2x2 Y TE 
Solglid) 


r2 


(39.) — J— *28 re: : 
o 2a 





und, da cosrx — cos (—ıx) if: 
z 


(40.) ⸗ e⸗ aexe cosıxdx = Ye Ti, 
m. 60 a 


Da immer 
e-at-x)esin(—ım)Ox = — era?æa sin rx ox 


iſt; ſo iſt klar, daß 
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a 
(4.) S.. — sinrzox = 0 


if 
Differentiirt man in (39.) nach r unter dem Integralzei⸗ 
chen; ſo wird: 


r2 


00 2 
Vr de 40 
J. xe sin rx Ox = wu 


o | Yr te we 
J. x’ e-a!x? cos rx ox — — —— — 
⸗ 


xꝰ emadxz2sinrxdoxı = —. 
2a Or 


xt g=a2x2 COsrxOx — Sm ne 
N Tr 


r2 


x ÖSe a2 
x’ — sinrxox = — 8 
. Or’ 


" r2 
© Öse 4az 
n 0%e 
\ x e- a⸗x⸗ cos xx õx = — m. ——, 
0 or 


70 . ut th 
Alſo allgemein: 


r» 
Yr Orc 
?n g=a2x? — 
TR x?ne cosrxdx=(—1)n. — 
(4.) we. 
oo. Yr Ö2n—te a2 
2n=Jje=a2x2 =(_. 
JS: Se rer a 


2. Wir wollen jeßt der Kürze wegen, um nicht immer a? 
fhreiben zu muͤſſen, annehmen ‚daß a poſitiv ſey. Setzen wir 
— ax —2, — aox = 925 ſo ill 


— — ed=— Le: = — 1 max . 
a a a 


Fuͤr x0 und x = iſt unter der Voraugfegung, daß a 
pofitiv ift, refpective: 


a fr — =. 


Sehen wir s fir a, wo alfo s auch pofitio ſeyn muß; fo if 


Alfo 
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A — — Es i 
S 


und folglic), wenn man nad) s unter dem Integralzeichen diffe⸗ 
rentürt: 


= 1 
X /. xex=—, 
| 0 | ’ 
00 
/. en = 2 
J 
00 e x 
S. or IS, 
0, . 
ee} 
J. eg . 
A s 


—A AR u. ſ. f. 





d. i. allgemein: 
—D——— * * 
a) [wer = 1.2.3.4...n: 
21. Durch theilweiſe Integration findet- man: 


/ e- ax cos ax o& — 

« g . 

cos = [es ox + af sineox öx [ emo 
⸗ 


1 & . 
= — Zerascosar — — emaxsinaxOx 


S e-ax sinaxOx = 
sin af e-axox — of: cos ax of: emax dx 
% 


1 R @ E) 
= — rd ax + = e⸗ ax c0sax(X » 


Folglich) 


a [erscnxöcte e⸗ ax ain ax Oſ = — erax cos ax, 


fer COS «x af sin ax 0x = ewaxsinax. 


dur > x 0 if: 
— emaXcosax = — 1, e⸗ ax sin ax=0; 

und J eo: 
— emaXcosax — (0, eraäsinax =—O, 


immer unter der Boransfegung ’ dab a pofitio if. Alſo 
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Le) 00 
a e-atcosexdöı + ao S. e-axsinexdxı —=1, 
0 0 
[> +} 0 * 
f, oTax cos ara e-axsinaxdı = 0. 
0 0 


Durch Auflöfung diefer Gleichungen erhält man: 


* a 
ww, / e- ex cos ax ox > 


00 ö 
( 47. ) JS. e-axsinaxOx ⸗ ra: ° 


Lacroix (Traite du Calcul diff. et du Calcul int. T. II. 
p. 492.) fchließt hieraus für a — 0: 


Jr d = 0 

0 . 

VAREL = En j 
o & 


Betrachtet man aber die Rechnung, durch welche die Glei— 
dungen (46.) und (47.) gefunden worden find, näher; fo ſieht 
man leicht, daß diefelbe ihre Gültigkeit verliert, wenn a= 0 
it, Sür a0 iſt naͤmlich 


ı£ ax0x = cosax [Ox-+ ofen axOx! õx 


= xcosex + « /xsinexox , 


Jin oxöx = üinox 0x — a [ eosoxör x , 


= xsinoex — a [ xcosax öx i 


woraus erhellet, daß die obige Rechnung nun nicht weiter An- 
wendung findet. Daher bedürfen auch die Formeln, welche 
Lacroix a. a. O. mittheilt, einer Berichtigung. Es ift aber, 
wie man fogleich findet: | | | 


‚ 


[eos exöx — — sin ax + ©, Jsinaxör =— cos ax -+C. 
. „e 


Hieraus ergiebt ſich fogleich, wenn x eine beliebige poſitive oder 
negative ganze Zahl bezeichnet: 
— axox ⸗0 
0 


(48.) 


(?x--1) 1 


“osx = (1) j 
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ur 


a r 
sinaxdx = 0 
0 


(2x--1) * 





(49.) 


sinax0x = = 
0 u 
(2x+-1) 
sinaxox = — 
* J 

Bloß dieſe Formeln, welche natuͤrlich gelten, wie groß man 
auch die ganze Zahl x annehmen mag, ſcheinen auf vollitändige 
Nichtigkeit Anſpruch machen zu Finnen, Man fieht hieraus aud), 


wie vorfichtig man bei Unterfuchungen über beftimmte Jutegrale 
zu Werfe gehen muß. 


22, Bevor wir weiter gehen ‚ beweifen wir folgenden merk 
würdigen Ausdruck, Wenn | 
x 
ar 
und x pofitio iſt; fo iſt 
1.2.3..ncos |a+1) Aretang- 
(x?-+y? yra+ 
wo der abfolute Werth von Arc tang> den vierten Theil ber 


Peripherie nicht uͤberſteigt. Differentürt man von Neuem; fo 
Wird 


Anz 


am (mi. > 


1.2...n(n}1)ysin (n+1) Arctang z| 


(x?+y? ya) hi 


Ontiz 
Oxu-i — — 


1.2...n(n-+1)xcos — X Arc tang tl 
_ N". —— 


52 BL BR 

—— LITT cos (a1) Are taus 2 — 
— 53 2,7 (+2 : — — 

(x? + y?) —en (n+1) Arctang 2 "Yrry 


Nach einfachen trigonometrifchen Gründen ift nun: 


7 
3 


sin (Arctang I) = 74 ”"Yr +y3 
Ä x 








IN = — m mem 
cos ( Arctang x) Yı+@&)' Ya+y: 


Beftimmtes Integral. 169 


wobei zu bemerken ift, daß die Duadrativurzel poſitiv zu neh⸗ 
men ift, da der abfolute Werth: von Arc tang I den vierten 
Theil der Peripherie nicht überfteigt, alfo der Eofinug, fo wie x, 
pofitiv ift, und das Zeichen des Sinus, fo wie das der Tan- 
gente, von y abhängt. Gebt man diefe Werthe in obige Glei— 
hung; fo ergiebt fi) augenblilih:  - 
Anttz — 1.2...(n+1) cos |(n42)ArctangZ| 
OH” — (x? yrca⸗2 
fo daß alfo das Geſetz für n+1 gilt, wenn es für n gilt, und 


demnac) bloß noch für n—=1 bewiefen zu werden braucht. Man 
erhält aber durch Differentiation leicht: 





ds _ x Ham = - ale — 
AT er eh? — 
. 2 
= — ( cosAretang) — (sin Arc tang 21 
1.0082 Arctang 


RENT | 
fo daß alfo das Gefeß wirflih für n=1 gilt, und demnach 


= (—1). 


allgemein tft. 
Differentürt man z nach y; fo erhält man: 





SNEPRGEE:. GEBR WORLN. z 
TO RP TOTRrN Very Very 
—1 y y 
J — — — .2sin Arc ————— » 
+ 
dr sin 2 Arc tangT 
ee 
y (x?+ y2) 


Entwickelt man ferner Die zweiten Differentialquotienten von z 
in Bezug auf x und auf'y; fo erhält man: 


0°7z _ 2x(x"— 3y?) O?z 2x(x2— 32), 
Try Try 


alſo 
0°z u 0?z 

öy? — (— I ’ 

und folglich nach dem Vorhergehenden: 


1.2cos3Arc tang I 


oz __ (1): 
oy: — (x4 y —— 


Wir wollen nun uͤberhaupt 
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cos (n-+ 1) Arctang & 
und | 
| sin (n 4 1) Arctang 
(x? + yayzatl) 


nach y bdifferentiiren. Den erften Differentialquotienten findet 
man 


141 sin — Arctang z ; v5 
(x? + ya)y2(at®) + cos —T Arctang Ei ‘7 Zee 
any 


— 
— — 





(n 4 1) sin 6 +2) Arc ut 


— — 





(x? + —8 
Der zweite Differentialquotient wird eben ſo: » 
— cos ut )JArctang * 


(x?+ y2)2(a+2) — sin sin (141) Arc tang a. van: 


ER: M 1) cos — Arctang En 
Es iſt folglich: 


1. sin 2 Arc tang 
02 X 
— = (—1). ñs ⸗ — 
Ö2z er ? 1.2c0s3 Arctang - 
öy? = j (x 2.Ly2)32+0 
: y 

O2 _ 1.2.3sin4 Arctang-— | 
öy? u (x? y y 
EP 1.2.3.4c0s5 Arotang 
ay° ” (x? „yythl' 

y 
Oz. 1.2.3.4.5 sin6Arctang — 


a ee 
öy? (x? +y2)26+D 
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ös 1.2.3.4.5.6c087 Arctang 7 
— PO 
+ ya)terr 
u, ſ. f. u. ſ. f. 


Folglich allgemein: | 
1.2.3..(2n—1) sin |zn Arc tang I 


O’n—1z R 

Oy2a-ı — (— 1) . ö TEE © 3 — se 
Arnz 1.2.3...2ncos [eat nareung st 
ya = (-1y.' 


(+ ” yien+ı) 
Yus der Formel 


VAR = a7 (46.) 


erhält man nach dem Vorhergehenden, wenn man nach a diffe— 
rentiirt: 


& 
eo 1.c0s2 Arc tang 
x e-Vax cos axx 0x — — 
0 (a? 4429 


& 
oo 1.2cos3 Arctang = 
/, x eax eos m ⸗ [| 
(a? + a2)?+2 


o 1.2.3 cos4Arctang — 

= 

/. RI OTEECOE AK ÜL ——— 
0 (a? + a2)30+1 


1 «2.3.4055 Arc tang— 


oo 
T, xt e-ax cos ux o — , 
0 (a? + a2)?(+V 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


Alſo allgemein: 
| Pr 1.2. Bone arnitreumt] 
60.) J Ku e-ax cos ax o&x = 
0 (a? + —8B 
Die Formel * 


YA e-axsinaxdx — — (47.) 
giebt auf aͤhnliche Weiſe: 


1.sin2 Arc tang— 
x e⸗ax sin ax -æ 
Jo (a? + «2,741 
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oo | 1.2053 Arotang — 
J. x?e=axsinax 9x — — _— , 
u (a? + a3 HN 


— 1.2.3 sin AArctang — 
JS. X e-ax sin xx o -æ 5 
’ (a? + a2)2(°r) 


4.2.3.4 cos5Arctang— 

i @ 

JS xt e-axsinaxOx= _— 
. (a? + a2)? TV 


2 


eo 1.2.3.4.5sin6Arctang— 
ı a 
0 


(a?+ 38 
u. f. f. . u. ſ. f. 
Es iſt aber | 
a 
Arctang— = in — Arctang— ; 
h a @& 
2 Arctang — = n — 2Arctang — : 


4 Arctang - = ir — 4 Arctang — ’ 


6Arc tang — = 3 — 6 Arotang — ; 


8Arctang — * 4m — BArctang a 
0 A A uf. f. 
| sin 2 Arctang — == sin2 Arctang — ; 
sin4Aretang — = — sin4 Arctang — , 
sin6Arctang — = sin6Arc tang — y 
sin8Arctang— — — sinSArc tang—, 
u ff uff 
3 Arctang — = sm +4in — 3Arctang — ’ 
5Arctang— = 2 + 30 — 5Arctang“, 
Are tang — = 3n + in — 7Arctang — 5 


9Arctang — — An + in — 9Arctang -- ’ 


U. ſ. f. u. ſ. f. 
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cos3 Arctang — =— cos (}r — 3Arctang —-) J I 
cos 5 Arc tang — = cos (i — 5Arc tang——) R 
cos 7 Arc tang — = — cos (i — 7Arctang =) , 


0089 Arctang — = cos (i* — 9Arctang“) ’ 


u. ſ. f. | u ſ. f. 

d. i. 
cos 3 Are tang — =— sin3 Arctang — a 
cos5Arc tang — = sin5Arc tang — y 
cos 7 Arc tang — = — sin7 Arc tang — R 
c0s9 Arc tang- = sin 9 Arctang “ ; 

u. f. f- u. ſ. f. 
Ufo | | 


* 1.sin2Arctang — 
xemıxsinexdı = — ⸗ ef 
/. (a? +o?)iarı) 
1.2sin3 Arctang — 


= ' 
x? eEmaxsinaxdx —⸗ 7, 
0 (a? + a2)? 


1,2.3sin4Arctang — 


[> +} 
| 23 emaxsinoxOx ⸗, 
0 (a?+ a2y3t1) 
© 1.2.3.4sin5Arctang— 
3 a 
S. xt e⸗ax sin ax o ñ  , 
o (a? + a?y2(drN 
u. ſ. f — 


und folglich allgemein: 


00 -  14.2.3%.nsin | (nl) Arctang “| 
(51.) /. xn e- ax sin axx o&x = 
0 | (a?+ —B 
Die beiden letzten aͤußerſt merkwuͤrdigen beſtimmten Inte— 
grale hat Euler gefunden. Die Richtigkeit derſelben blieb aber 
einigen Zweifeln unterworfen, da Euler ſich bei der Entwicke— 
lung der imaginären Größen bedient hatte. Dadurch ward 
Poiffon veranlaßt, einen andern Beweis zu geben (, Lacroix 
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Trait& du calc. diff. et int. T. IH. p. 490.), von toelchem 
der obige, von mir hier geführte, ganz verfchieden iſt. 

22. Wir fügen hier noch den Beweis der folgenden be— 
ftimmten Integrale bei. Durch partifulare Integration cr= 
hält man: 


j xalx=sin za-ı [ein xöx — (n—1) / sinxn-2Tosx dx ein x ox 


= — sinxn-icosx + (n—1) / sinn=2cosx’ ox 
. ’ 


= — sinxu-1cosx + (n—1) /sinm2dx—(n—1) /sinxadx , 


! 


un feine Ox = — sinxn-lcosx + — sinxn—20x; 


folglich, wenn man die Integrale zwiſchen den Gränzen O und 
37 nimme: 


Ir . n—1 2rr . 
— sinxuöx = —— [ 7 sinxndx . 
Jo n o 


Iſt nun m eine gerade Zahl, fo kommt man durch ſucceſſive 
Anwendung diefer Relation endlich auf 


Im. 2. _ (n1)n=3)...3.1 fin 
Jon x= n(n—2) ... 6.4.2 IN 0x , 


0 
d. L j 
. 2n—1) 2n—3) ... 3.1 t 
(52.) — Aa a Tree wu . 


Sf n eine ungerade Zahl; ‚fo ergiebt ſich mittelft fucceffiver 
Anwendung obiger Relation endlich: 


Iinxe öx = ar — 
Aber 
| sin x õ&kx = — cosx, N snxös 1; 
I 
Alſo 


n R — — 2n (2n — 2) .. . 6.4.2 
(53.) V sin xinHiöx = (22a +1)(20—1)...5.3.1° 


Auf ähnliche Art ift: 


Je xnOX= cos — x0x + (n—1) f cosın-2sinx af cosxOx 


=cosxn—-1sinx + (n—1) f cosxn-2sinx? dx 


=eosxt-Isinx + (n—1) [ cosım2dx— (n— 1) feos zu 0x, 
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n foos2rös = coszn-isinx + (n— 1) Jcosan—20x , 


1 1 

Te n—1 TE 

IR cosındı — af ii cosxın-20x . 
0 2 6 0 


Iſt n gerade, fo kommt man endlic) auf: 


In, __(n—1){n—3)...3.1 fin 
V nd —— — 


d. i. | | 
(in an —_ (in—1)(2n—3)...5.3.1 
( 54.) 0 cosx Ox == a —— ya . 


it n ungerade, fo kommt man endlich auf 


4n _ (n—1)(n—3)...4.2 fin 
S: cos a ox = — — sosz0x . 


Aber 
cos x õx = Bar =1. 
Me j 
(56. ) fr sinxu 0x pr cosındx . 
Da ferner 


tang xn—? 
cosx? 
tangsu dx — tangan-2dtangx — tangın-2 0x 


iſt; fo iſt 


— — —— — 
Folglich 


— 


Ai tang xx oõx = —— _ | "rtangın-2öx . 
— 0 


Iſt n eine gerade Zahl; ſo erhaͤlt man hieraus endlich: 


1 1 — 
3 —— — — — — 4 eo». 1 4 77° 2 . 
— me dx n—1 n—3 — JS: | ze: 2 


Aber 


1 — cosx? [ % - 
2 — — — — — — — — 
Js: Öx = — Ox — x = tangı—x 
lyr : 
IN tang?oıı=1—4in. 
0 | - 


Solglih, wenn n gerade iſt: 


tangxın — tangın-?tangx? — — tangxın—?, 
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| 
Sera =; - 2 + ..%$3+1%+ 3} 
0 


d. 4 | ’ 
1 1 


P gr 20 — a —— 
7.) tangzta 0x = 2, 7 55 


o 


ft nm ungerade; fo fommt man endlich auf: 


ı i I 


Aber 
sin x ox _ cosx Ä 
[rer os — -/[ = — logncosx 
cos x cosx 
== — 4logncosx? , 


VA = — tlogn}. 
A 


Alfo, wenn n ungerade ift: 


+...+++1+ m. 





a7 x&= 1 1 rg 1 ı 1 
0 tang x® = on - 5; t+t rt rlongy, 


oder 


2 
—D—— * — ae +..%4+%++ tlognt. 


Auf Ähnliche Art ift: 
cotx2 — cotx"n=-?2cotx? — 208 2 
sınx? 


cotxadx = — cotxn—2dcotx — cotan-20x , 


cot xn1 . 
Je = — — . JS cotxn-2ox , 





— cotxn-?, 


n—1 R 
. [2 \ J 
— = — — J }" eotan=20x : 
Da nun 





1—sinx? OX | 
cot x? Ox = — x — — cotx—x 
Amn sinx? 


SE ct? ˖& ⸗ — iIn— — n)=1—!in, 


cos xox- deinx — — 
cotxõx = — lognsinx = $lognsinx” , 


sink x sinx X 


1 
I“ cotxdx = — tlognt 
ZT 


iſt; fo überzeugt man fich leicht, daß, allgemein 
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(59.) 78 tang xn dx =  f” cot an dx 


Zr 


ift, wie übrigens auch leicht aus dem in (5,) bewieſenen Saße 


gefehloffen iverden kann. 


24. Zu einer neuen Methode zur Entivicelung der Werthe 
beſtimmter Integrale fuͤhren folgende Betrachtungen. Nach (18.) 


iſt fuͤ n — 1: 


In — * Ex, y) 0x, 
after Y)ox = of“ f(x, y)%x, 
ix f(x, y) ox Pfr ERDE? + Const . 


Sehen wir nun 
fe y)ör =y(x, y) 3 


jo iſt PERLE RE 
f(x, y)x=y(A,y)—y(a,y). 


. ; A f i 
V(A, y) — vw(a, y) = Sof Dos + Const 


und, wenn wir 


Alſo 


FlxX,y) _ 
my =og(x,y) , 


RB A 
/ of Y(x, y)öx 
« b « a 
— y(A,B)— v(a, B)— y(A,b) + y(a, b). 


feßen: 


A 
oöof(x, y)J=yp(%, y)öy, 


f(x, y) = Jos y)oy, 


B 
Bub) = 9 wöys 


B 
f(x,B)dx — f(x,k)x = if p(xX, y)öy; 


| | | i 
Se 9% - “ma of pix.y)oy. 


derner nach dem Obigen 
fena=yan; 


alfo 
Supplem. zu Kluͤgels Wörterb. I. M 
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“ fe B)öx = y(x, B), fo b)öox=wy(x,b) J 
4 
JS. f(x, B)öx—= y(A,B)— y(a,B), 


AS P)öx = y(A,b) — y(a,b), 


und folglich - 
H dx * p(x, y)Oy 


= y(A,B) — y(a,B) — y(A,b) + (a, >: 


ſo A B B A n 
SS, ya / af PX, YIoXy _ 


"welches man Eürzer auch fo zu fehreiben pflegt: 


IN Ki y)öxdy = See Närde 


Diefes Satzes bedient man fich oft mit Wortheil bei der 
Entwicelung der — beſtimmter a So iſt z B. 


Se = 2* kt. 


Solglich 


SS, xa-1 0x _ fs = logno >» 
o @ 
NS, xa-i dx m logn— . 
y 05. r 


Aber nach unferm Satze: 


NS, xa-1 Ox 00 ed, 


und befanntlich 


a—1 
fe da — * — 
xeila — — — 
ogn x 


1 dx a —* — 1 ze are — win 
0 y o —Tognz x 


iya—i _ 1m x! 
of Tor * dl =logn— . 


logn x logux . x 


Alſo 


Ferner iſt nad) (43.), wenn @ — iſt: 
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on 1 | 
eriox m —, f 
7 0 a 


Alſo 
02 
— e- ax dx — [= = logna, 
70 « a 
u. 00 | a 
JS. of e- ax x = logn -. 
Aber — 


. — max dx = -/. ff e-ax da, 


e-ax — e-ax 


/ e- ax a m — em , "e-ax 0a = 
= x 


Solglich 
(61.) wes= eis —or = logn — . 


Nach (a6.) und (47.) iſt 
N e- ax cos ax ox — — Fa 


© & 
V e-axsinax0ox = —— , 
0 a°-r a? 
oo 
_ aca 
— e- ax cos ax dx — 0 
. 0 a’ + 42 
[+ +} 
P Pr 
da e=äxsinaxdx — oda J 
0 a? > a? 


Fuͤr a? 4 a? — z ift Zada — 92; alfo 
⸗ ada_ _., foa = $lognz = tlogn(a?+a?), 





* 





a? +a2 7 2 


a aß _, a?+a? 
— men (5 +e’ .) 





Ferner iſt 
— 


ada | 
Is$=- = Arc tang — . 
a? pa? a 
* 14 +, 
j ra oda — b 
Ni ra = Meng — Aretang, 
‚Mfo Haben wir 


N af” e- ax cos ax Ox, — +logn — * =); 
"dal "max sin ax dx — Arctang— — Arc tang s 
b 0 [7 “& 


Mr 
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Uber 


1 i 
emaxzcosoxda— — ZemaX cos ax, 
1 i 
e-axsinaxda = — Z—emaxsinax , 


a e-bx — e-ax 
e⸗ ax c0saxda = ⸗ cos 0X , 
b x 


e-bx — e- ax 


a f} * 
e=maxsinaxda — — — sinax . 
J’/b j 


Folglich, ganz wie vorher: 


© e=-bx _ e=ax a? ka? 
( 62.) J. — c axds * Yoga (17) R 


© a—bx _ emax , a b 
— re — ñ — —— 2) =—=A — — | 
(63. ) V. z sinax(x=Arctang — Arctang . 


Sira=»,b=0 erhaͤlt man aus den zwei letzten Kefultaten: 


m 0x 
(64.) TS. sa—=®, 
0 > 
(65.) Set min, 
10) 


ud fra, a—=0 aus (61.) 


w ("= 


25. Wir wollen nad Laplac e noch das doppelte Integral 


rk e 2 96s8 6x 


betrachten, wobei wir annehmen, daß s poſitiv und n >1 ſey. 
Betrachten wir zuerſt s als veränderlich, und feßen 

— s(1+2)=z2, = — Ar:(1+m); 
fo ift | 


er JE — Ba e-sti4-x") 
+ 1+ 0 ir ; 


woraus ſogleich folgt: 


00 u 1 
\ e s(i-L-x )ös — rm N 


wenn man nur beobachtet, daß s poſitiv iſt. Alfo nach (35.) 


” — 
— 27 A es (H-H-x”) ds = /. Irm * 


nsin — — 


oder, nach einer kuͤrzern Art zu ſchreiben, auch: 
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De) ” a fr 
% Jr )Osox = — ‚ 
o 0 n sin 

n 


Man fehre nun die Ordnung der Integration um, fo daß man 
s als conflant, x ale veraͤnderlich betrachtet, und feße sa" — tl", 





ots Er ox=s nt; ſo iſt 


| 
—J = fe-ms Te-tötme-ss fere : 
Folglich, weil t — 0, wen x=0, t=o, wenn x — oo: 
1 
02 — — 00 
J est") Oxe-ss 1. et" ot, 
o o 

oo co = oo — oo — 
M 05 [erurx õx *. e⸗ss B af et dt. 
o ’/ 0 o 0 z 2 


Seht man nun ferner, welches offenbar verftattet iſt, st", 
s 
s=nt"-1gt,s at; fo wird 


0) o | 0) z 
[ A — *)9x õs = nf — e-t dt. 
’/O ee «/ 0 o 


Aber nach) (24.): 


fs. SL e-st1-+x?) $x ds = 2 IA est") s Ox. 
oO & 
n ST e-t" ın—2 af“ et ——. 
0 0 nsin — 


* n 
e-".ot 


offenbar eine conftante Größe ift; fo läßt ſich dieſe Een 
aud) fo fchreiben: 


(67.) — ra) et" ut) = — 
0 0 nsin — 


Fuͤr n — 2 wird 


Vers era) ir 
d. i. 

Sa = ıIYr, 

Jo 


wie fhon in (24.) anf anderem Wege gefunden worden iſt. 


Alſo 





Da nun 
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Seht man zuerſt —— für n, dann 2" für t; fo wird: 


N n n n 
— a Pr; — 1)? 
n? (/.” emttm /, et! tre1 ot) (r I Te R 
Ä Zen 
© — 
(68.) n? —9 e- itr⸗æ2 aW4 etnrät)= — e 
nz o sin (—) IE 


26. Caudy hat in feinen Exercices de Mathömatiques. 
2"e Livraison. Paris. 1826, einen Saß beiviefen, weldyer fei= 
ner Allgemeinheit wegen merkwuͤrdig ift, und ebenfalls Häufig bei 
der Entwickelung beftimmter Integrale mit Vortheil angewandt 
wird. Diefer Sat tft folgender: | 

. Wenn f(x) eine beliebige Function von x, und dag be— 
ſtimmte integral | 





| Anz J "xnflz)öx R 
wo .n eine willführliche ganze Zahl bezeichnet, befannt iſt; fo 


läßt ſich immer das beftimmte Integral 


er Fe 
finden, inden naͤmlich 
(69.) Ban = 
1 +2) (n+1)n(n—1) 
a ht 


(2n —2) (2n — 3) 2n—1 
.„..+ — — Am-ı + 1 





Aꝛn⸗2 * Asn 
iſt. “ 2 
Um dies zu beiweifen, feße man der Kürze wegen 
| 1 | 
xX—- — = y. 


Nun iſt offenbar 


x 
& — 
Aꝛn = /, x2n f(x?)O x =/ yanf(y’)oy, 
0 o 
00 o 
J. y?nf(y?)oy =/ y’nf(y?)oy, 
o 0 


gen 00 o 
⸗ y’af(y’)öy = / yr£ly?)öy + / „taor)es 


d. i. 
⸗ yꝛr k(y2) õy * y’nf(y?)oy, 
0% Jo 


= N 
2Anm=.f yrfly’)oy. 


Iſt 50, fo if y-— ©. Sıex=e iſt auch y — . 
Alſo iſt 
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[rw [HH 
eh) 


Setzt man ferner 


ip 
12 


1 
x . 2? 


hiiz= » für ee alfo 


Ban En A— —1 (2-7) P 
Sl gear: 
—— 


OX 
2Ban = R et + zer) \( -5) x 


Nun ift aber, wie in dem Artikel Goniometrie im diefen Zufäßen 
sejeige werden wird: 





o- 


cos(?n +1)8 = 
(2n +?)2n . „, (2n-+4) (2n+2) Zn 2n (2n—2). re | 
8] nme + — ey sin ®°- ... 
und, wenn man . 


er — 


— = 1 
= 4(+,); in = 7) 


cos (?n+1)9= 1 +( vet + Zr Ze) 


(Eyflometrie in d. 3. 17.); alfo 
1 
a 


(ee ———— 


Nultiplicirt man nun auf beiden Seiten mit 


26-5) Ox 

x ? = 

und integrirt_zwifchen den Gränzen O und ©; fo erhält man 

mittelft des Dbigen ſogleich die zu beweifende Gleichung. Der 

Goefficient von Az in diefer Gleichung if 

(nm) (n+m—1)..(n—m+1) _ (2<m+1)(2m+2).. (ntm) 

1.2.3...(2m) . 7 - 1.2.3...(n—m) 

wie leicht erhellet, wenn man über Kreuz multiplicirt. 


fest: 





x2n+1 + 
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Sey z. B. 
EEC(X) e x, 
wo s poſitiv iſt; fo iſt nad) (30.) 
SEHE 
— e x = 273’ 


und nach (38.) 
Aꝛm =/ x2me—sx2 dx — — ———— 
2n sm+4 
Ferner iſt 


Bn = Is x?ne”® G-; 2 ame” x?ne”® —E ÖX. 


Alſo nach (69.):. 
(70.) ⸗ xꝛn ne (Re) dr 


wel ee.) 








ei) 


———— 
eine ebenfalls ſehr merkwuͤrdige Formel. 


Fuͤr 
f(x?) = e=sx2costx , 
wo s wieder pofitiv feyn muß, ift nad) (41.) 


t2 
— ——— costx. ox= (—1)m, RE ikea Be 
2ys otm I? 
0 Yr _t2 
A, ns e=sx? costx.dx ⸗ —e , 


ays 
Ferner ift 


0 or 
Bzn =f x?n e-@-2) cosı(x _ 2).öx 
— eis F — - (#4 +5) c0s1(% — —X 
— nach (69.): 
(71.) YA x?n e”° — cos ı(* = NRo⸗ 
*0 


t2 


F- (n+i)n de 
u ea -— 
tz 
+ (n+2)(n+1)n(n—1) O'e % 
ae 777% Se 
12 
_. @a+3)(n+2).. C. Ose 3 
,.1.2.3.4.5. m an 
+ D . 0 . , . . . 
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Man aͤberſt eht leicht, daß der von Cauchy gefundene Satz 
eine neue reiche Quelle beſtimmter Integrale iſt, die auf anderen 
Wegen ſich nicht ſo leicht ergeben wuͤrden. Wir wollen nun 
einige beſonders merkwuͤrdige und wichtige beſtimmte Integrale 
etwas ausführlicher betrachten. 


27, Zuerft befchäftigen wir und mit den Integralen, welche 
Legendre aus leicht zu begteifenben Gründen Eulerfche Inte— 
grale genannt hat. 

Euler’fche Integrale der erften Art nennt Les 
gendre die in dem Ausdruck 


1 xp—ldx. a 
Fest | ⸗ 


n 
° Ya 
two n,p, q ganze pofitive Zahlen bezeichnen, enthaltenen be- 
ftimmten Integrale. 


Euler’fhe Integrale der zweiten Urt beißen die in 


dem Ausdrucd 
JS. (! 3) : 


wo 1 immer den natürlichen Logarithmus bezeichnen ſoll, und a 
- als poſitiv angenommen wird, fonft jede rationale Größe be- 
zeichnen fann, enthaltenen beftimmten Integrale. 


Euler und Legendre haben für dieſe Integrale ihrer 
Michtigfeit wegen befondere Bezeichnungen eingeführt, Dem 
fegtern folgend ſetzen wir 


— = 


28. Beide Arten von Integralen geſtatten eine Trausfor— 
mation. Setzen wir naͤmlich in den Integralen der erſten Art 


a 
xı = z, — — 07, x= 22; 
fo wird 


p 
_ ı I-ı, 1.9, 
xp-Ilx = u oz, yal—axmın-y= (1-2) ”. 


Folglich, weil z=0 frx—=0, z=1 für > 1. iſt: 


1 xp-1 OX 1 it s 
SE fan”, 
“ ° Yıaııamyag ii 


oder, was daffelbe if: 


ar-iör | 1 1 e-ı 1. 
SUN IE ses = .* Ox(1—x) 


Ya 1 on 


186 Beftimmtes Integral. 


Unter der Vorausſetzung, daß p und q poſitiv, ſonſt beliebige 
rationale Groͤßen ſind, ſetzt Legendre 


— — 0 
oo; 
fo daß alfo in diefer und der in (27.) angegebenen Bezeichnung 


immer 
(73.) (E)= — ) 


iſt, die durch bezeichneten beftimmten Integrale folglich im— 
mer auf die durch (p, q) bezeichneten gebracht werden koͤnnen. 
Serner fee man in den Integralen der zweiten Art 


1 1 
l-=2; , x ⸗ e, öx æ - er2ö2; 
ſo iſt — 
(17) — — z -lem20z . 


Fuͤr x — O ww x—l if refpetwe ze om, 2 *0. 
Alfo if 


1 a1 o 
/ 2 * -/ za-1e-202 , 
0 x [1 00 


oder, was daſſelbe iſt: 


(74.) Lt) = — J e·xoõx T(a).. 
7/0 0 j 


20. Befonders merkwuͤrdig und wichtig ift es, daß bie 
Eulerfchen Integrale der erften Art, oder’ vielmehr die durch 
(p, g) bezeichneten Größen, immer durd) Eulerfche Integrale 
der ziveiten Art ausgedruͤckt werden koͤnnen, welches wir jeßt, 
nad) einigen nöthigen Vorbereitungen, zunächft beweifen wollen. 
Seen wir naͤmlich Ä 
y=x ( +); 


fo iſt: — 
= &(1,) — sl). 
Folglich | 
y= as! (2) — 
Sir x—0 iſt aber y=0, und auch, weil a poſitiv iſt, 
y=0frx=1. Ufo | | 


0= (12) - a Öx (13) 
«/ 0 * «4/0 ” 
1 1\a 1 Iy\amı 
[RE 
Jo a 0 x 
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Dies giebt in der eingefuͤhrten Bezeichriund die mertwirig und 


wichtige Relation 
| (75..) T(ari)=a’r(a). 


Sir a=1 if T(1) =/ x — 1, und 'man erhält alfo, 


wenn a cine ganze Zahl ift, durch mehrfache Anwendung vorftes _ 
hender Relation fogleich den .... Ausdrud: 
(76.) T(a) = 1.2.3.4...(a—1). 
30. Wir wollen jetzt 
52 * (1- x) 


ſetzen, und annehmen, daß q eine ganze Zahl ſey. Durch Diffe— 
rentiation erhaͤlt man: 


õy = pxr-i 9x (t—x)ı-ı — — ax (1—x)1=2 
= prldx(1—x)I0- + (g—1)xrt dx (1x )I- 
— (1) öox(1 x)! — (g—1)xrPöx (1x) 
= (P+ N art -n)I-1 — (N ar-tirt—n)ı- 


y=(p+g—1) farm dx (—x)Imi—(g—1) far-tdx (1-x)1-2 ; 


sur x =0 it y=0, und auch fr x1 iſt y=0, weil 
g—1 pojitiv if, Alfo iſt 


0=(p+4g—1) [ =tdx d-x)1-1— (g--1) /. 1 dx (nm 
«7/0 .«/ 0 z 


1 —1 » 2 ⁊ 
xr-1 Ox(1—x)Imi — Ei: för 1—x)1=2 , 
Jar ran (1-2) 


Durd) mehrfache Anwendung diefer u erhält man: 


— — — [= 15 
1 — — — 
V. mTalan? (P+9—1) (p+9—2) .: — — 


Aber — =, Iyp, Alfo, weil p pofitiv ift, I xP-l9x 


—2 — nad) der eingeführten Bezeichnung, wenn q eine ganze 
ahl ift: 


en -Nd-29.. 4 
ee ERSTE BERENE 
sur 1—x=z tix=1—z, x—=— 02. Alſo 


Jröxcı mo — Sardzl1i_ ze. 
rrx=lifzel,fex=iliffz=0, Alſo 
N xldx( 1 — x) — rtda(l—z)r-t 
0 1 
oder, was bdaffelbe ift: 


[; xx- i qx (1 xyz —* Ox (1- x). 
70 J/o 


“ 
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Iſt nun p eine ganze Zahl; ſo iſt nach (77.) 
V an (P-1)(p—2)...2.1 1 
FT er ‚= era Doeptg—d...arn'g 
Alfo, wenn p eine ganze Zahl ift: 
pP—N(p—9...2.1 1 
8. RL 2 EL er 11 Bons AbH de BEER 
0) ABed) (pt+g4—-Np+g4—2)...(gr1) gq 
Daß die beiden in (77.) und (78.) gefundenen Ausdrüde ein=- 
—— gleich ſind, erhellet leicht, wenn man uͤber Kreuz multi— 
plicirt. | 
Iſt q eine ganze Zahl, fo folgt aus (75.) leicht 
"Tp+g)=(p+g—N)(P+4—-2):...(p+1)pZ(p)> 
und nad) (76.) iſt I(g—=1.2.3...(4—1) Alſo ift 
T(pPIT(g) _ (g—-1)(q—2)..-1 4 
T(p+g) Prg—NP+FI—-N.-(prNDp | 
Solglicy überhaupt, wenn eine der beiden Größen p und q eine 
ganze Zahl ift: 
_T(p)rT(g) 


Nun ift aber nach dem binomiſchen Lehrſatze 


xx (1 — x) — 








po — Im u EN) zur OR — ..... 


Folglich, da p eine pofitive Größe ift: 
/, pt öox(1 —x)ı-1 = 
.ı/ 0 
g—1 1 | aD», 1 DENE 1 
1.2 


1 p+i1 'p+2 7123 'p+3 
na N ur | 

eine Reihe, welche in's Unendliche fortläuft, wenn q feine ganz 
Zahl ift. In diefe Reihe muß ſich alfo nach (79.) 

T(p)T(g) 

Tp+g ’ 
wo wir ung unter den mit T bezeichneten Größen ganz alfge- 
mein die entfprechenden Euler'ſchen Integrale der zweiten Art 
denfen, entwickeln laffen, wenn z. B. p eine ganze Zahl if. 
"Denken wir ung aber nun die Entwicdelung von 

T(p)T(g) 

10 * 9) 
fuͤr jedes p und q ganz allgemein ausgefuͤhrt; ſo iſt klar, daß 
fo lange p und q ganz allgemeine Symbole bleiben, und die 
Entwicelung in diefer Nücfiht ganz allgemein vorgenommen 
wird, die Form der allgemeinen Reihe nicht von der Form 
der Reihe für. einen befondern Fall verfehieden feyn kann, fo 


— 
p 
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lange naͤmlich, welches wiederholt erinnert werden muß, p und 
g ganz allgemeine Symbole bleiben, aud) in dem in Dede ſte⸗ 
henden beſondern Falle. Man ſieht alſo, daß auch fuͤr jedes 
poſitive p und q ſich 

IC(P)TC(Aꝗ. 


— — — 


Te+9g 
in die obige Reihe entwickeln laffen muß, und daß folglich die 
allgemeinen Entwickelungen von 


N öx (1x) (p, d) 


für jedes pofitive p und q, und 

T(p)T(g) 

10*9 
zu denſelben Reihen fuͤhren muͤſſen, welches uns berechtigt, fuͤr 
jedes poſitive p und q zu ſetzen: 

X\T(p) r(9 
(80.) (p, q) Tor) . 

Nittelft diefer Relation kann alfo immer das mit (p, g) be- 
zeichnete befiimmte Integral. durch Euler'ſche Integrale der zwei— 
ten Art ausgedrüce werden. Huch laffen fih die, Euler'ſchen 
Integrale der erfien Art ſogleich "auf —— Antegrale der 
jweiten Art bringen, da aus (73.) und (E0.) folgt: 


s1,° (2) = (7 HOLOB 
arts) 
Die Entwickelung der Eigenfchaften der Eulerrfchen Integrale 


fommt alfo lediglich auf die nähere Betrachtung der Euler'ſchen 
Integrale der zweiten Art zurüc, 


3, Man kann aber auch: umgefehrt die Euler'ſchen Inte⸗ 
grale der zweiten Art durch Euler'ſche Integrale der erſten Art 
ausdruͤcken. Aus (81.) erhält man naͤmlich: 


4) * 


r(2) 
— — 
"Or 
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— 
Er) 
Multiplieirt man die erſten a — 1 Glieder, in_ einander; fo er= 
hält man: 
— 1 Ir Hr 
nn ... — ——— )' 
—— 


a 

















woraus 


(G2.) — )== 


Multiplieirt man alle Glieder obiger Reihe in einander; ſo er— 
haͤlt man, weil nach (20.) 16) — T(1)1 if: 


HH A) - Fo, 


Kg 





8) (4) =ar med .-. ot 
Folglich nach (82.): 


(84.) — —— ————— a 
; n (1)(3)(3)(4)- (4 


Die Euler'ſchen Integrale beider Arten laſſen ſi ch alſo wechſel⸗ 
ſeitig auf einander reduciren. 


32. Auch das Integral 


xm-1 x (\ 2)" 


kann immer durch bloße Euler'ſche Integrale der zweiten Art 
ausgedruͤckt werden. Durch partikulaͤre Integration erhaͤlt man 
naͤmlich: 


ym—1 öx(1-)" = 1 R + = xn-1 x (1) . 


Folglicy, wenn nur n 9 tiv iſt: 
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| 1 1 — 
\ xm-1 öx ( 14)" — ER xı-1 6x ( =)" e 
1) m o x . 


Iſt nun m eine ganze Zahl; fo erhält man durch mehrfache An- 
wendung diefer Relation: ' | 


) / dt 


Iſt aber n feine ganze Zahl, fo feße man zu — zZ, Inxm=1öx 
=oz,. Alſo 


amd (1, 1): * =) = er #(1t)". 


Folglich wel z — 0 fr x=0, wenn nur m poſi tiv iſt, 
z=1für x=1: 


5 Seal "(14)", 


fo daß es alfo auch hier nur auf. die — der Euler ſchen 
Integrale der zweiten Art ankommt. 

33. Die Euler'ſchen Integrale der zweiten Urt haben meh⸗ 
rere merkwuͤrdige Eigenſchaften, von denen wir jetzt die twichtig- 
ften ee wollen, Fuͤr a<{1 feße man p=a, 2 
fo i 

pl dx (L—x)I-1 m ga-i Ox(i—x)-a, 








Lxa-10x 
{a, 1—a) = den 
Sey nun 
x x 
rien, = in: er, 
pitz=0 fürx=0(0, z=efüurx—1, Alſo | 
1xa-1 0x za—-107 N 
o (I 2)a = 7 i+2 i | 


Aber nach ), da 21 iſt: 
| za-10r7 _ 
YA 1+2 ° sinan 
(87.) (a,l1—a) = 
Da nun nad) (80.) 
(a,1-.) = Aue = T(a)I(1—a) 


it; fo iſt für jedes pofitive a, welches <1 iſt: 
(8.) T(a) TA Ca) 





Alſo 


sinar * 





sin ar " 


Sept man a= +, fo iſt 
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TE TT 








= Te 


oo ‚sinan  sinin , 
Alfo nad) (88.) . — 
(89) 0)]S, 
oder 
(0.) IH)=Yr, 
da T() offenbar poſitiv iſt. 
Nach (75.) if 


(u) FileH): 
2n—1 2n—3 2Qn—3 
>. r( 5 = 
ES _ m—1 2n—3 ee 
2 


— — — — | —— 














2n —212123 2—5 | 
u ...3:41($), 


— er 7 








d. i. nach (90.) 
“a, E)I.. ra. 


Hieraus fann man auc einen neuen Beweis der ſchon in 
(24.) und (38.) gefundenen merfiwirdigen beftimmten Integrale 
ableiten. Setzt man naͤmlich er = z; fo iſt 
—_ sex: x0x = (O2. 


Folglich) | * 
xin erpx® x m— zan-1, — . 
Aber 


, _ = 2,n=41l,,= —— 

Folglich RR J 
n ne 

—— x: = — 4 V ( — 


Fuͤr x0 iſt 21, fuͤr x» dagegen it z=0, wobei 
wir vorausfeßen, daß s pofitio ſey. Alſo iſt — 


emsx2 0x 

o | 
2n-H 2n—1 2n-+i1 R 2n—1 

CHF HN CHF 
a) ’ 2 s 2 


d. i. nach der eingefuͤhrten Bezeichnung: 
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; 2n1 
N e=-sx? OX u 3 OLE r(® + 1 
Jo il ü s⸗ 2 


N 


übereinftimmend mit (38.). Fuͤren — 0) wird 
EEE — 18 
S Bm ox ⸗ 10 T(!)=+ 2 Yr (%.) D 


und für s—=1: | 
00 . 
V e-x õ x = 4Yn, 
| 


übereinftimmend mit (24.). 
34. Nach (88.) ift: 


EICH) = 




















» TT ’ 
sın — 
n 
2 n—2 Te 
r(- eier 
sın — 
| 3 a3) _ ne 
r(Z 56 n no Bm ? 
sın — 
n 





“ . 
TE 


2ı 


r (>) r(—) = — 
Alſo durch Multiplication: 
Ir VDE _ co 
ü n n i n 


Nach dem Eotefifchen Lehrſatze (f. auch d. Art. Goniometrie in 
diefen Zufägen) ift nun, wenn n eine gerade Zahl ’ift: 





ee = (x? ar) (x —2axcos-" + a’) | 
(3? —2ax cos + a’) 


(x? —2ax cos 2“ + a?) 


("—2arco Dr + a?) . 


Alfo, wenn man mit x? — a? dividirt: 
Supplem. zu Klügels Wörterb, 1. N 
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an-2 4 xietg? ... + x?an-t 2 an-?, 


—— (* 2ax cos" 4 a )(»> —2ax 000 + ) 


. 18 1 1 8 hr ha re  — db ne 


(* — 24x —— 


Folglich, fr x — — 1. 


— 2 4 2) 
2=23 2 (1-00) (1-00) (1-97) ’ 
2 n n n 


oder, wenn wir ——a, n=2a ſetzen: 


.= 2-1 (1 — oz) (t — os). (t — co") 
| : 3 n\ .. fe— 








Ya = 2a in (ein (23)»(23)- (7) ; 


Uber allgemein 





PER BERPFCHR KH = a\ gun N ml: 
& — (2-3)-*(4-7)= sin (4.7). in ( 7 . 2 D 


Alfo 


* 7t . Ir [) Ir . («a—1)r 
sın — sin — san — ... sın 
@ a@ a& 


— — . sin 2 ZU. sin Bi Z\V,, sin — 
@ 2 7 2 & 0} 2 .. a 2 
./ca—1 n .fa—?2 n .fe—3 n ’ in 

>< ein ( 7 3) sin( * 3) & 7) sin(- 7) 


FO 
(92.) r(;) r(z) ra) (0) = er 


Serner ift nach ( 75.) 


























n+1 





ei), 
re) =27(), 
I 
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(en) r(*) , 
EHER ee) 
1.2.3.4. “ .(n—1) r(+ r 2 T 22 : 
d. i. nad) (9. ): N / | / | / 


EEE, 


oder, wie Lacroix (Traite du Cale. diff. et int. T. * 
p. 480.) die nad) m Angabe von Euler gefundene Formel 
darftellt: 


— 




















— 2..(n—1) VCAT 
nn—1 a 


35. Bevor wir zu andern merfwürdigen Relationen über- 
gehen, wollen wir, um den Zufammenhang der Darftellung nicht 
durch Hinweifung auf andere Artikel diefes Woͤrterbuchs zu un« 
terbrechen, einige Säge aus der Integralrechnung furz erläutern, 
Zunaͤchſt bemerfen wir, daß, wenn die endlichen Sintegrale, wie 
gewöhnlich, durch 2 > bezeichnet werden, immer 


ey _0 21, 
— — — 
OX X 


d. g.° 7 ein Werth von I * Wiſt. Es iſt naͤmlich dem Tay⸗ 
lor’ ſchen * — 





4x 4 O32y Ax? 4 
— — 1 —— 2 — 
und eben ſo: 
OZy Ax, 0?3y Ax? 
437 = .7 + x 7T une 3 


woraus durch) Differentiation: 
042y 0°? 27, u O3Zy Ax? 





— - "Ox? ° Ox3 — — 
Alſo 
42 04Zy 
an) Zu 


Aber nah) dem befannten u eines endlichen — 
— —=y. Alſo 

= —ox’ 
und folglid) : 
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oder allgemeiner: 


Da nun befanntlid) | | 
-öyh „Ay h® , 9y _h 
Yy-yıtmaterzste 
ift, wenn wir 4x h feßen; fo ift 
_ ho h? _O?y, hs 0°y 
‚„=T:Htiam time te 
und folglich für. 


% 


Ö 
.=%, y= faös: 


h h? _0z h?o_0% 
fs et eRtrreatet 


1 O2 1.02 032 
Pr — fe — —— — h25 - α— er 


wenn ivir die numerifchen Coefficienten der Kürze wegen durd) 
a, Br Yr Gr rer. bezeichnen, und die DBeifügung einer Con⸗ 
ftante, welche fic von felbit verſteht, unterlaffen. Durch Diffe- 
ventiation diefer Reihen erhält man mittelft des oben bewiefenen 
Satzes: | 


07 1 0?z 032 0°z 
x = — — ——— — Ph’2 7 — sr + ... 
E .0?z 1 0 037 0%z 657 
25 = — eh2 775 - Ph’ — rh55ã — ... 
„0z 1 0° o%z 05z 062 
255 = TAT —— - he — 110. 
u, ſ. f. u. ſ. f. 


Durch Subſtitution in obige Reihe ergiebt ſich hieraus eine 
Reihe von folgender Form: 


1 E J RE 
Zı = 2 fröx 4 Au +Bh + Ch 5 + Dh’ des 
wo A, B, C, D, .... gewiffe numerische Coefficienten be— 
zeichnen, die ſich auf folgende Art beftimmen laſſen. Da nämlich) 


d Be 
x — x — 


iſt; fo ift | 
Sex =. + Aex + Bhex + Ch?’ex + Dh’ex + .... 
Aber aud) 
x Ser — ex 
a er 


— 
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wovon man fi) leicht Uberzeuge, wenn man die Differenz 
nimmt, da 


=) = — — 
iſt. Da nun beide Yndoricke von Sex in allen Gliedern e* 
enthalten, * beide Ausdruͤcke für.e = 0 verſchwinden; fo iſt 
202 = Dex + Ae* + Bhex + Ch?ex + Dh’ex + ... 
— 
indem die beizufuͤgende Conſtante in dieſem Falle =0 iſt. Alſo 
I _1 ,A+Bh+cCh +Dh + 


eh — 1 h — 

ſo daß man folglich die numeriſchen EEE A,B,cC, 
D, .... erhält, wenn man die Sunction (eb — 1)! nad) Yo 
tenzen von h in eine Reihe entwickelt. Diefe Entwickelung iſt 
aber in dem Art. Bernoullifche Zahlen (6.) i. d. 3. gegeben, 
und das Gefeß der Coefficienten iſt dort, allgemein beſtimmt 
worden. Geben wir nun, wie a. a. O., 

Ruten + A, + A, h + Ah? + Abd Acht 4.., 


fo ift a. a. O. (8.) gezeigt worden, daß 
A =A, =A, =A,=...=0, 
und Fan 
— * A. + Ah + Abd 4 Abs 4.. 


it u man aber den. a. a. D. in (6.) gefundenen Yus- 
druck mit dem allgemeinen Ausdruf der nten Bernouflifchen 


Zahl B in (9.); fo findet man leicht: 


2...(2n _1)(22n1)2?m Am _ 2m(2m1)B- 
(—1)?2 , „ atmen 


| ae a re 
A, ift, wie man leicht findet, = — 4. Aus allem Bisheri- 
gen ergiebt fidy: 
A=A 2 —4 


B 
Bein 73 
G=A = 10) ; 
B 
h IN — 
E=A, = 0 : 

B 
ee 1.2.3.4.5.6 
Gel 

uff u. ſ. f. 
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Alfo 
1 3 “ 
1 B, oa B 037 
aeg Tea 
5 
B — 


+ T 
Iſt nun 2 9 (x) das allgemeine Glied einer Reihe, deren 
Summe in Bezug auf ihre x erfien Glieder wir durch) S, bes 
. zeichnen wollen; fo ift 
Key) - 40) *æ 66) +. - + ya) 4 ), 
KH) — ) FH PRD 
Sr — Sxeı =) . 
Solglich, wenn wir Sc-ı = f(x) feßen, für h= 1: 
ASx-ı = Aflx) = f(z+1) — f(x) = 5x — Sx-i = p(x) » 
und umgefehrt | 
Sx—ı = Zyp(x) + Const , 
S: = Zp(X) (x) + Const , 
— 22 + z + Cons. 
Alfo, Sx = Sz gefegt: 


1 


Ss = Jı%x +4 — B 032 
ze A a2 4 75% 1.2.3.4 0% 
5 
B 095% 
ee 2 7 


Die beizufügende Conftante ift ſchon in zox begriffen. 
36. Fuͤr 2 1x if: 





02 1 ‚dz _ 1. 0’z _1. 
Oo x’: x’ ox3 x}? 
o*z 1.2.3 0°5z 1.2.3.4 
3 — — x4 N) 23 = x5 ’ u ſ. f. 


Alſo | 
Sk=uU+R+B+4+.. + k 
B B B B 

= CH HI ta Te 


Zur Beftimmung der Conflante gelangt man auf folgende Art, 
Nach (8.) if Ä | 
zn. 2.2.4.4.6.6.8.8 .... (22%—?2)2x 


— — — ——— — — — — — — 
— “x 


7 = 1T3.3.55.7.7.9..(22x—1)(2x—1)’ 
defto genauer, je größer x ift. Alſo 
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— N 22 4 24 + 2316+.. + — + Hx 
— —u— as — 25 — 217 — ... — 21(2x— 1) 


defto genauer, ie größer x iſt, völlig genau, für x», für 
x=o ift aber nad) dem Dbigen: 
Sx=C—x+ (x+t)k, 
Sax = GC — % + (2x+;z)lx, 
wo nämlich 
; Sx=4U+R+B+M+..+ix 
it, Auch ift 
HIHI HIB + .. + 1% 
=U+R +3 +4 +... + ik + 32 
= Six + xl2. 


Folglich 


s52x — C—24 (x+t er 
1+3B+5+1+... 102x- ) 
+12 414 +16 +18... + 12x 
— 114 13 +15 + ...+ 12x—1) + Six + xl2 
—u+B3+J15 + ei + ..+ 1(2x—1) 
+C—x + (xt) ha 
1+3+5+1 +..+1ıx—1N) 
= — x+ xx + (x+})12 
212 + 214 + 26 +... + 21(2x—2) + 212% 
1 — 233 — 25 — 117 — ... — 21(2x—1) 
20 — 2x + (x+1)ix + xl + %x 
— 2xlx — (2x+1)12 
—= 2C + 1x — 12. 
Alfo, wenn man auf beiden Seiten 12x abzieht, nach dem Vor⸗ 
hergehenden 


lz - 1 =2C +k— 12 — 1x 
= 20 + li -R— k— ka 20 —- 22 


= 401 41) = 41a = Y2n . 


— 
ge 


Folglich 
_U+FR+B+UH+.. + 
1 


B 
* 
Winter nt 
— 
—Va4 (xTI)x- x - Br... 
| ee 
== ix + 41(?2rx) — x + rl u 


37. Nah (76.) ift 
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T(xs+4) == 1.2.3. 4.....x 
I’x+1)=U+R+B+-M4 +... +%k 
N 3 


B B 
Ge 1 
Seßen wir ı | 
1 3 8 
B B 


| B 
MATT 5 u I re 


fo iſt Flar, daß I01 4 8) fih der Null, d. i. 8 fih der Null 
defto mehr nähert, je größer x if. Es iſt folglich) 

IT(x+1) = xx + 127)? + 4x x + I(IAA) 
= 1xt2 4 1(2n)? + lex + I(1+e) 
= 12m) ixtterx(i+e)], 
oder 

T(x}1) = (An)’xtte-x (1-40), 

wo e eine Größe ift, die fich der Null deſto mehr nähert, je 
größer x if. Da nad) (75.) 
| Tea)= Turn 

iſt; fo iſt | 
Tix)= (In)txte-x(1+e), 
eine Öleihung, welche zuerft von Laplace gefunden morden 
iſt. Dieſe Gleichung ift hier allerdings nur für den Fall bewie— 
fen. worden, wenn'x eine ganze Zahl if. Da aber die Function 
auf ter rechten Seite des Gleichheitgzeicheng eine ftetige Function 
von x it; fo erhellet leicht die Nichtigfeit obiger Gleihung für 
alle Werthe von x. Wir haben alfo fiir jedes pofitive x: 
T(x)= (In) te (1+e), 
T(x+1)= (2r)’xXttem(ite). 


‚ Auch Legendre Hat diefe Formeln. bewiefen, in den Exer- 
cices de calcul integral. T. I. p. 290. 


—38. Aus diefen Formeln läßt fich nun noch eine fehr merf- 
wirdige Eigenfchaft der Euler'ſchen Integrale der zweiten Art 
ableiten. Es ift nämlich immer — 


(95.) 





— x) I (=4 x) ie (= — 
KH, TRITT ’ 





T' (x) r e + x) r(— + x).I("—+z) =’ nx).(an) © mas, 
Nach (75.) ift 
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r&+9r(44x41) 7441). r(+r+) 
een Tu@rmı 
ut vr! nor(rx)..r "—4r) 


x . 2 ni 
= nn(<--);, , (nx£n—1)(nx+n—2)...nx/'(nx) 


r()r(+%) r(-4x)...7(2 +5) 
fo daß fich alfo diefe leßtere Function nicht Ändert, wenn man 
x+1 für x ſetzt, und daher überhaupt ungeändert bleibt, wie 
fehr man audy x wachſen laffen mag, Kann man aljo den 
Werth diefer Function für x == © beflimmen, fo wird ihr Werth 
überhaupt beſtimmt feyn. Für x= » iſt aber = 0 in (%.).: 
App fuͤr x — 60: 








—XVVE — 
rar 24 x) r(z g® x)... + x) 
— antert(x Mi E — (+ — J (tr 3 


CE Pe Pe 


Folglich 








* e 
1 2 Be | 
x — —A— 
= a4) - +) = (+) zu 
21 
se gm j 


T(ux) = (2n * nux- nz gonx 
1 2 x ni 
= (2n)* nnx-3 xx⸗ nt 2 ... = — Bi 


weil 
(2) + (+4-2)+(+2- 2). ++ °7°-:) 
=m - 34’ =m-} | 


iſt. Folglich, wenn man die einzelnen Factoren durch einander 
dividirt: > j 
T(x) r(+x) r(+r).. 1 +x), 





n" 
I(nx) 
74T ee? 2 x} nr + 4 
= , — 2.7 — — .. — * — 
——— 


Setzt man der Kuͤrze wegen 





fo iſt: 4 | 
N = (+7-)1(1+5) 
ee) 
————— 


. oe [7 8 [1 —⏑—0 6— 








: 

) 

- ———— 
+ (ft. el) +3) uf 
+ +2 -N)la-:a) +) ef 


. U} ee 2 1 2 1 2 2 8 8 8 8 ve s “ 


| n—1 ; n—1 ‚a1 3 A n—1\? 

+ (*+ n 25 U m + ( =)--L 
Multiplicirt man wirklich; fo erhält man einen Ausdrud von 
folgender Form: | 














all. 4 tr 4 srgre 


n 





Folglich, weil x= ® iſt: 
1 2 3 
WE Zr tur 


nl 
Q = e: B 
n—1 a 
Alſo, wile?.e 1 if, fr x=e, d. i. nad dem 
Dbigen für jedes x: | 


n—1 — nl 


n 2.4 








riwr(-+x) r(2+x)..r({+x) nmt 
ee 17773 = (?2n) n?, 


w. z. b. w. Legendre hat a. a. D. T. IL p. 23. diefe merf- 
wärdige Formel auf ganz anderm Wege bewiefen. Der obige 
finnreiche Beweis ift von Cauchy entlehnt aus deſſen Exerci- 
ces de Mathematiques. 15”® Livraison. Paris. 1827. p. 91.92. 
Man vergleiche hier die Formel (92.), welche auf ganz andere 
Weiſe gefunden worden iſt. Die bisher. bewiefenen Sormeln ent⸗ 
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haften die wichtigſten und merkwuͤrdigſten Eigenfchaften der Eus 
lerſchen Integrale der ziveiten Urt. | Ä 


39, Die Theorie der ‚Eulerrfchen Integrale der erften Art 
if, wie wir oben gefehen haben, in der Theorie der Eulerfchen 
Integrale der ziveiten Art enthalten, und es wird daher hin⸗ 
reichend feyn, in Bezug auf jene hier nur einige Nelationen 
aufuftellen. Nach) (80.) ift | 


| T(p)T(g) 
md= T(p+g) ' 


Da fi) in dem zweiten Theile dieſer Gleichung die Buchftaben 
verfegen laffen; fo erhält man: 
(7) (PH D=/{TP)- . 
Nach (73.) iſt 
WP a q\_1/ı » 
EEIDEEH 
Folglich nach (97.): 
P\ = fA\. 
we, (7) ) 
Serner ift nach) (80.): 
| _Te+9rT(r) 
(p+9 = — 
Folglich durch Multiplication: 
T(PXGGI 
(9.) (p, DP+T = —Fiptarn ° 
Afo, weil in dem zweiten Theile diefer Gleichung die Buchftaben 
fid) verfeßen laffen: 


10) (p, pᷣ q, 5) - (p, Nep+r,g=(g,r)\(grr,p)- 
Aber nach (73.): I 


—— 
EHE )CH N). 
EAIFEHEHN 

Alſo nad) (100.): , 

EHI 

Rad) (73.) if: | 
T(p) = (p-1)T(p—1); 
Tp+g)=(ptrga—-V)Tep+rga—N), 


T(p)T(g)_ _P-1 Tie-1)Tig) 
Tp+g) Ppra-t Fp+rg-—1) 


er 
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12) m, g)= Sen 


R. A q 
*7 n ’n)?’ 


dd. irn, wenn man nur noch auf beiden Seifen mit = multipli⸗ 
cirt, nach (73.): 


nn (# )=; — (7). 


Fuͤr ¶ — miſt nad) (27.) 


(8) = : 
q 6: p 








Alſo 


| Nach (87.) if 





d. is. nach (73.), wenn wir ein für alle Mal —n = O feßen: 





(105. ) (= — J 


| Mittelſt der beiden leßten Formeln erhält man den genauen Werth 
von (2) in allen den Fällen, wo eine der beiden Größen p, q 


oder deren Summe = n if. Man hat hierbei nur noch zu 
merfen, daß nad) (98.) und (104.) 


(== 


Mir wollen jegt einmal vorausfeßen, daß der Werth von 
auch in allen den Fällen befannt fy, wptg=n—1 
it; fo ergeben ſich neue merkwürdige Neduckionsformeln, wobei 


wir der Kürze wegen 
| (==) En 
a 


fegen wollen, wie auch Legendre thut. Es ift alfo 


— 2 1 
(73 )=(5) = A, = An=2 5 


iſt. 





I j 
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n—3 2 

(7°) = (55) = A, = An—3 ; 
n—4\ 3 

( 3 ) = (=) — A. = Ant ; 
n—5 4 

( r) = (5) — A, An⸗s,; 

uff A PA 
d. i. allgemein: | ae 


A= Ana. 
Die Anzapl Hl der Werthe ber, durch A, bezeichneten Größen ift 
alſo —= = oder = , jenachdem n gerade oder ungerade 
if. Süuen=9; B. find diefe Größen: 
A=(r)=(}), 
A,=($)=(?2), 
a=(P)=(}), 
“ i A. (4) 3 (4) 
an der Zehl=4 Fuͤr n — 10 find diefelben: 


D 


A,=(1)=(}), 
A=(3)=(}), 
dA, =(!)=(}), 
A=(j)=(#), 


an der Zahl ebenfalls — 4, 
Sey nun zunaͤchſt p+q<n. Nach (101.) if 


nal n—I\ _ (n—a—1 n—a 
a 1 = 1. ( a)’ 
d. i. nad) (98.) und (105.) 
A 8 _f{n—aı—1 @. 
"sino " \ 1 )'maO’ 
n—a—1 Assina® 
(107.) (> )= 
oder, wenn man a firn—a —1 feßt: 
a An—ıa—i sin (n — a — 1) 9 
(108.) (+) = mio 


sin © 
Aber nach dem Dbigen 





> 


Anni = Ar, 
und, wel © = In iſt: 


sin(n—a—1)8 = sinfa — (a 41) 0) = sin(a+1)®. 
Alſo 
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(109,) (+ ) — Assin@a +N® 


sin © 
Allgemein iſt nach (101.) 


(=) (7) = (e=:=n) (anne), 


d. i. nad) (107.) 
(==) Ay sin (x—1) ©  Antı-ı sin(a--»—1) © (#) 
P : a ’ 


a sin © sin & 











( — a — ) Ant —ı sin ſa-- -1) © (=) 


a Ax-i sin x -1) 0 a 
Durch ſucceſſive Anwendung dieſer Relation ergiebt ſich 


—FJ oo. Aatı Anti » Seht sin (a+x—1) 9..sin(a+1)® /n-a-1 | 
Ay — — A, sSin (æ—) 6.. cin 20 sSin ' a 


(==) = Aa, 
Alfo | 


110.) n-a-x ArArtio: — sin (a+1) 0.. sin (a+x—1) 0 
( T MA,A, ».. Arı sin®sin20 ... sin@—1)@' 





— 





Mittelſt — merkwuͤrdigen, von Legendre ee Glei⸗ 

chung laͤßt ſich alſo der Werth von (9) ‚wnp+gqg«<n 

ift, immer mittelft der durch An bezeichneten Größen darftellen, 
Sey ferner p+qg>n. Nach (101.) iſt 


(=) H)- er). 


Nach (103.), (109.), (107.) ift aber: 
er). 
(z ) — 


n—atx A ısin(a—— NO 
1 = sin © 





Dies giebt: 
(r#) — A.sin (x-+1) © (=*) 


a Tae+r An sinla—x—1)0' a 
Da nun nad) (101.), (105.), (106.), (107.) 


DIOEGJIEH} 








Beſtimmtes Integral. 207 


(3) = (5) =". 


CF) = A- sin An—ı sin (a— 1) © 








— 
iſt; ſo iſt 
fn—a+1\ _ sin O 
a 7 A,-ısina®sin(a—1)9 ' 


Durch ſucceſſive Anwendung der er ————— Relation er⸗ 
giebt ſich aber: 


(tr) __2 »—iIx—? „, J 
— — —, .3.3 


a Tel x 'x—ı . v 


Az Ax—ı A,_a .-.. A, 





*x Anx-ı An—--2... An: Arm? - 
sin(« +1)®sinz®...sin2® n—a+1 
” sin (a—x—1)®sin (a—x—2)9..sin (a—2)® u a i 
Alfo 
(111.) ze >. 
a 
A TA, Ayenr An ®sin Osin 20... sin x 4 ) 0 
AA — — 'sina®sin(a—1) © ..sina—x—1)0’ 
oder | 
n—at+x\ :_ 
(112.) (>#) _ 
A A, Azer. Amı © sin Osin29@...sinx® 


7 on, An. smaGsin(a—1)@...sin(a—x)®’ 


eine Formel, durch welche (2) unter denfelben Vorausſetzun⸗ 


gen, wie vorher, gefunden werden kann, wenn p —— n iſt. 
Auch dieſe Formel hat Legendre gefunden. die rechnung, 


der durch (} ) bezeichneten beſtimmten Integrale iſt alſo ledig⸗ 


lich auf die Berechnung der durch A, bezeichneten Groͤßen zu⸗ 
ruͤckgefuͤhrt. Legendre hat in ſeinen "Exercices de calcul in- 
tegral. T. I. ‚p» 231. noch verſchiedene andere merfivürdige 
Unterfuchungen über diefe Größen mitgetheilt. Da es aber doc) 
vorzüglich quf die Werthe der Eulerifchen Integrale der zweiten 
Art ankommt; fo wollen wir lieber der Berechnung dieſer leß= 
tern einen größern Theil des ung zu Gebote ftchenden Raums 
widmen, und und rücfichtlih der Euler'ſchen Integrale der 
* Art mit noch ein Paar einfachen Relationen begnuͤgen. 
Es iſt naͤmlich nad) der Gleichung (101.), welche als die Haupt⸗ 
gleichung bei dieſen Unterſuchungen zu ‚betrachten iſt: 
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OIERITAESEN — 
(CE) le 


folglid) durch Multiplication: 


))] 


Aber nach (98.), (105.), (104.): 
)) 
— On 
>)- (4): 
CHE — 


(=) FR) 


p n—p Osin(p-+g) © u 
))- 
Iſt alſo eins der beiden beſtimmten Integrale (2): (=), 
welche man Complemente von einander nennen kann, befannt; fo 
iſt eg auch das andere. Fuͤr p=qg=a erhält man: 


n—a 20cota® 
(114) (& )65) Fe n —?2a 


Kennt man alfo (*) für die Werthe von a, welche nicht 



































Alfo 








> }m find; fo keunt man (#) auch) für die Fälle, wo a>+n 
iſt. 
Es iſt 


——— 


F — — 
Man ſetze 
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wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen iſt, jena de 
x” > oder C * iſt. Hieraus findet man leicht; — 


—* 
Ku 
Axn-ıY—xa 
xa⸗-i x T — 
Axnm-a rı — zu 
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ga öx 
u 





er r1—za 
fr — O, x»—3 a1 if er, z==1, 
z=(0. Alſo mit Berüc 


uͤckſichtigung der obigen Beſtimmun wegen 
der Zeichen: — 

n f ‚ 
F— 74 — ia 1 zamt dr 

N ne 
| 0. Yızaa 1—ır 
FA xa⸗ i G4x | — — ft aa 07 
a : Y1-- zu 


a. iſt aber 


N xa—1 md 4 Na xa⸗i u FA : a1 dx 








Yazayıı — | rt _ - xa)n—a ° Ya 
N) — fi za Ei 
, ı Nı—a o r1— m j 
Alfo ift 


da es offenbar verhettet iſt, x fie z zu ſchreiben. 
Setzt man n—a für a; ” wird 





(116.) (>=) = „7 ixn- a-i dx 


— 
Folglich nach (114.) | | 
1 xa⸗i Ei ı — ——— 20 c0ota® 
en . Ta Je Venom 
Legendre fegt (= 2). — M.. Da man a a nicht >;n 


ju nehmen braucht; fo hat man nad) (110.): 
Supplem, zu Kluͤgels Wörterb, I. 


+ 
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(118.) Mu 2a An Anti · Ana sin(a+1)9...sin(n—a—1)® . 
& A,A,.. Anczacı sin Osin2® ... sin(n—2a—1)6 " 
Wegen 

An—u-ı = A, N 

sin(n—x)®© = sin(n—x®) = sinx®: 

erhält man aus — ) leicht: 

— . Aꝛia-i sin(a+ 1) Ban (a+2)®. ‚sin2a@ 
A, A, As sin Osin2®©...sina®. 


40. Was nun die Berechnung des beftimmten Integrals 
T(a) betrifft; ſo iſt zuerſt zu bemerken, daß man die Werthe 
deſſelben in verfchiedene Verioden fir a — O big a— 1, für 
a — 1 bis a— 2, fuͤr a — 2 bis a— 8, u. ſ. f. theilen fann, 
und daß man diefe Werthe bloß in der ganzen Ausdehnung einer 
diefer Perioden zu fennen braucht, um fie in jeder. andern Pe— 
riode zu fennen. Man erhält naͤmlich leicht nad) m) 
T(ate+x)= 
EN +x)T(a+e—1+x) 
= (a+re—1i+x)(a+ra—2+x) Tlapa—?2+x) 


(119) M. = 


= (ats—1#r](ate2+ 2). ‚(a+x)T(atx), 
T(a—co+x)= 

_T(a—a+1+x) 

m Tat 

— T(a—e+?2+x) 

—"(a—a+x)(la—ca+i}rx) 
T(a—a+3+x) 

> ame 





Tlaxx) 
— (a=e+r)la—etitr).. .(a—1+x)’ 


Ri daß alfo die Function I’ für die Verioden ato,aFoce-+1 
and a—a, a—a+1 befannt fit, wenn fie für die ganze 
Ausdehnung der Periode a, a +1 befannt ift, Sind z. B. die 
Werthe von I” für die ziveite Periode a = 1, a=2 befannt; 
fo erhält man mittelft der obigen allgemeinen Formeln fuͤr die 
erſte und vierte Periode leicht: 
T(3)=3T(3), T(}3)=3-.37T(}). 

Aus der Gleichung 


T(e)T(1-a)= = 





sinar (88. ) 


erhellet aber ferner, daß die Function T’ bloß für die ‚ganze Aus- 
dehnung der Halfte einer beliebigen Periode von a bie a + + 
befannt zu feyn braucht, weil die Werthe von, I’ für die andere 
Dale der Periode mittelſt obiger Gleichung leicht gefunden wer⸗ 
den koͤnnen. 


Es 
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Man kann die Gleichung (88.) auch ſo ausdruͤcken: 
FGAM)FGMSAa) = 
Ferner iſt nach (75.) 


T(g—a) = (4—a)T(4j-a), 
T(4+a) = (4+a)T(4+a). 


7T — Te 
nn — — — — 
‚sin(}—a),n cosan 


Alfo | 
Ti3=a)T(}+a) = (ja). —., 


cosar 
Auf Ähnliche Weiſe if: . 
T4-a)=(-a)T(d-a), 
'T($+a)= ($Fa)T(}+a), 
To=a)FG+a)= 4-a)g-e)— ı 
Es ift alfo: | J 


T(t-a)T(+a)= 55 


FGVA--MM Qα. —--, 
120.) cosan ’ _ 


TE 
— 
cosar 


T(4—a)T($+a) = (4—a?)(3—a?), 


’ 


T (3—a) T(2pa) = (4-a?) (3-2?) ( = — — 


u. ſ. f. u.ſ. f. 


Wir wollen nun noch zeigen, daß es bloß noͤthig iſt, die 
Function T(a) für a=0 bis a — J zu kennen, indem wir 
der Kürze wegen IT(a) — [a] ſetzen, und eine Größe, die 
ald gegeben oder befannt betradytet werden kann, überhaupt durch 
G bezeichnen wollen. Nach (88.) und (96.) iſt: 


[al+li—a]=1-—, 


La] + [ra] — [a] = 4l(2r) +2 (4—Aa)R, 
oder | * 
[a] + [1-a]=G 
lal+[3tal— [a]=G. 
Denkt man fi aber für [4-+a] feinen Werth aus (88.) ge⸗ 
ſetzt; ſo wird die zweite Gleichung: 
lCa] — [A-a] — [al=6. 
Setzt man in dieſer Gleichung a=4-+ «, und denkt ſich zu⸗ 
gleich für [4 — a] feinen Werth aus (83.) eingeführt; fo wird 
[3te]l+lire]l-l+ae]=G. u 
Setzt man aber a= 2, und führt ſtatt [4 — 2] feinen Werth 
aus (88.) ein; fo wird 
[]+ [+22] —-[%e]=G. 
. | O2 
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An der Gleichung 
| lal+ [1-a]=G 
fege man ferner a=3 + 0; fo ift 
[3+te]l+ -e]=G,. 
Wir Haben alfo folgende Gleichungen: 
[4+e]1+ [3+e]l- l3+r%e]=G, 
[22] — [%&] + l3t42]=G, 
— [3+.]—- [}—e]l=G, 
durch deren Addition man erhält: 
[te] — [4—e] + [21 — [ke] =G, 
| [4+e] = [!—.] + [de] — [ea] + GG. 
Sf nun a< Fr; fo ut 12 <1, 16a 140, datt a, 


und es ift alfo [4 + @] durdy andere Sunctionen aͤhnlicher Art: 


ausgedruckt, wo a4 te it. Fre=Hh iſt ram}, 
und nad) den Gleichungen | 
[a] + [li-.]=6G 
it [a] + [4ra] - [a]l=G 
iſt: | 


woraus: 
[3112 41141 +6. 
Giebt man alſo dem « alle Werthe von O big „5 fo kann man 
alle Werthe von [a] von a=% bis a—=H+ finden. Man muß 
nun bloß noch [a] von a=+ big a=+ finden. Aus den 
mehrmals angewandten zwei Gleichungen erhält man, « für a 
gefest, durch Subtraction: 
[1—e.] — [!+e] +[2e]=G . 
Denft man fih aber für [L— a] und [4 +«] ihre Werthe 
aus (88,) eingeführt; fo wird 
— [ee] + [l3—e]+[?%]+G 
[!—e.]=[e.e]—-[%*:]+GCG. 
Giebt man nun dem @ alle Werthe von + bie O; fo erhält man 
nad) dem Obigen mittelft diefer Gleihung alle Werthe von [a] 
von à — 4 bis amt, wie verlangt wurde. Man fieht alfo, 
daß zur Kenntniß aller Werthe von I’(a) nur die Kenntniß aller 
Werthe diefer Sunction von a=0 bis a — 4 erforderlich if. 
Man koͤnnte den Theil der erſten Periode, fuͤr welchen die Function 
I(a) bekannt ſeyn muß, noch kleiner machen als 4, welches 
ung bier aber zu weit führen würde, und in Legendre Exer- 
Ken de calcul integral. T. II. p. 28. nachgefehen werden 
muß, 


4. Es kommt nun noch auf die Entwickelung einer For— 


mel zur annähernden Berechnung von T(x) an, wenn x klein 
ift, da man, wie wir vorher gefehen Haben, x nicht > 4 an 


= 
“| 
” 


— 
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zunehmen — Zu dieſer Formel gelangt ——— a. a. 
O. auf folgende Art. Man ſetze 


i(x)=1r3 +i+sttr: +4 
— + oe 
fo ift für jedes pofitive ganze x 
IR) +eg@)sittri tritt: 


d. i. — 
fx)+y9r)=GC, 

100 

” zi+ttititriten 

iſt. 


Fuͤr = erhält man aus (35,) 
1 3 6 
} 4 B B B 
I) 6 +k+7, meter 6x6 + oe; 
—— Formel, welche, wenn man f(x) als die Summe der 
eihe 


\ 


aryrt +4+. +4, 


— allgemeines Glied I — ift, betrachtet, natürlich bloß gilt, 


wenn x eine pofitive ganze Zahl it. Abftrahirt man aber von | 
diefer Vorausſetzung, und denft ſich F(x) als eine fletige Function 
von x; fo ift flar, daß diefe Function aud) für alle andere 
pofitiven Werthe von x, welche feine ganzen Zahlen find, durdy . 
die oben aus (35.) hergeleitete Neihe ausgedrückt werden muß, 
—— wir nun P(xX) in eine Reihe nach) PORN von x; 
o wird 


ya)= 145 rt +tr- 
- jrdrkriane Re 
1,1,17,1 | 
+riiagtgtatete | 


tntstetnt | 


oder, wenn wir die Summe der nten reciproken Potenzen der 
natürlichen Zahlen überhaupt durch Sn bezeichnen: 


y(x) = — C en $,x 4 8x? — S,x? + S;,x* — 2222 
Ix)=C— gp(x) 
= $,x — S,x? + S,x® — S;xt p SR — u. 


Nach (05.) iſt aber 


Alſo 
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1rc) = 4l(27) » (x—t)k—x + l(i+e) 
Hl) Hu 
B B B B 
* I, + trmtens 


alſo 
Ar _ 1 B B B 
d. i. nach en Obigen 
TE) u - +4ix)— Cd, 
oder 
— =- 0-14: 58 40-50 +, 25 


woraus durch Integration: | 

121.) 1F@)=— Cx—Ix + 35,2? — 48, xꝰ + 4S,x? — 

Eine Conftante ift nicht beizufügen, indem nämlich, weit 
T(1+x) = xT(x) if (75.), 
I/(1+x) =.\x + If(x) 
= CC’ — Cx + 45,2? — f5;8° + +... 
ift, wenn man | 
Ir(x) = C — Cx — ix + 43,2? — 45,2? + .... 
fest, Für x—=0 iſt aber 
r(i+x)=1Ir(t!)=1=0. 

Alfe C’ = 0, Zugleicy erhellet hieraus, daß 

(122.) 1 +x) = — QOx+4S,2? — 45,2? + 45,2 — .... 
if, Nach (121. iſt 

Ir +x) = — OC(1+x) — Ir) +15, 1-9)? — 

Ird—n) = — Cit—n) — I-9) + 28 ,‚1—9)? — R 
fo daß alfo ITCL—x) aus IT(1-+x) entfpringt, wenn man 
— x für x ſetzt. Dies giebt nad) (122.) 

(133.) IP(i—x) = Cx #4$;2° +49; + 48, x 0. 
Nach (75.) und — iſt; 
TEMX) an), TR)FÜN) Sn: 
r durch Multiplication auf. beiden Seiten der Gleichheits— 
zeichen ; Ä 


NK 
woraus fogleich: 
Tu 
— —= 1f(1+x) + I(1- x) 
= S;3? + 43,x7 + 45° + 45,2? + 
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Alfo nach (122.) und (123.): 
(124) g | 





4$,x? nn 45,x° — — 


(15.) TA -5) = 41 + Cx + 45,2? + 4S,25 + 2... 





sin rıx 


Setzt man in (125.) — ſo wird, weil nach (90.) 10) 
= yr if: 


(126.) V=12—14S, .4—145s- . * — 28,. — .... 


Diefe ‚Formel dient zur Beftimmung der Conſtante. Die 
Sunmmen der reciprofen Potenzen laffen fid) mittelft der allgemei= 
nen Summenformel in (35.) finden, worüber Euleri Inst. 
Calc. ditf. T. II. $. 147. ——— — koͤnnen. Legen⸗ 
dre hat dieſe Summen a. a. O. T 65. bis zur Zoſten 
auf 16 Decimalen berechnet. Ihres ——— Gebrauchs wegen 
will ich dieſelben hier mittheilen: 

S, = 1,64493 40668 482264 
Ss, = 1,20205 69031 595943 
Ss, =1,08232 32337 111382 
Ss, = 1,03692 77551 433700 
= 1,01734 30619 844491 
1,00834 92773 819227 
— 1,00407 73561 979443 | 
1,00200 83923 260822 
1,00099 45751 278180 
1,00049 41886 041194 
1,00024 60865 533080 
1,00012 27133 475785 
1,00006 12481 350587 
1,00003 05882 363070 
1,00001 52822 594086 
1,00000 76371 976379 
1,00000 38172 932650 
1,00000 19082 127166 
o = 1,00000 09539 620339 
1,00000 04769 329868 
1,00000 02384 505027 
1,00000 01192 199260 
1,00000 00596 081891 
1,00000 00298 035035 
1,00000 00149: 015548 
1,00000 00074 507118 
1,00000 00037 253340 
1,00000 00018 626597 


rm. enn 
IHUNUUHUNDUNTIA 


Im [2 
1 w 


BD BB 8 DD »-» » 
 @ N » oo oo 2 


nenn nnnmnnununnnnnunnn 
a 


- 
oa 


TE 


nn un 
» 
5 
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S,. = 1,00000 00009 313274 

S;, = 1,00000 00004 656629 

S,. = 1,00000 00002 328312 

S,, = 1,00000 00001 ' 164155 

$,, = 1,00000 ' 00000 582077 

S,; = 1,00000 00000 291038 „ | 
Man kann der Formel für ITCL+X) auch noch eine andere 

Geftalt geben. Es ift nämlich. befanntlic) | 

IU4s)= x—4n +4 it Hit... 
Ii—ı)= — x — ix? — IX? — 4x? — IE... 


= ” 748° + 3x +43 Feen... 
Alfo nad) (124.) | | 


sin ıx 1i—x 





3 5 — | 
+ 4-0)x-(,-)z — S-D5— 1), en 
Sit M der Modulus der vulgaͤren Logarithmen, fo fee man: 
Mi- C)=E,; FS-N=E, 8:1) = Es, ... 
Dies giebt: 


(128) logT(1+ x) = tlg” as 


sinn log; —; 

+ Ex — Ex? — E,x° — E27 — ..... 
Sest in (127.) x=1; fo wird, weil T() = 1.T(1) 
=1 if: 








0= 41m — 110 — 412 £ 110 | 
+ 1—C'—($S, —1).2—(8,—1).+—(8,—1).+ + vo... 


(129) 1-14, + Mr 


Setzt man dagegen in (127,) x #3; ſo wird, weil T(144) 
= 31(5) = ıYr if: 

ly +4 ill + 11m. — 13 ’ 

+ A-4814 Nee 
(130.) N1— C=113+18, 14448; N) Kr —N- dt 
Legendre findet: | | 
4 = 0,57721 56649 01532 8606 . 

Er giebt a. a. O. T. II. p. 85. eine Tafel der Logarithinen 
von T’(a) für die zweite Periode von a=1 be am? in 
zwölf Decimalen, welche in vielen Zählen von Nugen feyn kann. 
Es find diefer Tafel die erften, zweiten und dritten Differenzen 
beigefügt. Aus den Eulerrfchen Integralen der zweiten Art laſſen 


ſich, wie befannt, immer die Eulerfchen Integrale der erften 
Art finden, | 
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42, Mit den Eulerfchen Integralen hängen: ſehr viele 
andere Integrale zuſammen. Der Raum verbietet uns aber, 
weitere ae über diefen wichtigen Gegenftand beizus 
bringen. Nur folgendes Theorem darf feiner. befondern Merk— 
und Wichtigfeit wegen bier — si: Es iſt naͤm⸗ 
lich immer: 


m fi __mriöx,_ a per, * 
Rz „oe. 


— xn)n-g 


— 


mtörlQ. 





Yaazzı 


Euler hat in den Inst. Cale. int.‘ T. IV. p. 166. folgens 
den Beweis diefer merkwuͤrdigen Gleihung gegeben. 


Nach (103.) ift, wenn man p+ n für p ſetzt: 
re: 
-CH) 


25. (x*) 
—— 


d. i. 


ae 
pP pra — 8 


— — — e— — — r— — — — 
. . 


pP ptn ' ptrz ' Rt m 
ober, wenn wir der Kürze wegen 


ide dx | 
OLT A mm 
— — x2)0-4 


„ P+tgPptatn prgtin — 
p ' p+n p+?2n ° p-+3n 


Nimmt man auf beiden Seiten die natürlichen N und 
differentiirt nach p; fo wird 


y 
fetgen : 


soo» 





OZ_ -®)+ _p_ 2.) + ( 
Z \p+tqg pP p+g+n rn —— — 


— Fr) * nn. 


(v vr vp vprrn ‘ vr-FHg+tn 
vn=—— — — — — — 
e op pra“ pFn ” pFaFn 


vr+?n vp * 442n 


For pre 
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fo ift offenbar 
8Z 
7 == a0 


Differentüirt man aber in der Gleichung 
2 . xp-10x 
| SP Yan 
unter dem Integralzeichen nach p; fo wird: 


OL _ ı xp=1dx1x 
Op = /, — — 


Y(i-— xnja-q 
oder 
1 
9 N xp 1 OxX — 


zZ. N 
u 
- Y(ı—xa)a-4 
1 „ m! — 
* 
. — oo). 


| ze —ıxA)a-g | 
Aber ** dem Obigen 
vp-i 4 vptn—i 4vpꝰPn-i 4 vPFin—i., el 


Folglich 


NZ, veratn-i | 
d, i., wenn man diefe Reihen fummirt: 
FOR ine 5 u 
a VE a ai 


vpri — vprrai-i 
1— va 9 


ywm= 


wenn man diefes Integral fo nimmt, daß es fir v=0 ver— 
ſchwindet. Segt man dann v=1; fo wird 


nf Ten, 
oder , was daſſelbe ift: | 
1 — — — 
6) * = [7 — ‘dx. | 





Ufo rn 
1 4 xP=10x 1 Axp-l — yp+a- | 
a 

sp 0x1. 


1 ixp=-t1 — — 
Ne), 
ya 4° 


xa)n-gq 
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Pen zp- a zr-tdx — — a a2? — ahnt, 
Y ur E 1—ı" 
0 (41 — z")n=4 Ya 
Ip! yon 
— =y S. — et: 9) _ 
0 


fo ift, wenn man die erfte Formel nad) p — 
„= . —0000—— 
p 0 | 


2 -rau-ae, > 


Folglich nad Ai ) für * 1: 


Aber nach (80.) 
_T(p) T(q) 
J=EPR Vd-Torg 
y=Ir(p)+ir)-IPtrDs; 
oly _AT(P) _ AT(P+Y) 
EZ: p+g) ’ 
d. i, nach dem Obigen: 
Ar(p) _ ATP+4) _ --/, sp=10x (1 —x7) 
oder, wenn man p + g =! ſetzt: 
oOlT(r) z un n (xp — xr)Ox 


(2.) Er Se a zug 
olr(i+r) WER. IE I(xp —x’)Ox 
1 a Ber! 


Dies find auch zwei merkwuͤrdige — die oͤfters Aus 
wendung finden. Nach (122.) ift aber 


LEN =-0+8p Sp Hp on 
solglich für p=0: 
Arti+P) _ _ ce — — 0,5772156649 ... 
—e.-0=-0, 


Op 
Alſo, wenn wir in (133) r=a, PSO feßen: 
ı(1— xt) 
a, Mt) =-cH + A 


1—xı 





Da 


r(ira)=arta) 
iſt; fo iſt | 
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“ 


Ird-+a) = la + Ira), -14 ne 
Alfo F 
1 KR 
(135.) Fe=- Y ummar, 
Nach (88.) iſt 


IPCa) + Ir(1—a) = In — 1sinar . 
Alfo, wenn man nad) a differentürt: 
OlT(a) = = — ncotar.. 


D . a 
Aber nach) (132.) 


olf(a) öIr(t—a) I (xioa — xa)dx 
"mM 7 = - pe x(1—x) 


Folglich 
(136.) JR = == ncotan. 
0 


x(1—xı) 
Nach (96.) ift 
T(a)T(ita) = — ⸗ 
If(a) IVCIMA) — I(SMV)- I(25) + (5- 24) 12, 
OlT(a) , OlT(2+a) 2017624) 2. 
da Tara) — a) 7 
Aber nach) (132.) 
era _. OF(2a) _ — 
Ra) =), alıaa) 
Ps: a) AT(A) _ Filsu—xTtrydx 
ö4+a) Koss o . x(1—x) 
Folglich 
| I(xe -xPHR 22a) dx 2x2a) 0x 
aa) f a mm. 
Auf Ähnliche Weife Hat man nad) (96.) 
Ira) + IT +a) + IT($+a) — 1733) = 1(2r) + (1 3a)13 
— eT(4+a) 4 Ar(g3+ta) -BelF(Ba): — a33. 
——— 5 oda) — 
Aber nad) ( 132.) | 
OlT(a) oT(3a) _ L!lxte—xaı)dx 
0a  &(da) =/, x(i—x) 
Ard+a) ._ AT(3a) _ Filz — x tR)ör 
ö4+a) 0 (3a) = /. x(1—x) ’ 
Alr(3+a) _ Alr(lda) _ Filz —xitry0x 
0ö@+a) oda) u x(1—x) 
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Yo | | N 
(138) * (xa} 44 4 x3 ta 3x3) 9x — 





x(1—x) 


Wie man auf diefe Art weiter gehen kann, fällt fogleih in bie . 
Augen. Man kann diefe Sormeln, wie leicht erhellet, auch fo 


darftellen : 
1 — 2 
J. zum 5 I =R, 


E ;x2__ 3x6 
(139.) N. x3a—1 ox. En — 13, 
0 


Sm [ESS CE EU SER 


1— 2* 
u. ſ. f. u. ſ. f. 
oder, wenn man nach und nach. in diefen Formeln a für 2a, 
3a, 4a, 2424 ſetzt: 


— —1 
Jo i—x:. 


‚fi 2 — Zx?e 
(140.) \. za-1öx. em 13, 
Jo 
\ 3 
Sen re 14 
0 . 
U. f. f. > ‘ j Mu ſ. f. 
Da 


RE 


1 + x +42 +... Ham! — 
iſt; ſo findet man leidjt : | 
a-10x °  nxma-idx 
‚cat. ) ——— oz ron. 
44, Es ift 


’ 1 1 
/. zufa=10x — 23: 


. a? a? 

* — — ne 

Entwickelt man aber x“ nad nn. von a; fo iſt bekanntlich 
zate-10x = = —— — 71 — 75 3 (12)? 


jr B 








ft, 26 —* TT EN 2) + |} 


Folglich 
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Durch Vergleichung beider Reihen erhaͤlt man — 


1 1 
o n 


1 4X\2  1.2.3..m m 
| S. ana 65) IE 2 men 
45. Sekt. man in dem beftimmten Integral 
| x ga-ıdz 
. UF | 
> 4 — 1; fo erhält man, a z=e1l fer x—=0, z—=0 
für x 


© za-10% nn. 

ar [rag 
=/, tea dz (1 z)a-t =(r—a, a)» 

Aber nad) (80.) 


\ 


Ge zoren, | 


I'(r) 


183, xa-1dx u T(a)Tir=a) 
( Wi ad" ro) 


a und r koͤnnen hier alle pofltiven Größen bezeichnen, wenn nur 
a<r if, 

R = r eine ganze Zahl und az 1; fo iſt nad) (75.), (78.) 
un 
T(a)T(r—a) _  (ze1=a)tr—2—a) ... (1—a)T(a)T(1—a) 


Alfo 





T(r) 1.2.3.4...(r—1) 
— :a)(3—a)... RER 7 
1.2.3.4. — "sinam " 


Alſo, wenn r eine ganze Zahl und a.< 1 ift: 
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= © xa-1dz (1 a)(2—a).. (r—1—a) ” 
uf (1+27 7 1.2.3.4..(7—1) "sinan " 


Setzt man in (143.) xx für x; fo wird: 
i — vr T(a)T(r—a) 
.) JE er 
46, Betrachten wir jetzt das beſtimmte Integral 
I Ox 


0 1i—x 14 
x 








= 


Differentirt man nady a; fo wird 


Oy — Lxa-1({ --xn)Ox 
da =/. | | : ; 
Nach (133.) ift aber 


ya — —an)ox — xn) Öx 1 (xza—1 — xa+n—1) —— —25 
IT 1—x = Aue 1—x 


_OlrT(a+n) AlTla) _ u +n) _ Arc) 
— Iatn1) 7 dan)” m." 
Kolglich 
Oy =6Oll(a+n) — OlT(a) 
y=If(a+n)— If(a) + Cons. 


I a1 1 verfchtwindet y, und T(a) wird = 1, ira) —(, 





| 0=1f(1+n) + Const, Cont = — IT(i+n). 
Solglich | 
ı(t—xa-t)oan) O5 _,_Tlarn). 
) I 1—x LT — 5 
x 
Seßt man a-+-m für a; fo wird: 
ei ox = Tla+m-+n) 
V — — 7 Tatmfitn) ’ 
x 


woraus, wenn man von diefer Gleichung die Gleichung (146. ) 
fubtrahirt: 
a nr nn 


Aox tt in 
x 
für a1 if: 
az. “= urn 
x 
(et) x ,‚T(m-+n—1) he 
— 


x 


s ! 
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Sra=t-p m = p,n= 7 wo p < &, erhält man 
aus (147.): | 


_ fan? x7?77dx _  T(4-p)T(44+p) 
STE Orr 


d. i. nach (120.) und (90.): 
N — — 
— —4 — 
u 0 


1—Xx. lx 


Y 
L 1 1 
’ 1,5”? __ 97 — 
. en —— 


1i—x xl 





guer>pit<1, E<y Alſo kaun man 2 für p 
fegen. Dies giebt: 


ı_D N 3+2 
1x3 28 _ Thx ° 0% = 1cos PZ 
er 1—-x "xx 2r ° 


Fuͤr x — O, X1iſt XXO, 1 Man kann alfo 
x fir x feßen. Dies giebt: | 
(150.) Kr 5 — — 


1 — x’r x lx 2r 


| wenn r>pif. Doß man p aud) Negativ nehmen kann, wenn 
nur der abfolute Werth von p < r ift, fällt fogleich in die 
Augen. Set: man.r —q für p, wo q pofitiv und <2r feyn 
muß; fo wird 


— 2 
SW Ra — we ac HET Ein TE, 


1—x?r xlx ir 
wenn q pofitiv und < 2r if Die beiden legten Sormeln bat 
Euler gefunden, 
Nach (86.) ift 
Ter—N)T(r)=TQr—1). (amytat-ı — — im) nr 2d=2r 


TOTEN ga, 


4 T(+) T(2r—1) 


Setzt man nun in (147.) a=4, m=r—1, n=1—} 
fo erhält man: | 


S. (1 —kr1)(1— ser) 1—xt-7)} — — In 2* = Ar) N) 


rg et 14 
x 


oder, wenn man x? für x ‚mdr=1-+ 3a ſett: 


(152) == al2. 
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Da m —r — 1 — alſo r > 1 feyn muß; fo muß auch 
I+3a>1, za>0,a>0, via pofitiv ſeyn. Diffe⸗ 
rentiirt man bie Gleichung (152.) nach a; fo wird: 


(153. ) S; xa dx Fr). 


Diefelbe Formel haben wir ſchon oben (140.) auf anderem Wege 
gefunden, 


47. Ein andere ſehr merkwuͤrdiges beftimmteg Integral iſt 


— — 
— lx 
any —— , 
— 


ſo erhaͤlt man — Differentiation * n: 


nf wa= u ee, 


Pe RE 


wobei zu bemerken, daß eine Conftante nicht beijufügen it, weil 
y offenbar für n = 0 verfchwindet. Es ift a alfo | 


(154.) NR - = l(n+1). 
Hieraus ergiebt fich leicht 
I(xn— 1)xmdx 
J. 1x i 


Setzt man n nämlich ——— an = 0; fo wird 
Bolme au [. (za —1)0z = 1(e+1), 
0 — 


Man ſetze 


12 


— m+n+1 
un) nad rn m+i1 


Hat man im Allgemeinen dag — 
X = Axa + Bxn-i 4. Cxn-2 — 
welches für x — 1 verſchwindet; fo iſt au: 
X = A(a—1) + Bem-1—1) + Ca) +. 
alſo 


(156.) . 8 = Alln+1) + Bn + Cln—I) + ..... 
Nach (155,) ift = * 


SCH era - Im , 


Eupplem. zu Klügels Woͤrterb. 1. P 
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fo daß man alfo diefe Formel auch fo fchreiben kann: 

(157.) UA 7 —— — Atlm). | 
Setzen wir jeßt 


xu 1 
=f, (—z "m Ox ; 
fo ft 


= re .f, s- — ) BR SE EC m+ * (157) ” 


* 
— -/Z = ı(k—1). 


holglich, für 
a 4 hx 2, Re: 


[ortarm = fe = — (2-1) 


= er Katz) — |. 








Alfo 
y=(m+?n Im +20] — 2(m + n)|I(mtn)— 1! + Const, 
wo die Eonftante fo zu beftimmen iſt, dag y=0 fürn. 
Nämlid 

Daum!) — 2m(lm—1) + Const a 

Cont = m(lm—1). 

Dies giebt: 
yo — (m +2n) I(m + 2n) — ze, + mim, 


Pr \; FF) xm-15x = 14?(mlm), 


wie leicht erhellet, wenn man die ziveite re von mlm ent- 
wickelt, indem man m um n zunehmen läßt. 


Auf ähnliche Art fey jegt 
. ‚m Fr) dx I 
u) A Far xm-+n—1 0x 


= 3(m Be ee +3(m+ nm n). 
Aber * 


—J 4xꝛlx — Me = t1?(Ix—$), 


% 
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| Je+möx lat ix) = fe dee 


= 55 (a + br)? 11m Hg}! 5 

Alfo 4 

= (m 430) IIMABS — 3(m+ Zn)? m +20) — 1] 
+35 (m+n)tl(m+n)—i} + Const. | 

Beſtimmt man die Eonftante wie oben; fo erhält man 

| Const = — +m?’(lm—ı). 


” 121. + 3(m+n)l(m+n) — mim = 


E 1 xa —1 a m 1 
-lox = — 
a z ) am X 734 (m?lm). 


Man tiberfieht Hier fchon dag allgemeine Geſetz. Der allgemeine 
Beweis deffelben unterliegt feiner -Schwierigfeit, wenn man fidy 
die folgenden zwei allgemeinen Formeln merkt. Es iſt 

















* Ox1x = et — - 1 if 
J = eh (as 4.), | 
oder | | 
| eo | 2 1 J 1 
Jr) oxl(a+kx) = (rip (at kx) +1 Iıca er 


und : 
= (mt mt ne N Khan 


ea(a—1)(@x — 2 u 
— LEN — Inn 4 ... 


Die Reihe auf der rechten Seite dee Gleichheitszeichens iſt naͤm— 
lich offenbar die ate Differenz der Reihe 

mae-!, (m-+n)e—,, (m + 2n)e-i1, ... (m-+ an)e-ı , 
welche eine arithmetifche Reihe der (@ — 1)ten Drdnung ift 
(ZH. J. ©. 209.). Daher ift die (e—I)te Differenz conitant, 
die ate Differenz; = 0. Es ift alfo allgemein Ä 


1 xa__1Ne: 1 
10.) SC ix — ör = 5 de (met im) , 
eine zuerft von Euler (Inst. Cale. int. T. IV. p- 271.) für 
einige befondere Fälle bewiefene Gleichung. 
48. Gehen wir nun zu einigen beftimmeten Integralen über, « 


welche trigonometrifche Größen involviren. 
Sey, um 








P2 
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© Axcosex 
e i+x? 
« 


zu finden, x eine beliebige ganze Zahl, und 


Ir 


— 


— @ x cosaX 

— it 

Folglich, weil die Gränze =, wenn man nad) a differentiirt⸗ 
ſelbſt veraͤnderlich iſt, nach (18.) 





Or n 2en 
O2 __ = xoxsinex cos 2x — 
da -S, ir ee) 7* Da ? 
7 
au 


— 


@® xoxeinax gen | F 
— — — — — — — — — — 
0 1+x° a? + Ar" n 


2% Jun . nn SRT 

i a. = sin der d.— 

622 @ xX?OXCcosaxX & a 
u} 


de“ it 2rn\? de 
2 ir 


dran 
* (a? + 4x? 72)? 

© x?OX cos ax Ararı 
— 1+x? 13 (a? + 4x: n:)? & 
Alfo 
" ‚ Qure 


O’2._ a _ Axor 
wa), ox eos ax · een? 
d. i. nad) (48.) | 
ER 0?2 — dsam 
da? — («? + 4x° 7)% 
Fuͤr x ift aber der Bruch auf der rechten Seite des Gleich— 
heitszeichens — 0; Alfo, wenn wir 
a | V 9x cosex 
| y = / TF 
eßen: —_. 
ſ — 
y — RE: =0O. 
So findet Legendre dieſe Gleichung in den Exercices de cal- 
cul integral. T. I. 357. gacroir in dem Traite du cale. 
diff. et dü calc. int. T. III. p. 493. fchließt auf folgende Art. 


Man fege für ein pofitives a: 


. [% Oxcosax | 
— 1+x? ’ 
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ſo iſt, wenn man nach « differentürt: 
Oy'. SP xoxsin ax 
de ui — ' 
| 
a ___f® x? ds cosox _ (1 +x?-—-1)Ox cosax 
da? — ir. — — Napa 77 2 5 
— Öx cos Ox eos ax 
fi Öx cosex +) iger: 
0?y © Oxcos ax — 
da? I ir 99 
| j = a y = 0 . 
Hierbei iſt 
00 
õx cos axx = 0. 


geſetzt. Gegen dieſes beſtimmte Integral ſind aber ſchon in (21,) 
Einwendungen gemacht worden, und Legendre?s, wenn auch 
weitlaͤufigere, Beweisart verdient daher jeden Falls den Vorzug. 
Die gefundene Differentialgleichung zu integriren, ſetze man 
y=A-+Ba + Ce? + De’ + Eat + ee 
fo iſt 


ZB + 200 + 3Da? + 4ER + ...., 


> 


— | 
35 = 1.2C + 2.3De + 3.4Ea? + ..:. 


Alfo nad) obiger Gleichung: 
0=1.2C—A + (2.3D-B)e + (3.4E—G)a: 
. PA Dat Ho un.., 





woraus 
A 
Bars 
p-B__ 
2371.23 
C A 
\ Haan 1...4 
D B 
E -4571.5 
E A 
— 5.6 1..6 
. u. ſ. f. u ſ. f. 
Folglich 


442 3 +, — f 
—V ——— store] 
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d. i. wenn wir Y— 1 i feßen: 
y=Acos(ei) — iBsin(ei). 


Aber bekanntlich 


— @ a " . e-@ — e 
cos (ai) = re, sin (ai) = 5: 


Folglich 


y=AÄ. 





e-a ea@ eu et 
= — 8.7 
| ‚= 3(A+B)ee + 4+(A—B)e-e , 
d. i. N 2 
y=Ce« + Ce“, 


wo C, C' zwei willführliche Conftanten find. Fuͤt a O if y 
—=C+C, und nad) dem Obigen, unter derſelben Voraus 


feßung: | 
© 0x F 
| =f, — (35.) . 


C+C=4n. 


Es ift aber, wie groß man auch a annehmen mag, wie leicht 
erhellet, der abfolute Werth von | 


© Oxcosax — n x 
Jı re Be „ Ir®’ 


© Oxcosax 
Se | 
Für a =» wäre aber, wenn C nicht — 0 wäre, der abfolute 


Werth von Cer + C’e”° unendlid) groß, fo daß alſo C=0, 
C=}n, und folglid) 


| © Oxcosax 
161. aha zre=# D) 
1.) N Fr 
Set man — für x und aa für a; fo wird 
(162.) A TE gmun, 
Jo 


a?+x?° 2a 








Alfo 








Differentiirt man nach a; fo wird 


© xoxsinox _ 7 _, 
(163.) S a? + x = z* Ra, 


Differentiirt man diefe beiden Formeln nach a; fo erhält man 
nach und nad): | 





! 
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© Öxcosax _, neraja 1 u 
j J (a?+x2)2 7° 22 I: + rot * 


© Oxcosax 4 ne-aala? 3a 3 
1164.) J. (a? +x2)3 7 ns + „tr ash’ 


© Oxcosax 1 u 6a? , 15e@ , 15 
TV. em 5 * 





u, ſ. f. u. ſ. J 
© xOxsinax , , nera a 
‚rt 
| © xexsinax _ 1 neme|ao? oe , 
(165.) J. (a+x) 71.2 2 ja? T as 
© xöxsinex — 1 mereja: Bat Bu 
o (a!+x?)* 7 1.2.37 2° arte as 
U. ſ. f. u ſ. f. 
d. i., wenn wir allgemein | 
ax  x(x—1) a? , (HN) er Nle—?) ar} 
matten Tg Tr 
+ (+2) HN... Ylx—I) at 
0 2,4,6 ah 
ſetzen: | 
© Axcosax — AN) ı ne—aa 
(166) 9 ° (art22)#% — I.2.3..:@ MN) 28° 
|  xöxsinax _ Alx—ı) naar 


—— — — — — — — — — 
o ar” T nd... 28 


Paplace hat das Antegral (161.) mittelft doppelter Inte: 
gration auf folgende Art gefunden (Bulletin de la Societe 


philomatique. Avril. 1811.),. Es it bekanntlich 


20 oo 2 
/. /. Iya-y?ti+x?) cos ax Ox0dy 
4 o « 0 
20 > _ 
== 2 /. c03 öf ye-y?irx2)dy 
0 0 
© © 
2 J. yery?oy /. e=x2y? cos ax Ox. 
0 0 








Sey Zu 
02 
yPi+r)= 2 yySgoyn 
alfo | ! 
* e-y2(1+x2)dy = s ezdı = — 
Sram sarnf, "ern 


und nad) (39.) . 


© e ı°:Yıx 
/ e=x?2y2 cosax Ox = Zn: . 
« o i y 
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Folglich 
© Oxcosaox © 2. | 
/. Ir = Yr S e J oy ‘ 


Segen wir nun in (70.) x? für x, alfo 4x?0x für ox; fo 


wird 
2n—1 


2 RR —  eBlx z 
ar) f x’e —— 
0 


_ C2Ya|, , a+Dn ZEN (42) (nH)nfn-1) zin? 
- Tel ,et0: (ar te 
d. i. frn=0: 


00 — 6 — * 
a) f, x oe Ze 


Es verdient bier beiläufig bemerft zu werden, daß die 
Sormel (167.) auc) gilt, wenn n negativ it, wovon man fich 
‚auf folgende Art überzeugen fann. Es ift 


2n—1 | 
00 ⸗2x4⸗/ 
F x’e ( x) dr 
2n—1 ent 
2 


‚Jo 

/ 1 ı 

=/ ‘x us, x + S“* 2 ar, öx. 
Q i j J: 


Um den erften Theil des" Integral zu finden, feße man x =- ; 


pftz=r,=1,numx=0, =1if. Alſo it der 
erfle Shil ' | 

















_n+3 BR 1 . _ 20-3 z 1 
=-[': Ze : 7 
i on 

Folglich — 

n— 1 
| TS. — tz) Öx 

R | 
2n—1, 2n43 1 





fh +x 2 —J*— 


Alſo, wenn man in dieſer Gleichung — (n +1) für n ſetzt, 
“welches offenbar verftattet ift: 
| | & 2n+3 —81x 
! x ’e 2) Öx 
0 
ni 


2n-t3 BE 
= A ae 200 
1 


Folglich, wenn. wir der Kürze wegen 


an—1 7 


Ä 1 
N ?2e er). 
o 





= g(n) 
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feßen : 
’ yla)=Yp(—n-1), 
oder, was daſſelbe ift: 
 g(n-1)=g(—n). 
Alfo nach (167.) 
(169.) p(—n) 
= re, (2), EI, — — | 


ꝛxx⸗ — ſ — en (4) „eetikehiemcen (1), Äh 


- fo * folglich (167.) auch gilt, wenn n negativ iſt. Setzt 
man s — 3 fo ergeben fich leicht folgende Sntegeale 
„It+x2 4 
{170.) N x a —— x =e ram, 
1 1--x2 = 
(171.) — a re (1de)e Arie, 
—_ 1+x2 
um) J® Te eine rm, 


1--x 2 
113.) [ xte er (idee 7 Ber 





Die beiden st Antegrale bat Euler gefunden (Inst. Calo. 
int. T. IV. p. 415.). Bezeichnet man dieſelben refpective durch 
A und B; ſo iſt 
A:B=1: A ; 

Euler giebt dieſes Berhältniß a. a. D, fehlerhaft an, 


Si Fr 
LI, zu 18, = 3% 


—— = — 


erhaͤlt man nach — ): 


2 ——— 
— e 0 — 0-25 [5 
a, ‚= 
und, wenn man s — > fest: 
x —72 — 


a2 
e ey20y = jerayYn, 
o 


© OX cos ax 
1 a ineme, 
70 * * 


wie vorher. 


Alſo 
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49. Wir betrachten nun das merkwuͤrdige beſtimmte In— 


tegral 
Ak: xox sin 2ax 
2 a? + x?" 1—2rcos2text+r? ’ 
wo man immer annehmen fann, daß r fleiner als die Einheit 


ift, weil im entgegengefeßten Galle I z wo Q < 1, für r ge 


ſetzt werden fönnte, wodurch das Integral auf ein Integral - 
felben Form gebracht werden würde, in welchem nun g <( 1 
Durch Entwickelung in eine Reihe nad) Potenzen von r findet 
man — wenn wir das obige beſtimmte Integral der Kuͤrze 
wegen = x ſetzen: 


ft = SE sin bax Fiese ])3 
0 


| folglich nach — 


= 7 (2a + re-iaa + r? e-Saa + r3 e-8ea re ),5 


© xox sin 2ax In 
m) S. a? +x2'11- — —* 20x +r? a etaı —r ’ 
© x _XOR_ sin 2ux oe 
1, / a?’ a’ + x?' 1+2rcoslax+r? etatr 
Alſo fr r = 1: gs 
xöxcotax cot ax Bu | 
(176.) N u Pre 
m xöxtang ax ax 7 
(177 .) A a2rx. matt 
Durch Addition der Gleichungen (174.) und (175.) erhält man: 
XOX_ sin 2ax _  netaa 
zum) a?+ x? "(i+r? 1+7)? —Ar? cos lax? — etiaa__r> ’ 
alfo, wenn man: | 
ſetzt: 
m xx sin2ax _ + edea · 
\ a?+x:'1— 2r? cos4dex+r? ° 1+r?'eta—r? 
und r für n?, @ für 2a geſetzt: 
xx sinox - _ * eaa 
un) N a? + x? I—2rcostaxt+r? A1+rew—r " 
Alſo für r = 1: " 
x0ox it nesa 
ee) IA aty+x? sinax  gran_1 


Aus (174.) folgt: 





cos2ax? = 4 + +cosdax 
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Ba © x RR sindax- a _roa_ 
* o at’ + x? ——— — Se edaa—yr" 


Aber 
a@ rd _ @ remtaala a cu’ 
0 ea—r /o 1 re-2aa 7 AS 
wenn wir 
fegen, Alſo 


1 _ re-?aa —2 u 


N: rdo_ _ 1,1 rerier 
PN eiaa—r 2a 1i—r 2 
Serner ift befanntlich | ö Ä 
IRA xx BER sin 2ax =/£ x ef, xdasindex 
ö o a” +x? 1-2rcos2ax+tr? o a’+x? 1-2rcos2axtr? 
_ ff? _%«. [fe % 
=/ af, Arz ’ 


wenn wir | 
1 — Ar coslax  r?’ = 2 


fegen. Alſo 


Ze © xox sin ex 
o a?--x? 1—2rcostex + r? 
1 “a 0x 1— 2r cos 2ax + r? 
= ae 
r/o M#rx (1—r) 
und folglic) — dem Obigen u 


o A 12er ss 2x Frl ge Izeemt® 
o a+2 _ (i—r)? a 1—r ’ 


di. 
00 
Na Tr — 053 1{1—2r cos2ax + r?) — aan "73 — 
= — (1 rem2an)— —1i—r) i 


Aber nad) (162.) r a=0 


N rs: 5 uni — = Alan). 
Folglich 

(180. ) N in —1(1— 2r60520x 4 72) = —E 
und, wenn man — r fuͤr r feßt: 

(181.) J.: li + 2roosBei tr) = = —1(1+ rer202) ö 
Sur r=1 wir: 





* 
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2 | = | Os a 24a | 
— TV. 7227112 -2cor2ex) = —I(1-e 202) , 


Pe" 0x 
(183.) S. ap 2 2e0alar) = — (1. + em2«) » * 


Aber 2—2cos2ax — 4sinax?; alſo 
Te © 0x i on x 
| Be u = 2/ iein exꝓan./ 75 
— L® 0% - 7e 
s* , n cz + 712 (162.). 











Folglich 
L® 4* nn „1 — e=?aa 
( 184.) T. un 71 5 ; 
Setzt man 


2+2co0s2ax = 4cosax? ; 
jo erhält man ganz eben fo aus (183.): 


© Ak re ,1+ e-2ua 
185. — —— 
) V dry „„1C08ox 5.1 z 


Subtrahire man (185.) von. (184.); fo erhält man: 
— Ö 20a —1 
( 186.) J a8 pa rang ex = 1. 





2a ewarf 
Differentürt man (180.) und (181.) nad) r; fo wird: 
© x r — cos 2ax x 1 
12006) J. a? -x?2 1 2rcoslaxtr? — Ra elmr 


- (188,) YA x rheoos2ox 
0 


Tt 
a?+x? 1 +2rcos2ax+r? 2a ewatr " | 
Mehrere der hier mitgetheilten beftimmten Integrale hat Bidone 
gefunden in den Mem. de lV’Academie de Turin. 1812, 


50. Größere Ausführlichkeit in der Entwicdelung der Werthe 
beftimmter Integrale geftattet hier der Raum nicht, weil wir 
denfelben noch befonders einer wichtigen hiermit in Verbindung 
fiehenden allgemeinen Unterfuchung widmen muͤſſen. Zur Ver— 
vollftändigung dieſes Artifels dient vorzüglich der Artifel Ellip- 
tifchye Functionen, Außerdem f. m. vorzüglich Euleri Inst. 
calc. int. T. I. Cap. VIIL IX. T. IV. Abhandlungen von 
Euler in den Nov. Comm. Petrop. T. XVI, XIX. Le- 
gendre Exercices de calcul integral. T. I—IIl. Paris. 
1811— 1816, ein Werk, welches faft ganz den beftimmten In— 
tegralen gewidmet iſt. Mehrere Abhandlungen von Cauchy in 
den Annales de Mathem. T. XVI. p. 97. T. XVII. p. 84., 
dem Journal de l’ecole polytechn. Cap. XIX, dem Bulletin 
de la Societe philomatique. 1814. 1817. 1818. 1822., dem 
Bulletin des sciences. Avril. 1825. Résumé des legons 
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donnees a l’&cole polytechn. par Cauchy. T.I. Paris. 1823. 
Lecon 21—25. 32—35. Memoire sur les integrales. defi- 
nies prises entre des limites imaginaires par Cauchy. 
Paris. 1825. Cauchy Exercices de Mathematiques an vie= 
len Drten. Wbhandlungen von Poiffon in dem Journal de 
’ecole polytechn. Cah. XVI. XVIL XVIIL, Bulletin de la 
Societe philomatique. 1815, den Memoires de la classe des 
sciences mathematiques de lInstitut. 1811. 2° partie, und 
den Memoires de l’Academie des sciences. 1816., von Bi— 
done und Plana in den M&emoires de l’Acad. de Turin. 
T. XXIII. 1812., einen Auffaß von Dirichlet in Crelles 
Journal. B. IV. S. 94., und von dem Verfaſſer diefer Zufäße 
in demfelben Journal B. VIII. S. 146. Außerdem gehören hier= . 
ber alle Schriften, welche Anwendungen der Integralrechnung 
auf Wahrfcheinlichfeitsrechnung und die Naturmiffenfchaften ente 
halten, von denen wir bier nur unter vielen andern, als Vorzüge 
lich viele beftimmte Integrale enthaltend, Kramp Analyse des 
refractions astronomiques. a 1798., Laplace Theorie 
analytique des Probabilites. - Trois. ed. Paris. 1820., Fou- 
rier Theorie de Ja chaleur. Paris. 1822. erwähnen wolle, 


51, Mit der Theorie der beftimmten Integrale ſteht die all- 
gemeine Theorie der Entwickelung einer jeden Kunction in eine 
nad) den Sinuffen und. Eofinuffen der Vielfachen ihrer veränder- 
lichen Größe fortfchreitende Reihe, womit fid) namentlicd) in neue= 
ver Zeit die Mathematiker vielfach befhäftige haben, in unmit= 
telbarer Verbindung. Man gelangt zu  diefer Entwickelung ge— 
wöhnlich auf folgende Art, wobei wir von der Entivickelung ei= 
niger beftimmten Integrale ausgehen muͤſſen. Es it nämlich), 
En r eine pofitive oder negative ganze Zahl bezeichnet, die nicht 
=V iſt⸗ 


” 1 = . 5 
Jenexös = — —cosex, sineaxox = 0; 
\ [2 Jr 
1 rn 
N D . 2 
COSaXCXx == —sinex, / cosaxcx 0. 
& 
« ıJ/ —-nr 


Nur, wenn «= 0 ift, wird: 


en X 
— os = / cosaxox = In. 
- rn 


Ferner ift | 
i sinmx cos nx — lm tm) + einimun)z 
— cos(m—n)x = cos(m-+n)x 


’ cos(m+n)x cos(m—n)x 
cosmxXcosn = zu, on, i 


u 


Alfo, wenn m nicht = +.n iſt, nad) dem Vorhergehenden: 


\ 
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/ sinmxcosuxox = 0, 
— ri 


| — 
(1I189.) sin mx sin nxox = 0, 


re 
Sf“ cos mx cos nx x = 0. 
— 7 F 


Fuͤr m== +n aber erhält man: 
JS rmrinnsex =+n, 
(190.) | 


hr 
cosmxcosnxöox=n. 


=jI 


Iſt endlich m=n=0; fo wird 
(191.) cos mx eos nx õx — 


Sey nun fuͤr die beliebige Function p(x): 
y(x)=A, 4 A,cosx + A,cos?x + A, cos 3x + .... 
+ B, sinx + B,sin2x. + B, sin 3x 4 ...., 
ſo iſt 
E) õx ⸗ = AGx + A, cos x ox + A, cos?xox +. 
+ B,sinsdx + B,sin2xOx +». 


/ — E — — — 


Multiplicirt man auf beiden Seiten obiger Gleichung zuerſt mit 
cos nxõx, dann mit sinnx õH, und nimmt die Integrale zwi— 
ſchen den Graͤnzen — u und + 755 fo erhält man leicht, nach) den 
vorher beiviefenen Formeln: 
An nz 
/ 6) cos nx x — Anz, An = 3. = p(x) cosnxox ; 


(x) sin nx 0x = Bar, BB = =. "p(x)sinnx x ö 
J — 1 —— 


Alſo, wenn man zugleich unter dem Integralzeichen c für x 
ſchreibt: 


(192.) P(X) 
nf se 77 (a)cos2e da 
1 mr Er 
7 RICK pi . 


en 
sinx +(a)sin a — 2x pe) sin2a da 


“ « 7 


Gegen die hier gegebene Entivickelung diefer merkwürdigen Reihe 
würden ſich jedod) verfchiedene Einwendungen machen lajfen, da 
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ſchon die willkührliche Annahme der Form der in Nede ftehenden 
Reihe Ziveifeln genug Raum giebt, Wir geben daher hier noch 
einen directen Beweis diefer wichtigen Reihe, indem wir dabei 
vorzüglicd Herrn Lejeune-Dirichlet in Crelles Journal d, 
r. u.a. M. B. IV. S. 157. folgen. 


52. Es kommt dabei zundchtt auf eine wösere Betrachtung 


des beftunmten Integrale 


h sinif 
% —— ) OR 
an, ruͤckſichtlich der Graͤnze, welcher ſich dieſes Integral naͤhert, 
wenn i, welches ſtets als poſitiv angenommen werden ſoll, waͤchſt. 
Wir ſetzen hierbei voraus, daß h pofitiv und nicht größer als 
+ fey, und daß die Function f(B) zwifchen den Graͤnzen =, 
@=h ſtets continuirlic) bleibe, d. h. daß diefe Function für 


jeden Werth von 4 ziwifchen den angegebenen. Öränzen einen end« 


lichen beftimmten Werth habe, und daß die Differenz f($+e) 
— f(ß) fidy der a Null fortwährend nähere, wenn & ab— 
nimmt, und diefer Gränze beliebig nahe fommen fünne, wenn 
nur 8 Flein genug genommen wird. Es müffen nun folgende 
Fälle unterfchieden werden. Ä 


I. Die Function fCB) bleibe zwiſchen den Gränzgen E=0, 
8 = h ſtets pofitio, und nehme von — O bie = h fortiwäh- 
rend ab, fo daß. alfo (p) — fg) und p—q immer entge— 
gengefegte Zeichen haben, wenn p und q zivifchen den’ angegebes 


nen Gränzen liegen. Sey — das größte in h enthaltene Vielfache 
von £, fo daß alfoe FF" >n if. Nach (6.) ift 


Eu 
— 


h sin if — ı siniß 2 
J. = S. tor, 


27 
3 siniß 2 
+S, az 


In 
T sinig n 
. Tall 











h sin if 
sin 4 


+ E(B)OR 





ra 
1 


=, #1 Ei RE N Ir . 
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Die Glieder diefer Reihe find abwechſelnd pofitiv und negativ. Es 
ift nämlich allgemein, wenn wir der Kürze wegen im Folgenden 
immer — = 7 feßen: i 2 


wu n-H)a' siniß 
* = f, ST EE)OR, 


f(£)oPp. 


WUn+2)r' siniß 
(2n-k1) m’ sin 4 
Da nun nad der Vorausſetzung zwiſchen den-Gränzen, zwiſchen 
welchen die Integrale genommen werden, E(8) und sin & ſtets 
pofitiv find; fo ift auch -(B - zwiſchen diefen Gränzen ſtets poſi— 
tiv. An den aͤußerſten Graͤnzen der beiden obigen Integrale iſt 
aber reſpective 
sin iß —= sin?nin’ = sinn , | 
sini? = sin (214 1) in’ = sin (2n+1)r ; 








Iꝛn41 = 





und 


| siniß = sin (2n + 1) in” = sin (2n 4 1) , 

sin iß = sin (2n-}2)ir’ = sin (2n+2)r - 
Alfo ift. offenbar 5 

sin if 

| | re 
zwiſchen den — ß = nr, P=(2n +1) immer po⸗ 
fitio, zwifcyen den Graͤnzen $= (2n+1) z’ und $ = (2r+2) 7 
dagegen flets negativ. Folglich ifi nach) (5.) In pofitio, Imcı 
dagegen, negativ. | Ä 
Ferner laͤßt ſich auch Teiche zeigen, daß, ohne Rücfiche auf 
das Zeichen, immer In-ı > In iſt. Es it nämlich 


nn! siniß 
ni TA (4) 6 > 
+1 a' siniß 


I = es sing f(R)OR ’ 





ober wir zuerft mn <r feßem, In dem ziveiten Integrale feße 
mann He =P, of — Op; fo if, jenahdem = nn’ oder 
.—=(n+ 1) if, reſpective 7u +f£ =nn, "+ß=(n+1)r; 
£=(n—1)n,f=na. Alſo 

„of a (7 + if’) 


«/ (n-1l)n' sin (n’ * ß) 


oder, was daffelbe ift: | 
In-ı =. “ —— 


En +P)0R , 


(n—1) m‘ sin 


nz! sin(x +if) : 
* ni sin (r’ + zn 44) 04 





In = 
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oder auch, weil sin (x +) = — siniß: 


. - siniß 
In-1 = „aß f(ß 9 > 


— Wo siniß ’ 
u RER ZU 
wodurch man den Bortheil erlangt hat, daß num beide Integrale 
zwifchen denfelben Gränzen genommen find. Da.i immer poſitiv 
iſt, fo iſt auch u pofitiv. 8 if zwiſchen den Graͤnzen (n—1)n 
und nze, rd +ß alfo zwiſchen den Gränzen nr und (n-+1) 
enthalten, Folglich if, ‚weil n <r tft, offenbar fowohl 8, ale 


ah r +P, Zn; ==, di. immer 4m. Folglich 
ift nad) der Vorausſetzung 
in +P)< £(P) » 





dagegen 
sin(n’ +) > sinß ; 
alfo 
t®+P) IM ww 
sin(m+B) — sinß ’ 
sin iß siniß 
sin(w +3) te 6) * — —— 


alſo, ohne Ruͤckſicht auf die Zeichen, Ipcı > I. $ürn=rı ir 


sin if, 
— = [7 ons 


— -/ = ——— 





sin 4 


Folglich, auf ganz aͤhnliche Art wie vorher: 
— ‘ siniß 
nz N ana tIR)OR , 


h — * sin i 

— ——— +P)OR. 
Nach der Vorausfegung ift ed Zh, (r+1)m”">h, m’ > 
h— rm. Uber, wie vorher, — Rcaſicht auf die Zeichen: 


nu ein -_n."  siniß ; 
Kr sin ß a > es urn +P)0R ; 





LhL= — 





folglich um fo mehr: | 
Fe ia Sr Er )äß; 
( 


et) SIn (rei)z' sin(z”’-+-Pf) 
d. i. Ioı > L, 1m. z. b. w. 
Da zwiſchen den Graͤnzen, zwiſchen welchen ſaͤmmtliche 


sin A 
vorhergehende Integrale genommen werden , tie aus dem Obigen 


Supplem, zu Kluͤgels Woͤrterb. J. 





* 
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unmittelbar hervorgeht, immer einerlei: Zeichen behaͤlt; fo folgt 

aus dem in d. 3. in dem Art. Mittel (11.) beiwiefenen Lehrfage, Daß 
_ sin iß ne’  sinif 

In-ı = In Be 7 1102 EL y An 2. 


ift, wobei En-ı eine Größe bezeichnet, welche EL ( n—1)n}, 
dagegen > f(nr') it. Setzen wir alfo. 
”" siniß 


In-ı = 
n 1 — sin sind 83 


ſo iſt 

— = en⸗i l net » 
Um die Gränze zu finden, welcher ſich In nähert, wenn i 
waͤchſt, indem n ungeaͤndert bleibt, ſetze man * = für 83 fo ift 


a — und B=(a-Dn ift vefpective y= nrz und 


sin 
In m 5* 


Nimmt nun, indem n ungeaͤndert bleibt, ĩ zu; ſo naͤhert ſich 
fenbar 1. der Gr 


= sin 
A Y —öy N 
n—-1)n 7% 


deren abfolnten Werth wir durch azı bezeichnen wollen. Es 
erhellet leicht, daß 
J. siny ENyn, =; 
ü © 7 


"sin 

I? —ıy=- %> 
är 

— — — 


uff uf f. 


iſt, und daß xor Kur Kay Kar re. eine abnehmende Reihe bil- 
den. Auch iſt befanntlic) 


SFr = 
| [® sinyn, + ra, I A + /, 7 — 


— x0 —- x Fan, tb %— ....0 3; 


und ud ( > 65. * 
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Ian: *, — hm — ii 
Segen wir nun ferner J | 
,=KR, N, =—-KR,NT=R, T, = — Kos: 
fo ift nach dem Obigen | 
L=eo KH; h=—- gs KR, L=eR,, L=— es K, .... 


Alfo — 
ısın] 
S. —— 
=0oK,—- eK, te RR; — eK, + 0,K, — org 
wo nun nad) dem DObigen a 
eo Xo, ei Kr, 0a K, 0; Kz y ..... . 
ſaͤmmtlich pofitiv find, und eine abnehmende Reihe bilden, deren 
Gliederzahl offenbar deſto größer ift, je größer i genommen twird. 
Sey nun a eine beliebige ungerade Zahl, die, mie fih auch i 
‘ ändern mag, als conftant betrachtet wird; fo ift, da man i offen» 
bar immer fo groß nehmen fann, daß die Anzahl der Glieder 
obiger Reihe größer als «+1 ift: 


hsini 
N Be 
= leoK, = 4 K, * e . —- es A, tr... — eu Ka} 
+ eat Kapı — gat2 Kut2 + ee Kot3 — Qa-rı Kart + .... | 
=Z+>2. 


Die Größen Qo, Qır C2/ Bar +++ Qu find reſpective zwiſchen den 
Gränzen | 





MO), ER); 
f(m’), f(2n’); 
f(2n’), f(3n°); 
f(3n’), £(An’); 
f(an’), f((a-+1)n’) j 
enthalten, ‚und nähern alfo, weil m’ ſich der Gränze O naͤ— 
vn wenn i Aa — ae der Grin f(0), 
vorausgefegt, daß @ ſtets ungeÄndert bleibt. Die Größen X,, 
ır Ka, Kzr +++, Ka nähern fich, unter denfelben Vorausfeßun- 
gen, refpective den Gränzen xo, Kır Kar Kar Kar ++ Ka Alſo 
nähert fi), wenn i wächft, die Reihe 
z=0K, — . A. C. K. - e K, .. — Qua 
der Graͤnze 
Wen hen mr +. — 8a) (0) = Sef(0), 
und kann dieſer Gränze beliebig nahe gebracht werden. 
Ferner iſt 
22 
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= | eur Kart —ga+2 Karo + | ts Kaps gut Kara] +... 
= 0a+1 Kari — | eat Kar? — Our Kaps | — | dar Kurs ger Kurs) +. x 


fo daß alfo diefe Reihe, da ihre einzelnen Glieder nach dem Obi⸗ 
gen fortwährend abnehmen, fo wie ihr erftes Glied Qarı Karı 
pofttio, und fleiner als diefes Glied iſt. Die Gränze von Qa-ı 
Kor, wenn i waͤchſt, ift zur (0) Denft man fi, daß i 
waͤchſt, fo wird in SH der erfte Theil ſich immer mehr und mehr 
der Gränze 8. k(0) nähern, und F wird fleiner ale gtı Karı 
- feyn, Zugleich wird ſich aber auch Qarı Kurı feiner Graͤnze im— 
mer mehr. und mehr nähern, und man wird fi) in jedem Halle 
Qarı Rarı derfelben fo nahe gebracht denfen fönnten, daß F aud) 
Heiner als diefe Graͤnze zum f(lO) ift, welches für jedes @ gilt. 
Laͤßt man aber a zunehmen, fo wird nad) dem Obigen xu..ır 
alfo auch xu..£(O), immer Fleiner und Eleiner werden, und fi) 
der O immer mehr und mehr nähern, fo daß man alfo i, und | 
zugleich) a, offenbar immer groß genug nehmen fann, daß 3 
fleiner wird als jede gegebene, noch fo Eleine, Größe, Zugleich 
uͤberſieht man, daß die Graͤnze, welcher 


h siniß 
Nee 
ſich nähert, wenn i waͤchſt, einerlei ift mit der Graͤnze, welcher 
S.£(0) ſich nähert, wenn « waͤchſt. Die Gränze aber, welcher 





wen —rı + % ——% + ++. Ra 
fich nähert, wenn @ waͤchſt, iſt, da nach dem Dbigen 
nz, — rn + % —% + 2% ee.) i 


und diefe Neihe eine convergivende Reihe ift, = +7r, fo daß alfo 
die Gränze, welcher das in Rede ftehende Integral fich nähert, 
wenn i wähft, = +rrf(0) iſt. 


II. Man überfieht Teiche, daß der vorhergehende Beweis 
auch für den Fall gilt, wenn die Function f(P) — den 
Graͤnzen = 0, $ — h conftant und der Einheit gleich iſt, ine 
dem nämlich der Beweis vorzüglich darauf beruht, daß die Ju— 
tegrale, in welche Zu 


h sin iß 
S. —— 


zerlegt worden, abwechſelnd poſitiv und negativ find, und eine 
abnehmende Reihe bilden. Beides findet aber, wie man ſogleich 
uͤberfieht, auch Statt, wenn FCP) zwiſchen den Gränzen B=0, 
B=h ſtets — J ift, da die Abnahme der einzelnen Integrale 
ſchon allein durch den Nenner sin 4 bedingt wird. Die Graͤnze, 
welcher fich, wenn i waͤchſt, Zn | 


hsıniß „ 
J. sin £ OP; 
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für h <tm näbert, iſt alſo =+r, da f(O)=1 if, und 
alfo die Gränze, — fuͤr jede pofitive oder negative Gon- 
ftante a, das Integral 


hasin if 
San | 
wo ebenfalls h < 47r, ſich nähert, wenn i waͤchſt, = an. 
II. Wir wollen jest — daß die Function f(P), 
welche zwiſchen den. Gränzgen $=0, A=h, wo h immer 


< +7 ift, coutinuirlich ifl, von $ = 0 bi8 ?=h zwar immer 


abnehme, aber nicht immer pofitio fey. In diefem Falle denfe 
man fi) eine pofitive Größe a von hinveichender Größe, daß 
a + f($) zwiſchen den angegebenen Gränzen immer pofitiv ſevè 
fo iſt klar, daß die Function a + fl), fo wie (8), von 30 
bis ßfm=h ſtetig abnehmen wird, und folglich, weil fie auch im⸗ 
mer pofitiv ift, die Anwendung von I und Il. geftattet. Die 
Graͤnze, welcher 


. — —— 
ſich nähert, wenn i waͤchſt, it nah L—4[a+f(0)|", und 
nad) IL. die Gränze, welcher 
hasiniß 
\. "sin® . op 
fi) nähert, wenn i waͤchſt, S tar, Alſo ift die Gränze, welcher 
h sin iß 
Nat 
h inıß asiniß 
=/ la+ er, 
fich) nähert, wenn i wählt, - 
3ta+f(O)in Fan = 4nf(0). 


IV. Sinmmt f(ß) von Ar A Ya ß=h fortwährend zu, 
ſo nimmt — 6 von — is 8 = fortwaͤhrend ab. 
Folglich ift nach III. die’ ME — 


N al-nlas-S rd 
ſich nähert, wenn i wählt, =+|— i0)|a=— 47 f(0). 
Alſo iſt die Graͤnze, welcher 


S. ——— 














sin ß | 
nter denfelben Borausfeßungen fich nähert, offenbar = + u f(0). 
V. Wir wollen nun allgemein das Integral 
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h sin iß 
V. im? £(P)OR 


betrachten, indem wir annehmen, daß g und h pofitiv find, daß 
h<ın,& <h, und die Function (6) ziwifchen den Graͤn⸗ 
zen, zwiſchen denen das Integral genommen werden ſoll, ſtetig 
iſt. Größerer Deutlichkeit wegen nehmen wir einige geometrifche 
Betrachtungen zu Huͤlfe. eil (8) zwifchen den Gränzen 
B=g, ß=h ſtetig ift; fo fann man ſich diefe Function zwi⸗ 
chen diefen Gränzen durch eine krumme Linie dargeftellt denfen, 
deren Abfeiffen die Werthe von A, die Drdinaten aber die ent— 
fprechenden Werthe von f(P) find, Denft man fid) nun das 
Intervall h — g in eine unendlich große Anzahl unendlic, Fleiner 
Theile getheilt, deren jeden wir durch ©, ihre Anzahl Dagegen 
durch n, bezeichnen wollen; fo ift | Ä 
Na = eg LB)oR 


* sin A pr sin ß 


8-+29 sin iß 
+f, 7 rail, 


u EL 
8-20 


sin ß 








a LT et 8 8 8 Te os 


h siniß 
—f . 
u A 7 mr. 


Ueberhaupt kann num der dem Intervall 
g + («—1)9, 8 + x0 
entſprechende Theil der Curve, weil derfelbe als unendlich klein 
angenommen worden, als eine gerade Linie betrachtet werden, 
fo daß alfo, wenn wir die Gleichung diefer geraden Linie durch 
y=aß-+rb 
bezeichnen, die Werthe der Zunctionen (3) und aß + b in 
dem Intervall 





p=g+(«-1)9,P=g + »0 
als mit einander zufammenfallend betrachtet werden koͤnnen, wo— 
raus ſich unmittelbar die Gleihung Ä 
gs @ siniß — *0  siniß 
J. na = Sn oa? (aß + b) ABl 
ergiebt. Da aber aß + b offenbar eine Function von PB tft, 
welche von B=0 an bis zu jeder beliebigen Gränze offenbar 
entiveder fetig abnimmt, oder ftetig zunimmt; fü iſt nach I—IV.: 


346-) @ siniß _ ur 
A if ap+ 2) = ihr, 


6 siniß u 
[; — b) õß = br. 
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Aber — 
8* sin 1 
JS. sin (aß + b)08 


eHx-i0 sin sin iß 8+x0 siniß 
NT em tar 


8+x0 - siniß p 
Sa nemnß @Pt J)OR 


_ "+8 siniß en 1) 8 siniß 
= f} —— — —— 


woraus nach dem Vorhergehenden ſogleich folgt: 


8-0 sin siniß 
A. oz AD AR=0, 


s+x0 siniß, 
I. Mn KB). 
Es ifi alfo auch 
N na = =0, 
g 


sin 4 


wobei aber vorausgefeßt worden, daß g>0 if, Für g—=0 


wäre 
® siniß, 3 @ siniß Bd 
Nr o⸗ = — )oR . 











Aber ’ Ä 
JS. iR ya = ibn. 
Alfo — 
sini ; 
Na = rem. 


m = f(£) und a@ + b in dem unendlid) kleinen Intervall 
0, B=9 gleiche Werthe haben; fo iſt —(0). Folglich 


——— = 478(0). 


sin ß 


Hieraus ergiebt ſich mittelft des Obigen fogleich 
siniß — 
Ne = 
wenn g>O if. Dagegen 
sin iß J 
Nr = $nf(0) . 


Man bemerke, daß hier, der Kürze wegen, die Integrale ſtets 
rg vefpectiven Gränzen, für wachſende i, gleich gefeßt worden 
nd. 
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Da bier bloß die Function FB) zwifhen den Gränzgen 
ß=g,ß=h als fletig angenommen worden if, ohne die Bea 
trachtung durch befondere Annahmen über das Wachſen und Ab- 
nehmen derfelben zu modificiren; fo ergiebt fich jetzt folgendes 
wichtige und merfivärdige Theorem : | 


Wenn g und h pofitio find, hZ4n, g<h, und die 
Function f(4) zwifchen den Graͤnzen P?=g, P=h ſtetig ift; 
fo nähert das beftimmte Integral | 


| h siniß 
VALLE | 
wenn i waͤchſt, fich fortwährend der Graͤnze O; nur in dem Kalle, 
wenn g feldft = 0 ift, iſt die Graͤnze, welcher fich diefes Inte— 
gral, indem i waͤchſt, nähert, = 4rrf(0). 

Auch ift klar, daß diefer Sat noch gilt, wenn die Funckion 
f(P) zwar zwifchen den gegebenen Gränzen fletig bleibt, an einer 
dieſer Graͤnzen felbft aber, oder an beiden, eine Unterbrehung 
der Continuität der Function Statt findetz nur muß man, wenn 
dieſe Unterbrechung der Continuität bei der Graͤnze g eintritt, 

wenn g—=0 ift, für 37f(0) offenbar die Gränze fegen, wel— 
cher ſich Hrafls) nähert, wenn 8, dag immer als yofitiv an- 
— wird, fi) der Graͤnze Null nähert, oder unendlich 
ein wird. 


VI Bir wollen nun verfuchen, die Reihe 


1 8 
s= — p(a)da 


cosx / — (a) cos ada+cos2e” m (æ) oos 20 õo + ... 
sinx / ge sinodeteinde | "y (a) sin 20 ds +... 


7 u 7 
zu fummiren, d. 5. die Gränze zu finden, welcher ihre Summe 
ſich nähert, je mehrere ihrer Glieder vom Anfange an zu einan— 
. der addirt werden, unter.der DVorausfeßung, daß x zivifchen den 
Gränzen — u und + 77 liege, und daß die Function. @ (X) zwi— 
ſchen diefen Gränzen ſtetig ſey. Man findet durch eine feichte 
Berwandlung: 





4 
— 
A 


8* af ———— 


oder, wenn man die Summe der n + 1 erfien Glieder dieſer 
Reihe durch I bezeichnet;  " | - 


28 — (a) 0a | 4 c05 (a-x) cos 2 (4-x) +... + cosı(a-x) 
d. i. nad) Thl. I. ©. 532: | 
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| — RL I „1, os(Htn +1)Co—x))sininlo—x) j 


sint(a—x) 


_1 sin(n+t)(a—x) 
= = en in Ge x) 0a, 


wie man leicht findet, wenn man | 
cos (4(n}+1)(a—x)) = cost{n(a—x) + («—x)} 
entwidelt. Es fommt nun einzig und allein darauf an, die 
Gränze zu finden, welcher dag’ lebte Integral fich — wenn 
n ins Unendlihe waͤchſt. 
Es iſt 
24 en „su (n+} ut sin (n--}) — 
— —— 0 + —“ — — 2sint+(@«—x) — — 
Im erfien. = feße man a = X— BB, da—=— AB; fo _ 
ift für em xXx—- VB= — nn, L=X— 2X reſpective 
B=4ln+x), P=0. Im vs Integrale feße 2. 
e= x FT 2,9 = 205; ſo iſt fuͤͤ — x = 
e=x+ 28 = vefpective 6 = 0, B=4n— x). Alfo ie 
z=-;/, sin (Zn H1)P — 
(ax) - 


sin 4 


+ a sin(2n F1)P — — — 


sin 4 


N +1) p(x 
sin ß 


ax) sin(?n + 1)8 


ao sin A 


=4lı+#r}. 


x—28)0ß 


p(x+2R)0R 


Betrachten wir nun zumächft das zweite Integral T, Zuerſt 
ſey x poſitiv. Fuͤr x— iſt offenbar I0. Sür x<n 
iſt g(m—x) nicht =0 und In, Wäre die Function ꝙ (x+2£) 
zwifchen den Graͤnzen des Integrals nicht ftetig nn e fän- 
den für die zwiſchen diefen Gränzen liegenden Werthe A, A,, A, 
oo Ay von 8 Unterbrechungen der -Stetigfeit derfelben ER jo 
tönnte man nad) (6.) dag Integral I in mehrere andere zwi— 
fhen den Gränzen 0, A; A, A, 5 A, ı 5 ee A,, 3 (n—x) 
genommene beftimmte Integrale zerlegen, welche, das erſte aus- 
. nach dem in V. beiviefenen Sage ſaͤmmtlich =O find. . 

as erfte dieſer ntegrale, folglich auch das Integral T, ift 
—=4+nog(x) (V.), wofür man nur $3ap(x +8), d. i. die 
— welcher 170 (x4 e) ſich nähert, wenn s ſich der 
Null nähert, oder unendlich klein wird, feßen muß, wenn 
für = 0 felbft eine Unterbrechung der Eontinuität der Function 
P(xX +3), d. i. für den 2. x ber veränderlichen Größe 
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eine unterbrechung der Continuitaͤt der Function 26 Statt 
ne HH x negativ, fo iſt Aln—x)>in. Man 
etze alfo | 


Y= — (x 424)046 


sin ß 


Ha) 
SEN ex +29)0p 


sin ß 


= inp(x) — NR ——— 


sin ß 


we | 
= inp(x+e) + an + — ’ 


sin 
wenn für den Werth x der veränderlichen Größe eine Unterbre= 
hung der Stetigfeit der Function 9 (x) Statt finden follte. 
An dem leiten Integrale fege man P=n — y, AB — 0y; 
alſo fr — —y=ın ‚Bern —y=3(n — x) reſpec⸗ 
we ymt4n,y=t(n + x); fo daß alfo diefes Integral 


— _ [+79 sin (an +) (r— 


3” sin(n—y) — 
iſt, wobei man zu — hat, daß n eine ganze Zahl iſt. 
Fir x— — — findet man auf ganz Ähnliche Art, wie vorher, 


diefes Integral = Ip (— m + Ir) —= 4np(m), oder 
= Ing(— n +2n —e) = ınp(n — e), fofern für 
x—n eine Unterbrehung der Stetiekeit der Function (x) 
Statt finden follte ( V.). Für x — — iſt diefes Integral 
—=0(V.) Nimmt man alles Vorhergehende zufammen; fo er= 


giebt fi: 
T=0frı=n; | 
= 4np(—n+te) + Inp(n—e) frı=—n; 
 T=#ngp(x-+e) fex> 0, <n; 
Y=inp(x+e) frx<0,>—n; 
mit der Bemerkung, daß 8 alle Mal = O zu feßen iſt, wenn für 
den entfprechenden Werth von x feine Interbresgung der Conti⸗ 
nuität der Function ꝙ (x) Statt findet. 
an dem integral I fey zuerft x negativ. Fuͤr x— — ns 
iſt offenbar I=0, Fuͤr x* — 7 it I O) ode 
—= (X 8), wenn für den Werth x der —— 
Größe eine Unterbrechung der Continuitaͤt der Function p(x) 
Statt finden follte. Iſt x pofitiv, fo iſt 3 . +x)>+m 
Sey daher 


* 
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— — so 


z sin ß 
44x) sin (2n +1 | 
+ — TE ex —2P)OR | 
eine + TER x 2938 8 
oder F | 
=ima—)+ — 


wenn für den Wetth x der veraͤnderlichen Größe eine Unterbre- 
dung der Continuität der Function P(x) Statt finden follte, 
ir pen —y = ylyaın, yaslnmarı, 
wenn refpective P=%7T, B=4rn+x) it Ufo iſt das 
leute Integral Ä | 

| 1(n-x%) sin (2 1) (x — 

— ——— 

—sin (2n 4 1. 

| N ‚ siny part 2)dr. | 
Sie x iſt diefes Integral = FTP (nn — 27) — (—n), 
oder — Irnp(n — 2 +.) = ynp(— nt E (V.), 
wenn für x — u die Stetigkeit der Function P(x) unters 
brochen werden follte, Für x< ra dagegen iſt diefes. Integral 
=0(V.). €8 ift folglich) Ä 

I=tnp(a—e) + 4npg(—nte) frımn 3 

l=0 frx=—n; - 

I=!ng(x—e) für x> 0, 3 

IT=!inp(x—e) frx < 0, >—n; 
unter der Bedingung, daß e—= 0 geſetzt wird, wenn fir den 
entfprechenden Werth von x feine Unterbrechung der Stetigfeit 
der Zunction g(x) Statt findet. 

Hieraus ergiebt fih nun: oo 

| I+r =4n|pl—nte) + pla—e)l 
fuͤr x — — nr wWxıen; | 
I+ / =injp(x—e) +yplxte)}; 
fie x>— rn, x<n; immer unter der vorher anfgeftellten 
Bedingung. Alfo iſt | 
Z=ty(—ntre) + p(n—e)} 
fuͤr x er wxen; | 
zZ=4lp(x—e) + plxte)l; 

fr x >—n, x<m. Je größer demnady n wird; deſto mehr 
nähert ſich I den hier angegebenen Gränzen, und dieſen Grän- 
zen kommt alfo auch die Reihe S defto näher, je mehrere ihrer 
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Glieder vom Anfange an ſummirt werden, woraus ſich ſolgen⸗ 
des wichtige Theorem ergiebt: 


Die Summe der Reihe 


cos x / p (a) cos da + cos?x p(e) cos2ade + ... 


sinx / —B— 2... 


iſt für jeden Werth von x, welcher >— rn, < + iſt, 
 z4lp(z—e) +yp(x+e)}, 
und =H(x), wenn für den Werth x der veränderlichen Größe 
keine Unterbrechung der Stetigfeit der Function p(x) Statt fins 
di. Fuͤr x— — a md x=+n ift die Summe der obigen 
Reihe 
⸗H + Y(n—e)}, 
worin ebenfalld ⸗ DO zu feßen if, wenn fir dem entfpvechenden 
Werth der veränderlihen Größe feine Unterbrehung der Stetig- 
feit der Function E(x) Statt findet. Zugleich ergiebt fi aus 
der vorhergehenden Darftellung auch unmittelbar, daß obige Reihe 
. Immer convergivend ift, welches eine fehr wichtige und merkwuͤr— 
dige Eigenfchaft derfelben ift, 
Kürzer drückt man diefen Sat fo aus: 
Fuͤr jedes x, welches >— rn, + m if, iſt: 
(183.) 4lp(x—e) + p(xte)} 


1 * 1 x 
= * ple)da$— 2 pfe)cosn(x—a)de ; 
anf a nzı) a 


Dagegen ift | 
(19.) 4lpy(—ate) + p(n—e)} 
1 


=z "p(a)da + E vo com (x—a)de > 


rı=— awı=-tm Ä 
Der Kürze wegen wollen wir in der Folge für jedes 
x>— nn, <r immer 
— EEE HE Isar (a)cosn(x—a)d 
20 * 5 *6) — ———— e)cosn(x—a)Ca 


fegen, unter der Bedingung, daß Man, wenn 9 (x) für den 

Werth x feiner veränderlihen Größe eine Unterbrechung der Ste— 
tigfeit erleiden follte, für P(x) das arithmetiſche Mittel 

p(x—e) Fyp(x+te) 

A 2 2? 


\ 
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an den Graͤnzen ddr, frz — mn und x— + ss für @(x) 
das arithmetifche Mittel für ac 

Y(a—e) + goate) 


feßen muß. 
93. Sey jetzt die beliebige Sunction 
f(x) = Axa »,.Bxß + Oxr + Dxd + ...; 
fo ift aud) 
f(x) —*6 — + =) } 836 — 


— Pr En 
Mir fönnen alfo 
| EOETICJErTCHE 
fegen, für \ 
y42,, 


— 


Sir EN O=+n; fr > — — — 
tive O> —n, o<n. Auch iſt : 


0= = or. . 
Nach (52.) iſt 


yie)= uf gta 
cos® / p(e)cosada + cos2® / ꝙ (ce) cos2ada +. 
sin © / p(e)sinada + sin 20 / p(e) sin2o da + u 


wenn man nur in den beiden in (52.) bezeichneten fpeciellen Sällen 
(98—e) + y(9+e) 
2 


1 
tz 





und 





(z—e) + o(—rn-+e) 
2 


für P(O) fest. Alfo ift auch, wie nun leicht erhellet: 


(195 ). =. f "(eds 


cos f(«) cos E f(a) cos ET 44. 
el. mx 
inZ /3 —* ——— f(o) sin“ z 2 
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für jedes x, welhes > — eo, <oe ift. Faͤnde für den Werth 
‚x der veränderlichen Größe eine Unterbrechung der Stetigfeit der 
Bunction f(x) Statt; fo müßte man 

en) * e Ela) form; 

an den Gränzen aber, fuͤr x — — ꝙ und x=+e, muß man 
f(e—e) + f(—e+te) 

| 2 
für f(x) in vorftehender Gleihung ſetzen. 
Kürzer drüct man diefe Gleichung fo aus: 


(196.) t@)=;, ["r@) da +2 J. Te ga) cos —— 
æ it? 207 


fir x >—o, x<o. Dagegen 
(197) f(e—e) —— 


| | 1 +0 172% Pt nn(x—e) 
= . —— Cl 


frx=— po ud x=+o. In (196.) muß man, wie im— 
mer, in dem Salle, wenn, für den Werth x der veränderlichen 
Größe die Stetigkeit von f(x) unterbrochen würde, das arith⸗ 
metifhe Mittel zwifchen (x — 8) und f(x+e) für f(x) 
fegen. Genuͤgt die Function f(x) der Bedingung 
f(x) = f(—x); 
fo verſchwinden offenbar alle die Sinus der vielfachen Winfel 
— beſtimmten Integrale, und es iſt folglich in dieſem 
alle: 


1198.) &(&) = ["Ela)da 
' u 


+ eos /_ f(a)tos rl + cos 1 oc ee 
für jedes x, welhes > — o, <e if. Auch ift in diefem 
Salle, wie leicht erhellet: / 


(19.) 4ef(x) = * f(a)do 
0 f} 
+ cos? S' f(a)cos de + cos =f; £(e) cos 7 da +... A 
€ o 4 Q 0 e 
für jedes x, welhes > — go, Zoe ift. Findet für den Werth 
x der veränderlichen Größe eine Unterbrechung der Stetigfeit der 
Function f(x) Statt; fo muß man, wie gewöhnlich, 
f(x—e) + f(x+te) 
2 


für f(x) ſetzen. 
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Fuͤr x = — oım x+ eift | 
foe—e) + forte) _1 fr, | 
(200. ) — — . f(a)da 


7 c05 de He 53 k(a) co" dat. I 
* ———— 
o 
+ u OLE —— len u, 
Jo ee | e.J/o 8 


Nur wenn die Stetigkeit der Function f(x) weder für = — e, 
noch x == p unterbrochen wird, werden die Summen diefer. beiden 
Keihen im vorliegenden alle refpective = flo) und def(e). 
Genuͤgt die Function f(x) der Bedingung 
= fx)=— f(—x); 
fo erhellet Teicht auf ganz Ähnliche Weife wie vorher, daß 
(201.) f(x)= | 


ne oein län ng BORN + 22 
für jedes x, welhes > — 0, < oe if. Findet für den Werth 


x, der veränderlichen Größe eine Unterbrechung der Stetigkeit der 
Sunction T(x) Statt; fo muß man in diefer Gleichung 


f(x—e) + f(x+e) 
| 2 


a 
e 





für £(x) ſetzen. Fuͤr x —o und x = +o ift: 


=-)in= f (a) sin — da + sin 7X "£ (a) sin + | a 
et oJ. e — e 


Nur in dem Falle, wenn weder für x — — 6, nh x=+e 
eine Unterbrechung der Stetigfeit der Function I(x) Statt findet, 
wird die Summe. vorfiehender Reihe in diefem alle = 0. 


Auch erhellet leicht, daß in diefem Falle 
| | . 203.) Kir)= 
._TIX „Ta ._ IX Ina 
sin ef. i(a)sin — 4 a o f(e) sin — de +... 
ift, für jedes x, welhes > — E, < + E ift, wobei bei einer 
Unterbrechung der Stetigfeit der Function I(x) für den Werth 


x der veränderlichen Größe wieder das  befannte arithmetifche 
Nittel für Ex) zu fen it. Fuͤr — —eomwix=teil: 


J 
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(204) ee DRS + Umete) - 


E nf" f(a) sin It ein = "le Jain 2 du +. 
7 0 
Nur, wenn wer fuͤrx — — eo, noch x — + ge eine Unter- 
brechung der ÖStetigfeit der Sunction f (x) Statt findet, iſt die 
Summe diefer Reihe = 0, 

M. f. über diefe Reihen aud) eine Abhandlung von Dirk 
fen in Crelles Journal. B. IV. S..170., und von ... 
in. feinen Exercices de Math. 24w® Livraison. p- 341. Auch 
noch einen Auffag von Dirffen in den Abhandlungen der Ber- 
liner Afademie von 1827, 


- 54 Wir wollen nun * Saͤtze auf einige Beigen an⸗ 
wenden. Fuͤr f(x) — x iſt f(x) = — f(—x) Alſo für 
jedes x, welches > — r, <Z iſt, nach) (W1.): 


1x = sinx / asinada ++ sin?x ” sin 2e de — 
— 


Aber 
Ve i ne da = a Jinnade _ füe fünsei 
= — —cosne + Z sinne 
206.) ["orinna du = rin. 
Folglich u 


(206.) 4x = sin — isin%x + tin 3x — ısindx + » 


für jedes x, welhes > — nn, <me if. ir x x re ift 
nach) (202.) die Summe diefer Reihe — 0, wie es auch wirklich 
der Fall ift, 


Auf ganz aͤhnliche Art hat man 


ax = in sinada+ sin 2x / a?sin2ede + .... 
* sinnade = — — fe 00 [sinne da 


= 


= —  cosne +2 a? cosna da 


— eos ne ee fin fen font 


6 
— Leos ne + Zar sinne — == asinna de 


= cosna + . e?sinna + eos | — sinne 
== — — — —— & — — 
n / n? n? nn? 
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( 207.) "er sinne de = — ſam - Sep. 
Alfo- 


203.) z3x? = Ha’ — | sinx — +2? [sin 2x 


ir jdes x > —n, <n. Fuexer+n ide Summe 
ag — nach dem ———— O, wie es auch wirklich ver 
i | 
Fuͤr x = Im ergiebt fi) aus (206.): 
(29.) g=1—; +4 —++4-—..., 
die befannte Leibnitziſche Reihe. Ä 


Eben fo ergiebt fich für x = +7 aug (208.): 


Gm 1444-444 ..|a: 
112,13 1,4 
MEET TIP CE RE EEE u 
1 141 1 1 1 
= 15? 15 7*5* at (209. ). 
Et Va 
20.) =n- starten 


Die Zunction x? genügt t der Bedingung f(x) = f(—x), Alfo 
ut nach (198.): 
1 fH 
a? 0a 


x2. — Er 


„/T it 


con "er cosada + cos "er cost de +... \ ⸗ 
— —2 3 
fr jdes x > — nn, <m. Aber 
E a 2 s 
* cosne da = — sinne — — a sinna 0a 





1 
+ — 
7E 


‘a? 2a 2 
* T sin na 4 „zcosna — =, sin na ; 


dm [7 a? cosnaede tn; j | 


(212.) "a ?da = 3n°. 


Solglih 


1 
x2 min? — A| 17 0092— 700824 + 37 c0s 3x — ... 


Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. J. | R 
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. (213.) y|3n® — x? = 1, 006x — 25 0052x + eos3t—... s 
für üegex>—n, <m Alſo z. B. fuͤr x 0: 


1 
(214.) —— traten .; 


eine auch anderweitig befannte Reihe, Füirx—= + iſt nad 
in 1, 1,1, 1,1 

25.) et 5 R 
eine gleichfalls auch anderweitig bekannte Reihe. 

55. Sey 


f(x) = nn; 


fo it f(x) = — f(—x). Alfo 


brr 
— ["t(e) sin «de -Fsin »⸗ f(e)sin2ada + ..., 


fr jdes x — nm, <m. Es if nun 
ex — e _Sersinnxox — ‚fe-x sinnx Or 
— in m —— 


er ‚ en — en 


Jeinw& = = MER RG RT PR 


= etsinı—n ki cos nxõx, 
« 


Seren — soone | exör + J öx [erös 
% 


= e*cosnx tn fe sinnxdx , 


Je sinnzör + n fer cosmaöx = e“sinnx, 


— a [ xsinneör + Je*cosnxox = ex* cos nx. 


Durch Aufloͤſung dieſer Gleichungen findet man: 


x 
en e e*x(cosnx+nsinnx) , 
Eur U 7 us 


ex (sinn<e—ncosnx) 
1-+n? 


x— — x, I = — x erhält man hieraus: 


e—XxX —nsınnx 
ee Ron Arne). 
1+n? 


: —x(sinnx 
Jersnnzör _ _ (sinn +ncosnx) 


⸗⸗ sinnx — —= 


(216.) 


(217.) 


i--n? 
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| IE —emxX "sinn — —— sinnx-n[eX-e=-x)cosnx j 
(218.) 

















er—e- Un) lerne) 

Sfex— e- _ —— cosnx+tn(e*X-e-x)sin — 
—— en” „cos * %= (1+-n?) (e=— e-”) 
Yes e- — * ex-e-x) sin nx- n(ex-e-x) cosnx | 

er rer (tt n2j(er tem)  ® 
(219.) 
x.L e= [ ex-e—x) cos nx-Hn(exte—x)sinnx 
Tour — m , 
FE + ex (+n’)(er Fer) 
+r ex. — e- | 
va — Zanxda = - ml) 5 


(220.) ö 
I F= cosaxox = 0. 
er — e- 


Var = te oosxi=0, 

en + e—” Ä | 

ex+e 2er —e=m) z 
NE 1) i 


Es wird alfo nach dem Obigen . 
ex — e-x  sinx 2 sin 2x 4 3sin3x 4s in ax 
ae IF 12 Ti yet 
„_eX—en sinxk sin 2x sin 3x sin Ax 

Be ir ah a a 

für jedes x, welches — rn, <rifl.e Fuͤr x + m if 
nad) dem Dbigen die Summe dieſer Reihe = 0. Diefelbe ift 
im —— der Waͤrme von Wichtigkeit (Fourier a. a, O. 
p. 231.). 


Nach (221.) — 
ee — = — 


6 Fer 


Geben wir 


(221:) 




















ix) = =, 
ſo genügt diefe Sunction der Senna 
I(x)=f(—x). 


Alſo iſt für jddes x > — an, < m nad) (198.): 


al(x)= V de 


+ cos fra cosada + cos = BIC cos2«ada +... 
Aber u | 


er — e-n ar g-n ? 


R2 





De 
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(224. ) A Ä 
Alfo 


» . — 1 
(225.) Er ex4 e cosx cos ?x c08 3X 


ee u Fr a wre 
fr jdes x — , <m. a ; 
Fuͤr x — + m erhält man nad) dem Obigen: 
- 1 re 1 

2 —— — u in 7 vor.» 

Er ur nn 5 

Aus (222.) und (225.) folgt durch Addition: 

__ COS Er cos 2x cos 3x 

— 1+12 "1422. 143? 

(227.) Ten —_ en 3 sinx _ 2sin?x 4 3 sin 3x 











4 — 





— — — 
.»... 


Tr jre Ir Tip 


- . j * 1 
wodurch man, wenn man auf beiden Seiten mit — (er — e—7) 


multiplicirt, ex nach den Sinuffen und Cofinuffen der Vielfachen 
von x entivickelt erhält, | | 

56, Beffel hat eine merfivürdige Anivendung der vorigen 
allgemeinen Säge auf das Kepler'ſche Problem gemacht, welche 
wir, als bier fid) am beften anfchließend, zugleich als Ergaͤn— 
sung des Artifels: Kepler'ſches Problem, dem MWefentlihen nad) 
bier mittheilen wollen (Abhandlungen der math. Klaſſe der Akad. 
der Wiſſ. zu Berlin für 1816. 17. Berlin. 1819. ©. 49 -565. 
Zeitſchrift fuͤr Aſtronomie V. 1818. ©. 367 — 375.) 

St M (Fig. 4.) der Ort eines Planeten in feiner ellipti= 
ſchen Bahn, S der Brennpunft der Ellipfe, in welchem die 
Sonne ſieht, P das Perihelium, A das Aphelium, C der 
Mittelpunkt der Ellipfe, und PMA ein über der großen Are 
derfelben als Durchmeffer befchriebener Kreis; fo heißt, wenn 
NMM auf der Are PA ſenkrecht it, SM = r der Radius 
Vector des Planeten, der Winkel PSM = © die wahre 
Anomalie, PCM = die ercentrifhe Anomalie Die 
halbe große Are ter Ellipfe fey S a, die halbe Fleine Are = b, 
die Excentricitaͤt CS —=e, und — ſey = e, Nach dem zwei⸗ 


ten Kepler'ſchen Gefeße find die elliptifchen Sectoren, welche von 
den DVectoren der Planeten um die Sonne befchrieben. werden, 
den Zeiten proportional, in welchen fie befchrieben werden, Nach 
diefem Gefeße ift, wenn t die halbe Umlaufszeit des Planeten, 
te die Zeit bezeichnet, im welcher der Bogen PM durdjlaufen 
wird, da befanntlich die halbe Fläche der Ellipfe = +abrz iſt: 

t:t’ = tabx:PSM. ® 
Stellen wir und jeßt vor, daß der Planet die Hälfte, PMA 
feiner. Bahın in der Zeit t mit.gleichförmiger Bewegung in Bezug 
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auf feine Winkelgeſchwindigkeit um den Mittelpunft der Sonne 
befchrieben hätte, und bezeichnen wir den unter diefer Vorauss 
fegung von dem Radius Vector in der Zeit € um den Mittel- 
punft der Sonne von dem Perihelium an befchriebenen Winfel 
— 9; fo heißt 9 die mittlere Anomalie, und es iſt 
alſo 


t:t⸗ : 5 
d. i. nach dem Obigen 
3ab:PSM= 1:9. | 
Der Unterfchied © — 9 zwifchen der wahren und mittlern Uno- 
malie heißt die Gleichung des Mittelpunfts ( Aequatio 
centri, Prostaphaeresis). Alle Bogen beziehen fih im Folgen- 
den auf die Einheit ale Radius, Es ift nun. 


CN = acos (180° — e) = — acose, SN=c — acosg; 
MN? = (a CN?) — b?sine, MN = bsins ; 
r? = (c—acose)? + b?sine? , | 
woraus fich, wenn man bemerft, daß a? — b? = c? iſt, leicht 
folgender Ausdrucd für den Radius Vector ergiebt: 


| — | 
rza — coose = a(1 — Zeose) =a(l— ecose) . 


Ferner iſt: 
PCM’ = ta?e, CNM’ = — aꝰ sin cose; 
PNM’ = ta? (se —sinecose); 


und nad) bekannten Eigenſchaften der Ellipſe: 
b:a= PNM;PNM’, 
PNM = zab(e—sinecose) ., 


Alfo 


PSM = Lab(s—sinscose) — 4 (c—acoss)bsine 
= 4b(ae—csine) = 4ab(e-esine) . 
Folglich nad) dem Dbigen 
4ab;ızab(s—esine)=1:p, 
p=e— esine. 

Endlih hat man noch MN rsin O, SN = — 10050; 
folglich nach dem Dbigen 

rsin® = bsine, rcos® = acose—c;; 
woraus, wenn man den gefundenen Ausdruck für den Radius 
Vector ſubſtituirt: 


sin® = 


acos2e— c 


bsine , 
a(l-ecose) ’ 


‚all=ecose)’ a 
oder, weil. 
b? c? b? 


aꝛ — b=0o,1-— —_— =, o1l-e 


a’ a? ’a? 


iſt: 
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. — 

sineY1— e? cose—e - 

sin = ———— ,.c0os0 = —— . 
1— ecose 


Differentiirt man sin O nad) e; fo wird 


Pr 029 _ (cooe—e)Y1— e? _ cos eYi—e: 
ce (1—ecose)? 1—ecose 
OsYi —e: | 


1— ecose ' 


Wir haben alfo zwifchen dem Radius Vector, der wahren, 

mittlern und exrcentrifchen Anomalie folgende drei Gleichungen: 
| oeY1—e? 
1--ecose ' 
Kennt man die Umlaufszeit 2: eines Planeten, fo ift es mittelſt 
des Dbigen leicht, für jede gegebene Zeit t feine mittlere Ano— 
malie @ zu finden. Soll nun der wahre Drt des Planeten be- 
. flimmt werden; fo muß man aus der mittlern Anomalie den 
Radius Vector und die wahre Unomalie finden, Zu dem Ende 
muß man aus der tranfcendenten Gleichung = 8— esine, 
worin @ gegeben: ift, & fuchen, und dann mittelft der. gefundenen 
Ausdrücke für r und sin O oder cos O die wahre Anomalie © 
und den Radius Vector beftimmen, Die Entwicelung der ercen= 
frifchen Anomalie e aus der Gleihung = 8 — esine heißt 
gewöhnlich das Keplerfche Problem (f. diefen Art). Wir wollen 
jegt r und 0 — 9 (die Mittelpunftsgleichung) unmittelbar durch 
p auszudruͤcken ſuchen. Geben wir zu dem Ende | 

“ r=f(9), 9=f£,(p)., 

Aus der Gleihung p=s — esine erhellet, daß @ fein 
Zeichen Andert, ohne feinen Werth zu Andern, wenn & fein Zeis 
hen Andere, ohne feinen Werth zu aͤndern. Alſo aͤndert aud) 
umgefehrt & fein Zeichen, ohne feinen Werth zu ändern, wenn 
9 fein Zeichen Ändert, ohne feinen Werth zu dndern, woraus 
mittelft der Gleichung | 


0= 


r=all-ecosse),py=e-—esines, 00= 


bsine 

all— ecose) 

folgt, daß © fein Zeichen ändert, ohne feinen Werth zu Ändern, 
wenn fein Zeichen Andere, ohne feinen Werth zu ändern. Es 
ft alſſo Fly) = — fly) Setzen wir 0 — 9 = 
CS), d. i. u () — py=vyvly)pitf,c—p)+Yy= 
VCCO), — I + y=Yl-py)=— Yı)-eplı 
d. i. () = — V(—p) Ferner folge aus der Gleichung 
r = a(l—ecoss) mittelft des Dbigen augenblicklich, daß r 
weder feinen Werth, noch fein Zeichen ändert, wenn 9 fein 
Zeichen Ändert, ohne feinen Werth zu ändern, und daß alfo 
f( ” ) = f(—9g) if. Nach (53,) find wir demnad) berechtigt, 
su feßen: 


sin® = 
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ed fen) 
+ sin2p (e- p)sin2p Op 
+ inf” (8- p)sinäpäp 


3 sindyp 9-p)sin dp 8 


JJ.. 
= A,sinpg + A, — 4 A, sin 3p 4 A,sindg- +. 
wo 
A — *660-9)sin iꝙ o⸗ꝙ 
iſt; 


— 
& N 
+ cos 2ꝙ / rcos2p Op 
2 TE 
+ cos3p * r cos Ip dp 


* + op f* —E 


=B, + a + = — + B, 00039 F 


wo u : 
Te * ö 
B, 25 | röp, B = =/[. — ’. 


it. 


\ 


Es ift aber 
(9—Yp)sinipdp 


= (8—p) sin ip Op — Jt08 09). f snipö 
a cosig(09— õꝙ) 


u (8 p)eosip +7 — f cosipd@ — ein ip. 


Fur g L iſt auch — d. .0 0 


Alſo iſt 
— (8— p)sinipeyp = af" cosip0®. 
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Soiglih, nad Fa Subftitution, dae = + ift, wenn 
== + re ift: | 


— ze —— jesine)) 
in — 1—ecose 


4 r 
Ferner ift 


* cos je p= — ip Op — for [eriv dp 


r 1. — 
= Zsinip —— sinipor 





r * ⸗ ae — ” ® . 
= —sinip — — [sin(ie—iesine)sinade , 
i 54 | 
+r , ae Lu r —W . 
rcosigop = — r sin(ie—iesins)sinede , 
-n J—nr. u 


vile=trif,venmng=+n if, 


Auf Ähnliche Art ift je 
—J ect dr, ["röp=i — — 
u 
B= Er, Au (1—ecose)?ds , 
BE: =- Ef "sintieiesine)sinede 
Da — 


f — eco)? =. — 20 [eoseüe re: Foosstde 


2 
= e—2esine + — 


= 8 — 2esine + le?e + $e?sin?e 
iſt; fo iſt | 
[Tuer =nlt+te), 


B, =za(li+te’). 

Ferner iſt 

ae fra . ETUI ; —F — 

B; = A |sin scos iesin (iesine) — sinesiniecos(iesina)| de 
75 


d. i., wenn man bier nah) Gauß das oben nad) Legendre 
durch In 1) bezeichnete Product 1.2.3... n etwas fürzer 
| dur) II, UI 
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—— is ee is e8 
D; II, de 


a 


— (sine — ine + ine = — ) 
Die allgemeinen (*+1)ten Glieder dieſer Reihen ſind: 
iꝛ2⸗Pi @2x-H1 7 
(1). — /. sin a?s-F2 00osiede , 


IRs-+1 — 
rn — — 
(-1)i-. cein ex-KHeiniede , 


. oc s , 
wobei man fich zu erinnern hat, daß IZ, — 1 gefeßt werden muß, 
Bezeichnen wir den aten Binomialcoefficienten der nten Potenz 


durch "B; fo ift nach dem Art. Goniometrie (49.) in d. 3. 
(1 )*H(2sins)?=+2 = 00s(2x-$2)e — 2u+2B cos 2x8 
+ 2 005 (2,2)0 


3 { 
‚ — 2242B cos (2x—4)e 
r . r . « . . — 


(-1)-H, 22-42 SZ "sin a?x-+2 cosiede 
—r . 


= / cos (2x 4 2) scosiede 
-n 
: 
— 24+-+2B / oos 2xs cosie de 
er 


\ 


+ — | oon (2,2) 000iede 


_ 2u-+2B / ” 005 (2x-——4)ecosie da 
u a 


+ a 5 . . % 0 ” * ee + . 


Die beſtimmten Integrale auf der rechten Seite find ſaͤmmtlich 
— 0 (189,), die beiden ausgenommen, für welche 


xt 2 — 20 =ti,o=m: > 4i 4 1 
ift, welche = r find (190.). Es ift alfo 


P — Je+i ,22°-42 * sin aꝛv2 cosiede — 


zZ 
R i41 Hit 
(+ erlitt aurap 7 


; x-2i+ı 
Zu (jr og TE y 


weil 
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?—4+1)+ (+ir1) = +2: 
iſt. Alſo | 
(228.) sinet«t2cosisde _ 


= (1) .2-2-1, Me San 

Auf ähnliche Art ift nach bem Art. Goniometrie (49.) in d. 3. 
(—1)*r (2sine)=H sin (2c2 1) æ — HB sin (2x—1)& 

4 HB sin(%—3)e 


— 2 sin (25), 
+ . . P [ . ®. “ 


(—1)% 10:7 A sin e2*-Hl sin iede 
IR der 
= Nest 1)esiniede , 
7 
1 TL 
24418 / sin(2*—1)esiniede 
u tn 
2 7e 
4 u sin(2«—3)ssinie de 
7 


3 r 
= nA sin(2x—5)esinisde 
—7 
4 0 ⸗ . . .. jr r% . = e e 


Setzen wir nun wieder 
2x + 1-XA=+i,e — JH+t; 
fo erhält man nad) (190.): 


(1). — bar sine?*+HIsiniede — 
1 


-1i+4 
ra, a HH m) 


— PEN. 2. „ch *. 
weil 
(u — 4Hi+3)+@ + hir) +1 
iſt. Alſo 


(229.) JS. = sin e2*x-FH sin isde 


x-1i+1 
= (—1) Hits go, Pe — 


Folglich ſind die beiden allgemeinen Glieder von —B;: 


Beltimmtes Integral. . 267 
x-Li i2-41 2x1 „br a 
— .242B zz, 
j2x e2 x-1i+ 
ee — 


„2-21, 


(—1) 


(gm, 


2% 
Alſo die-beiden allgemeinen Glieder von B;: 
j2u ed}? _ xihz 


al 2204 2x--2B 
(— 1 ) ‘ 2 ° a . , 





II:x+i | 
Il2x 


Fuͤr ein gerades i verſchwindet das zweite, für ein ungerades i 
das erfte allgemeine Glied, da nothwendig « — i + 1 und 
x — 4i + + ſtets pofitive ganze Zahlen feyn müflen. Gebt 
man daher ii — 1 und Wi für i; fo erhält man als allgemeine 
Glieder von Ba;-ı und Ba; refpective: 


17_1 
(—1)777,2-%.a 


i 2i 1 Px-i eↄPi *Fi 
(—1 1 m, AT . 2--1B 2 
i41 
(1 Jemi 2-21 a Ne — 


Taa-pi 


Die Glieder, für welhe — i + 1 negativ iſt, find offenbar 

fämmtlih = 0. Man ’feße daher, um die überflüffigen Glieder 

zu eliminirn, — i+tl=qg,« — i — q — 1, und für 

q ſetze man alle poſitive ganze Zahlen von O an. Ueberlegt man 

sun, daß unter diefer Vorausſetzung 

| z-iz=qgq—il; | 

— 4 — 2%q — (i—1) +1, x — 1=— g—AH+1; 

2x: — 1 2q 4 (2i -T 1) — 2, mg + 2i — 23 

20 4 1 2q + (i—1),% 4 2 2 2q * 2; 

22 + (i—)— 1, 2 — 12 29 * 2i — 1; 
4—-214124 | 

ift; fo ift Far, daß für jedes gerade oder ungerade i dag allges 

meine Glied von B; feyn wird: | 


1 j2q-H—2e2gHi 
— 1 1q>71,2-2g-i ht ua —— ‚20-HB 
(—1)171,2-27-ırt ,a — 


indem man für q alle ganze Zahlen von O an ſetzt. Es iſt alſo 
ali=2ei ‚alieitf? 142 
ah Ftzap 1 
aii+2 ei (i+4)(i+3) 
Rh 12 , 
aiitteit8 (i+6)(i+5)(i+4) 
SH Ins ' 1.2.3 


B = — 


Pd 
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ari-2eif, +2 1e 
— mi T.ü+tm)‘ E 
— 4— — ie 
—0 6 ) 


ı+ ie 
— ae =) 


ein fehr merfwärdiger und jur Rechnung bequemer Ausdruck. 
Der Werth von B,, welcher bierunter nicht enthalten, it ſchon 
oben beſtimmt worden. So haben wir alfo eine ganz allgemeine 
Entwicelung- des Radius Vector nad) den Eofinuffen der Viel- 
fachen der mittlern Anomalie gefunden, und sollen nun auf 
Ähnliche Weife auch die Aequatio centri zu entwickeln ſuchen. 
Nach dem Obigen findet man leicht 


— —— ——— siniesin(iesine) 3 


1 ecose 1—ecose 


’ 





— — — — + toner er ont +... — 
— 
A . 
II, 
> 13 e3 
sin ie (iesine— 77 sin + in. N: 


Multiplicirt man die Reihen in einander und ordnet nad) Potenz 
zen von e, fo findet man für den Coefficienten der geraden 
Potenz e??, wenn man im Folgenden der Kürze wegen unter- 
läßt, die Graͤnzen — zz und + 7 der ae befonders an⸗ 


zudeuten: 


JS? cos is N cos e?a -e cos 82n=? sine? +3 7 u gen—4 sin e* 
2 


...o. + (= — 1 a. IE, = sin & 2n 
a ⸗ — 13 . 
+ f de sinie \ co$ aın-Isıns — 2, cos — * sin e? 


— 000 e sin ein—t " 





+ (tat 


Entivictelt man nun nad) dem — Lehrſatze die Potenzen 
von sins? = 1 — cos? in Reihen; fo erhält man. vorftehen- 
den Coefficienten = 


11 + Fr + Er +7 F 4 ..... 4 — 


6 
— — eh E * | ferien aid 
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+ Ir, + Hr oe pP * — ——— 


— Ir. ..... 4 — — 


3 is — 

4 ji +7 + 7 +.... + — — 
3 5 Sn—1 
1:3 5. 215 .” —1 j?n-ı 

— TR 17 +... . 4 * 1 
5 zn 

i5 (n— 1) n—2) i2n-1 2n—5 
+ J ——— 1.2 EL fintesinncosem 08, 


17 — 1 — 3 j2n—1 
— hr + et E e— — einem 














— 3 "Has 
+ ® . ® o ® * . . . “ 


Die Erponenten der Potenzen von coss — in dieſer Formel 
nie negativ. Es kommt nun darauf an, die beſtimmten Inte⸗ 
grale, welche diefer Ausdruck enthält, zu er a dem Art. 
Goniometrie (48.) in d. 8. it: 


(2co0se — cos (zn - 2u) + J— (2n - 2x — 2) e 
+ uR cos (2?n —2x— 4) e 


\ + 2n-2«B cos(2n —2x — 6) a 
p} + “ . . . « . 0 “ . 


. rn z , 
zu cos i8 cos e?n—2x de 
7 — 


—_ FAZ iecos(Qn—2x)ede 
— — 


| ı | 
+ u) A cos ie cos (2n — 2x — 2) &0e 
nt ‚ . 


“/. 


4 m-2xB eos ie cos (2n— 2x 4) ede 


Bloß die beftimmten Integrale in diefem Ausdrucke, für welche 


nr GX=et+ti,e=mn —x+}i 


ift, werden S 77, alle übrigen find. — 0. Es iſt folglic) 


+7 
Ä — cos is cos a?n—2x q⸗ 
—n 


n-x-1i n-x+li n-x-li 
= 2n-2«B . a-aB ‚nm = map. Tr; 
da 
j (n—x—4i) + (n—x+1li) = 22 — 2% 
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iſt. Alſo iſt 
(230. ) \ Fr cos 7 cos eꝛn⸗ 20 de 


% 
n-x— i 


== .2—-?n-Prxpi , 2n—2xB 
Ganz auf ähnliche Art findet man: 


( 231.) cosis cossn—-2x—10e | 
7 


2-x-}i-} 


= = Zn? FD TE. 
Es it aber | 
‚sinesinie = &cos(i—1)e — tcos(i+1)e. 


Alfo re | J 
JS. = sin ie sin e cos edn-x—1 de 
⸗ rt ’ . { “ che n fi 


’ n per 
= . cos(i—1)ecosein——10e. 
1 —2 J 


* 8 
— 2 cos (i+1)ecosein—-2x-108e 


n-x-1} n-x-4i-1 
= 2-n-p2el, sr‘ 2n— IB — 2n=2x—1B N . 


Aber allgemein 








Tg _ ele1). (e-yH1)|,___Y | 
1.2.3... Te—y+i1 
_ af@e—1)..(e—y+1) «&—y+1 e—y+1 +iB 
— 1.2.3... "o—y+i1 = a+i E 
Folglich | 
‚Irr...: 
(232.) sin iesin e cosetn-ıx-1 de 
Zi 
n-x-1i 
= 5  2atSCH 2n-2rB 
= 


Aus den — Formeln (230.) und (232.) erhellet, daß 
im vorliegenden Falle i eine gerade Zahl feyn muß. Auch darf 
n — x — ti nie negativ werden. Es muß daher immer für 


jedes x, auch für — 0, n—x >4i, n—%5>i,d i. 
Zn Si ſeyn. Man ſetze alſo 2n — i + 2, wo für q alle 
pofitive ganze Zahlen von O an gefeßt werden müflen; fo erhält 
man für den GCoefficienten von eit2d in der- Entwickelung von 
ir Ai 
ri-e’ | 
wenn i eine gerade Zahl ift: 
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| 2. , m erg q 
* a 
213 2 316.3 yi+gq di+2g 

ter — 








ee ut 
— ⸗ wu: 
Hit tt En 0 
— a a 
u FE 
ge 





— . r [3 s ® . * 3— 


wenn man dieſe Größe — * ER . multiplieirt. Der 
Coeſſicient von eit22 in ver Entwicelung von A; wird alfo ge- 
funden, wenn man vorſtehende Größe. mit 


lm? 1 . — 
ren — Lite 





multiplicirt, und das: ei*20 enthaltende Glied der Entwickelung 
von A; findet man, wenn man vorftehende Größe mit 


— —_e: (+) 
multiplieiet, immer a daß i eine. gerade Zahl ſey. 
Für q find alle poſitive ganze Bahlen von O an. zu feßen. 


Suchen wir nun auf ähnliche Weife aud) den Coefficienten 
einer a Potenz e2r+1 zu entwicdeln, In Bezug auf 
die Größe 

jr Ai 
is YI-e® 


erhält man für diefen Coefficienten: 
2 | Tu 
de cosie Jeossa-ı — > cos en-1sine? + —_ cosetn-3 sin e* 
II, HU, 


er — 1 I cosssin a’n 
Hrn 


: 32 1 45 
4 * de sinie | i cose?äsin e- cos an-2 sine? + —cos e?n—+sine$ 
I, IT, 
| 2n-H 
.4 — —1)n. I sin me 


Entwickelt man wieder die Potenzen von sine? nad) dem bino« 
mifchen Lehrſatze; fo erhält man für diefen Coefficienten: 


J x 
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i 32 4 36 
— —— 4.. Be | Jeoriecoseotde 


i2 21° _-3i® n i?n , 
2.2 ——— 21 
7 4 * 4 Tr, + + Im | Jeorieconen de 
it .--8i$ n(n—1) i?n 2n3 
+ I + 17, Ar 4 ng mn| Jeosiecose n—3 08 
is n(n—N)(n-2) i?n ns 
Im, Ar ses —— — a2. 3 mul [riesen ö⸗ 
. [0 7 78 
3 ' 15° 2 F) 
— — zn 
+ ir + IT, +. ee — —* e 


i⸗ 2i⸗ n ieu ct⸗ 
— 2 
— 1 In — för ie sin 8 cos eꝛn · de 


2) int 8 
— N 
+ hir — F +. —— Bird Jen ie sin &cos s?n de 


* "n(n-t) (n-2) jap 
— — ..». nennt F 265 

*54 * 1.2.3 ze) —— 08 
+ 


Es iſt nun nad) (231.): 
S ü cosiecos ein—2cf1 de — ” cos ie cos Bun de 
75 " i N} — 








n--1i+t 
— Q—an-r2x , 2n=2«--1B  ,7 


und nach (230.): 


+7 ” ⸗ * 
(233.) sin iesine cos ꝛm-24 Öe 
7 4 


4/ cos(i—1 )e cos s?n—2x de 
J/ —_n 


* 
— 4 eos (i 4 1) ecossin-2 ög 


—2 


n-»-1i--} 'n-x-1i.! 
? sy 
= 2—-2n+% 7 |?2n-2B — 2n-2xB 


ann 
> — —— . — — 1 
per a a 


n— x —4i 4 + muß eine gene Zahl und pofitiv feyn, 


muß i ungerade feyn. Auch muß n —x, für jedes x, auch für 
x = 0; > +di—1) feyn, fo daß alfon > +G—1), 2 > 
i — 1 feyn muß, und demnach 2n = i + 24 —1 gefeßt wer— 
den fan, indem man für q alle pofitive er Zahlen von O an 
feßt. Hieraus erhält man für den Coefficienten von eit2d in 


ber Entwicelung von 
ist A; 


Yi-e’ 
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wenn i eine ungerade Zahl ift: 


— re —X 
14— + — — F sense — fi 
rt ti+ [and 
i—1. 

i2 , 21° dis 2 +4 ich2get * 

— 22 — — — ... —ñ — 5 nes j — 
II; * U; + IH; er 1 Ti-pPꝛo⸗i je '= 

i-1 


J i-3 j € 
i⸗ 316 2 +a)( 2 +4) i+2g—1 -2 
24 a — 00 —e — — ——— —— i 7 
q t7 1.2 ———— — 





i f.,» i5 i⸗ — 
it m Ir + I, + F — Dre aaa: 

: i— 1 . 
221 i⸗ 21° 2 +4 ji+2q I]. 9241 
1+2g—2 STH 7 II, Fon + u az Hui | 

i-1 (2 ) 

22 gs PU 249) 279) je ran To2 
MET 1 Prager 1.2 a ne 


wenn man diefe Größe noch mit 271-2172, 75 multiplicirt, Der 
Eoefftcient von eit21 in der Entwicdelung von A; wird alfo 
gefunden, wenn man vorftehende Größe mit 

yıra .. 
— ——— 
multiplicirt, und das eit2ı enthaltende Glied von A; erhaͤlt 
man folglich), wenn man vorftehendes Polynomium mit | 


2Yi1—e? — 
i12 





—22 1 
— 71 — ee 





multiplicirt. TF— | 
Mittelft der Hier gegebenen allgemeinen Formeln, durch deren - 
Entwickelung fih Beffel ein großes Verdienft um dag SKepler- 
ſche Problem erworben hat, it man alfo im Stande, ‚jeden 
Eoefficienten A; für gerade und ungerade i zu berechnen. Beſſels 
Auflöfung Hat unter Andern das Eigenthümliche, daß der allge 
meine Factor Y1—e? abgefondert, und nicht in eine Reihe. 
aufgelöft worden ift, „wodurch ſowohl die Eonvergenz der Reihe 
erhoͤhet, als auch das Geſetz leichter uͤberſehbar gemacht wird, 
57. Wir kehren nun wieder zu den in (52.) und (53.) 
bewieſenen allgemeinen Formeln zuruͤck, aus denen Fourier in 
feiner. berühmten Theorie de la chaleur. Paris, 1822. mehrere 
andere merkwürdige Nefultate abgeleitet hat. 
Seyh zuerſt f(x) eine Function, welche der Bedingung 
i(x)= — f(—x) genügt, und 
Supplem, zu Kluͤgels Wörterb, J. S 
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f(x) = Ar’ + Br? + x’ + D2 — 
= m°(2)° + Bnf (= + Gn’(&)? nr 
— IC) 2.10) Zee 


fo daß wir alfo 


ſetzen koͤunen, für " | | 
0=-,8=--. 
n. n | | 
Da nun offenbar auch (9) ='— 9(—9) if; fo iſt nad) 
(203.) für jedes ©, weldhes > — nn, < m if: 


inp(9)=sin® " pt6)sin 808 + in20 [ "(9 sin2080+... 
0 | | o 


Fuͤr O — O, 9O=n, 90>—n, 9<u iſt reſpective 
x=0,x=em, x —nm, x < na (Ungleich. 6.). 
Alfo für jedes x, welhes > — nz, < nr if: 
Anf(x) = 
1. — in 0 12x u in SZRo + 
ey (x) sin — 4m), ( 0x o... 
Das allgemeine Glied diefer Reihe ift: 
| — —V— 
n - n 0 n 


Nehmen wir nun n als unendlich groß ‚og als unendlich klein 
an, und ſetzen 


n 124 
ag’ dg?’ 
fo daß wir ung die verfchiedenen Werthe von i entftanden denken, 
indem q alle Grade der Größe von O bie ®: 
0, dg, 20g, 3dq, 4dq, 5dg; . .... 
durchläuft; fo wird obiges allgemeine Glied = 


singedq / 10x) singeök : 
u 


und Frzf(x) wird erhalten, indem man in diefem allgemeinen 
Gliede q alle Grade der. Größe von 0 bis & durchlaufen läßt. 
Daher ift, wenn f(x) der Bedingung f(x) = — 2) ge⸗ 
nuͤgt, für jedes x, welhes > — », < o ift: 


inf(x) = ST sinn, singe ; 
0 0 Ä 


oder 
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2 oo 4 
(234.) f(x) = M sngräg TEC O)sing0d@, 
‘ 2 [+] [++] 
235.. i — — f (©) i i . 
(235.) f(x) =, TV, a 


Was man im diefer Gleichung für f(x) feßen muß, wenn für 
den Werth x der veränderlihen Größe eine Unterbrechung der 
on der Function f(x) State fände, erhellet aus dem 
igen. | | 
Sey ferner F(x) eine Zunction, welche der Bedingun 
F(x) = F(—x) genügt, und . ' — 
F(xs)= A, xc u B xß 4 c. x 4 D,x + — 
— a x ⸗ 8 4 ’ » 2 
rn (2) + B,n (=) + Cm =} A — 


— ———— 


Ganz wie vorher ergiebt ſich aus (19.) fuͤr jedes x, welches 
> — nn, < on if: 


1 fan 
Fx)=— F(Xx) o 
— D———— 
+ I cost A F (2) cos—dx + ar AIc cos" 0x Tu 
Das allgemeine Glied diefer Reihe ift 
zen | FOR) cos 
n., n/o n 


nur daß man für i —= O die Hälfte des fih aus diefer allge 
meinen Formel ergebenden Gliedes nehmen muß. Kür 


euimd 
wird diefes allgemeine Glied — 
cos qx daf, Fir)eosgrös — | 
indem man auch hier für q = O nicht dq /, FGyox, ſon⸗ 
dern 40q % “F (x) 0x in die Reihe einführt Weil aber 
"F(x)öx im Allgemeinen eine endliche Größe, 09 unend⸗ 


(ich Hein if; fo ift > 
2 
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af, Fa) — sauf, F(x)ox=o 
iu ſetzen, und man erhält auf ganz ähnliche Art wie vorher, 


wenn Fix) der Bedingung F(x) = F(—x) genügt, für 
jedes. x, weldhes > — x, <<“ if: 


© oo — 
4nF(x) =/, csgeäg F(x)cosgxox , 
i \ be 0 .r. 
oder | | | 
2 20 00 
(236.) F(x) — —2 F(6)cosq809 , 
Jo 0 


( 237.) Fa) = EN N Fon 000r 


Jede beliebige Function p(x) fann offenbar in zwei Functionen 


RAR 4 Bxß 4 HD + ..., 
Ex) = A,x® + Byxß 4 Gr + D,x° ie s00. 
zerlegt werden, deren eine der Bedingung f(x) = — fÜ—Xx), 


die andere der Bedingung F(x) = F(—x) genügt, fo daß 
alfo | | 
| ß 6() F(x) F E(X)- , 


2 wo. 2 
—2 F(8)cosq908 
270 0 


2 p®. o 538 
+ zf. sin af, f(®)sing80@ , 
y14 o ‘ 0 j 


für jedes. x, welches > — oe, < m iſt. Auch iſt, wie fo- 
gleich erhellet: | * 


np(x) = | N eorda f” Feocosaeae 


er) 
| + V. singeäg / "” K@)sing0d0 ; 
| Jo, — 


(238.) [ Flo)singe00 = 0 


I n j 
(239.3 [  tlo)cosge90 = 0. 
Alfo u a: 
np) = S. cos wos ⸗ . F(0)c0sq898 
0 — 


ef swäg +9, .9)0084098 | 
0 . = 00 


N [+] 0 » 
+, singxda F(#)sing008 ° 
o —* 
*. ing f(8)sing808 
0 =.» 


| Beftimmtes Integral, Ä IV. 
= Ne wg” ""|r0+rojleoeg6ae 
+ [naar f*”|rco + 2(e)| —— ; Ä 


> E oo : 
= ⸗ coqröaf p(9)cosg908 ., 
— 00 


+ /, engös +9 „(O)sing8do 
0 00 


= VAR ARRIOL ET D 
o 00 


+ | uf" o(@eingesingrae 
0 =. : 


= VAR "I lO)oosg@cosgxög. | 
, — 05 0 
—V —— gq8singsög (24,) 
u | | a 


= — penoaf, eorgreosgaag 
— 0 | 


+00 ED —— 
+ ref singxsing@dg 
o 


u) 
Fo ie: RER 
=/ —— |eosgrcosg@ + sin geeingoläg; 
=. o 


fo daß alſo, indem wir jetzt wieder f(x) für (x) ſetzen, 
wenn f(x) eine beliebige Function von x ift, für jedes x, welz . 


% 


des > — a, <o if: | 
(240.) 64) * V 10100 [ "cosa@— @ag 3 
nI oo 0 ar 


(24.) I(x)= =, ———— 57 
A 0 16 


eine hoͤchſt merfwürdige Gleihung, durdy welche jede Function 
durch doppelte Integrale ausgedrückt werden fan, 


58. Denken wir ung jeßt (m. ſ. Fourier a. a. O. 
p- 953.) eine Function YCx) von folder Befchaffenheit, daß 
ihre Werthe zwiſchen den Graͤnzen x — a, x—=b mit den 
entſprechenden Werthen der Function fx) zwiſchen dieſen Graͤnzen 
zuſammenfallen, daß aber fuͤr jedes x außerhalb dieſer Graͤnzen 
die Werthe der Function (x) —O ſind; fo erhellet ſehr leicht 
die Gleichheit folgender beſtimmten Integrale: 


— aref”ors«- 904 
— 0 
VV——— 
a = 0 


— 


278 | Beſtimmtes Integral. 


| = [ scoyao [ "eng oyän 
0 


Für jeden Werth von x zwifhen den Graͤnzen x — — eo, 
x», alſo aud für jeden Werth von x zwiſchen den Gran⸗ 
zen x— a, x b iſt aber nad) (240.): 


ven” * veaaf osg(x—@)ög. 
Alſo ift auch für jeden folhen Werth von x: 


n=—f ZOLL As cosqg(x— 0) õq. 


Fuͤr jeden ſolchen Werth von x iſt aber nach der Vorausſetzung 
f(x) — Y(X). Folglich iſt fuͤr jedes x zwiſchen den un 


(242.) Fix) = — ——— "cosg(x—@)dg. 
. * a i 0 


(233.) IX) NS. f(8)cosq(x— 8)008g . 
P e 7 0 a 
Es ift klar, daß man flatt diefer Kormeln auch) 


(242.) Ex) = uf. scoyao/"” 0089 (x @)dg , 


(243*.) E(x) = IS, f(0) cos (x - @)000g 
ſetzen kann. 


Liegt der Werth vonx außerhalb F Graͤnzen a, b; fo liege 
zuerſt x zwiſchen den Graͤnzen b, bi, wo b"> b if, Dann 
liegt x offenbar auch zwiſchen den Glaͤmen a, b, und es iſt 
folglich) nach (242.): 


ie) = Ef, sco)00 [” c0sg(x— 0)g 
—- — ——— oos ¶ (x - 0) õq 
4 * ——— cos ¶(x - 0) 09. 


Nach (242.) iſt aber auch: 


f(x) = af, ao "ons 8)dg; 
Q 


alfo ift in diefem Falle 


o=/soef” cosg(x— @)ög } 


Liegt x zwiſchen den Graͤnzen a,a,woa <aif; fo liege x 
auch zwiſchen den Graͤnzen a’, b, und man zeigt auf ganz aͤhn⸗ 
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liche Art wie vorher, daß vorftehendes Integral aud) in dieſem 
Salle = O ift, Liegt alfo x nicht zwifchen. den Gränzen a, b; 
fo iſt immer: Ä | | 


(24.) 0 = asefmstz- es ’ 


00 b i 
(245.) o=f, J. f(®)cosq(x— 0)0@dg , 
0 a 
welches, fo wie die obigen, ein hoͤchſt merfipürdiges Reſultat iſt. 
So wie vorher kann man ftatt dieſer Formeln auch) 


(244*.) 0 = [rose f"* oosa- 0) > 


x 


(245*.) 0 = [7 [ toVcosats— @)008u 
u =) a 1 


ſetzen. 
Nach (243.) iſt für jedes x zwiſchen den Graͤnzen O und ®: 


2) af, Ja 9908 


Setzt man — x für x; fo erhält man aus (245.) für jedes x 
zwwifchen den Gränzen O und »: 


” "rec a)aadg. 
o=/) f(@)cosq(x-F 0) OoOoõꝗ 


| cosq(x—®) = cosgxcosg® + singssing® 
cöosg(x4+ 9) = cosgxcosg® — singxsing® . 


Aber 


Alfo 
f(x) = zf, Jr rsgcnmdoag 


1 f?r f® — | 
+ . /. f( ®)sing@singx090g , 
10 0 
0= af, J, e)rsecnm30ds 
Ja o 
_ zf, J, or rnaenndede 
nJoJo j — 


Folglich mittelſt Addition und Subtraction: 
2 gr era 
(246.) f(x) = =s. S. ( 0) cosg@cosgx0@dg ; 
oJo 
(24.) I) = af, S, oinaerin mode ; 
nJ/» 0 


für jedes x jwifchen den Gränzen O und ®. 
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M. ſ. über die beiden legten Formeln und überhaupt über 
diefe Unterfuchungen einen Auffag von Taudyy in feinen Exer- 
ices de Mathematiques. 16”® Livraison. p. 112., ge: eine 
Inn von Schmidten in Crelles Journal. B. V. 


2 


59. Diefe Formeln find vieler Anwendungen fähig, und 
führen aud) oft zu den Werthen beftimmter Integrale, weldyes 
ung der Raum nur durch ivenige Beifpiele zu erläutern erlaubt. 


Sey f(x) = e%; fo ift nad) (46.) und (47.): ! 


oo 
-ıa8 * — 
J. e=a0 c0osq0 08 7 


x 
J. e-a@ sing800 = — 


Aber nach (246.) und (247.): 


e⸗ ax — N cosguäg e-20.c0osq00®@ , 
4 
e-ax =), singeöa e-a8sing00® . 
o 


Alfo 
ES © acosqx —2 »Sdgsin qx ... 
ern I. erst en ey, arg 


oder, wenn man a und x mit einander vertaufcht: 


© xcos sag qsinagq 
e-ax — dg, Ine-ax — og 
gr / R x? +gq? I, zrr N te 


oder, @ für x gefeßt: 


© acosa © qsına 
In e⸗ ac =/ — 09; In e-aa == : —— 5 


wie ſchon in (162.) und (163. ) auf anderm Wege gefunden wor—⸗ 
den iſt. 


Man fee ferner f(x) = x"; fo ift nach (247.): 


2 —A 
—X =. /, Os sin q O sin qx õ õq 
| "JoJo 
2 00 oo 
= — —2— Gnsin 0060, 
— Jo 


DET 1 fg» — 
/. Gr sinqg90® — (106 sin 100 (460) 


fe 
nf, MORE ap 

















Alſo 
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I 2 ® Lsingxdg _ 2 — 
un ——— 
2 


= if, * zen-isinzdz == Zr > 
n o ” en 
Alfo ift LL = In, d. i., wenn wir jeßt x für z fohreiben: 
(248.). In = /, winzös. [ "r-tsinzör . 

J 0 0 

Fir n = — % erhält man hieraus: 
® sinxox Tr 
( 249.) V — =Y75- 


Ganz auf ähnliche Art ift nach (246.) 


2 00 00 
x =J. \. Br cosgYcosqxdddg 
"JoJo | 


2 1». © | 
= =. cos qx õq Ga c0sgq808 , 
"Jo 0 





woraus man, wie vorher, erhält: 


(250.) In =// xu cos x 0X A. mmtenrzös, 
251. = — VE. | 
ef Fir 


60. Sey jet = „Y) eine Function zweier verdnderlichen 
un — (242°.) iſt, in fo fern y zwiſchen den Graͤnzen 
Ai — fe ae” "og - 60) o, 

und eben ſo: | 
f(x, y) = 2 "209, „ae /” Peos q(x - 0) õq 
in ſo fern x — den. Graͤnzen a und b liegt. Alſo iſt auch 
1 gb + oo 
fx,yJ=- ef f( 8 (xs—-9)0g.» 
(x, y) uf, — (9, y)cosg q 
Folglich) | 
i(x,y)= 


— —— 4%-®) daf ne, 800’ / Tr os g’(y-&)dg’ 
— 6) IK; fx 9,9y0@ Ih > cosq(x- auf” u cosg’(y-8”)dq 
— nad.) 


d. i. wenn x zwiſchen den Graͤnzen a, b; y zwiſchen den Graͤn⸗ 
jen a 1 b liegt: | 
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(252.) f(x, y) = 


MDYA V. SI /” (8,9) cosq (x- B)cosg(y-O')ög’dgd 908, 


welches wir fürzer bloß fo fchreiben wollen: 
(253.) fx,y)= 


(5) fe &)cosg(x—B)casq’(y— 6) &0006 õq õqꝙ 


mit der Bemerkung, daß die Integrale in Bezug auf ©, ©’ 
zwifchen willführlichen, die Integrale in Bezug auf q, g’ aber 
zwiſchen den Gränzen — » und + » zu nehmen find. Die 
Merthe von x und y muͤſſen refpective zwiſchen den Gränzen 
fiegen, zwifhen denen die Integrale in Bezug auf © und © 
genommen worden find. Wäre diefe Bedingung nicht erfüllt; fo 
wiirde das Integral auf der rechten Seite der Gleichung (253.) 
verſchwinden, wie aus (242*.) leicht folgt. 

Für eine Zunction f(x, y, zZ) dreier veränderlichen Größen 
bat man hieraus: | 

f(0, y,2ı)= 


| YA ra,d, en or ff ra) äg 
2n a att co 


VA cosg"(2— 0")dg” ; 


{0 


Ix,y,z2)= 
af, 6 y; DT A cosq(x—@)cgq 
zu, a — 


b 
= if, af” 1ce, y, z)cosqg(x—®)dgq 
any a — 


(3) S. ef” 6-90 aof', 16, 8, —2 
2n a — 0 a’ ar ‘ 
* 


———— — 


00 


— {on 
11 ph. fe. fe" ng 
= (5) f. of ef, £(@, @, 0”)00 
a a’ a 


⸗ ’ + ” ' (24 ’‚ 
Sr erse- af" od tr @ Jr f ° 005g” (z-8”)ög”, 
00 — 00 « — 900 


in fo ſern x, y, z refpective zwiſchen den Graͤnzen a, b; eb: 
a”, b" Liegen, indem im entgegengefeßten Falle das Integral 
verſchwindet. Wie man auf diefe Art weiter gehen fan, fällt 
leicht in die Augen, Es ift für eine beliebige Function von n 
veränderlichen Größen | 

(254.) f(x,y, 2, cc.) = 


fe 9',8",..) cos q (x - 0) 003g’ (y— 8')..d9dg00'0g' .. 2 
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unter der Bedingung, daß die beftimmten Integrale in Bezug 


auf 9, ©, ©", ».. zwifchen willführlichen, die Integrale in 
Bezug auf q, Q, Qy ++. dagegen ſaͤmmtlich zwiſchen den Grän- 
zen — a und + õ zu nehmen find, und daß die Werthe von 
X, y, 2, ».. ſaͤmmtlich zwifchen den Graͤnzen zu nehmen find, 
zwifchen welchen die entfprechenden Integrale in Bezug auf ©, 

', @, ... genommen werden, indem im entgegengefeßten Falle 
das integral verſchwinden wuͤrde. Diefen überaus, merkwuͤrdi⸗ 
digen und wichtigen Sag verdanft man ebenfalls dem beruͤhm⸗ 
ten Fourier (a. a, D. p- 53%). Indeß fe m. auch Caudy 
in feinen Exercices de Math. 18”® Livraison. p. 157., und 
einen zum Theil Hierher gehörenden Aufjas von J. D. ©. 
Sacobi in Crelles Journal. B IL S.1. _ 

Bewegung. Ueber motus reptionis oder reptorius, mo⸗ 

tus evolutionis, motus tractionis f. Joh. Bern. Opp. T. I 
pp- 408. 415. — 


Binomial- Coefficienten. Euler (Acta Petrop. 1781. 
P.L i 89.) bezeichnet den xten Coefficienten der ten Potenz 


durd) J—, Thibaut (Grundriß der allgemeinen Arithmetik. 


Goͤtt. 1809, ©. 44.) durch BB, Rothe (Theorie der com- 
binatorischen Integrale. Nürnberg. 1820. S. 44.) durch ax. . 
Der letztern Bezeichnung iſt man namentlich in neuerer Zeit 
häufig gefolgt. ' | 


Ueber den Thl. I. ©. 321. Nr. VII. beiviefenen wichtigen 
Satz ee man den Artikel binomifcher Lehrſatz (10.) 
i. d. 3. 


Den Satz, daß jeder Binomial - Eoefficient eines ganzen 
Erponenten eine ganze Zahl iſt, welcher leicht aus dem im Ar— 
tifel Verſetzungen (5.) bewieſenen allgemeinen arithmetifchen 
Satze folgt, hat Gioachino Peſſuti fehr weitläufig in den 
Memorie di Matematica della Societa Italiana, T. XL 
Modena. 1804. p. 446. beiviefen. 


Euler de insignibus proprietatibus unciarum binomii 
ad uncias ee polynomiorum. extensis. Acta Petrop. 


1781. P. I. p. 76. 


Binomifcher Lehrſatz. 1. Die Beweiſe des allgemeinen 
Binomial-Theorems werden entiveder, wie der Thl. I. ©, 330, 
gegebene Beweis, durch bloße Multiplication der Reihen zur 
Stande gebracht, oder fie beruhen auf der. Methode der unbe- 
ſtimmten Goefficienten, wie Thl. V. ©. 496., oder bedienen ſich 
der Differentialrechnung, wie Thl. V. ©. 18., oder fie nehmen, 
wie der von Erelde in feinem Journal (B. IV. ©, 305.) ge- 


” 
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gebene ſchoͤne Beweis, die Differenzenrechuung zu Hülfe Die 
neuern Mathematifer, und unter. ihnen vorzüglih Cauchy, 
haben das Verdienft, bei allen Summirungen von Reihen, die 
Convergenz und Divergenz derfelben genauer und allgemeiner, als 
früher, beruͤckſichtigt zu haben, weil allerdings nur bei einer 
convergirenden Reihe von einer eigentlichen Summe die Rede feyn 
kann, worüber der Artikel Convergenz der Reihen nachzuſehen ift. 
Dhne uns hier auf diefen Artifel unwittelbar zu beziehen, wollen 
wir jetzt einige der dort mitgetheilten Säge, ihrer Wichtigkeit 
wegen, noch auf eine andere Urt beweifen, und dann von den— 
felben eine Anwendung auf das Binomial»Theorem machen. 
2. Eine Reihe | 
© Loy bis bay tan bay bsy · 5 
deren Glieder wir zundchft ſaͤmmtlich als reell annehmen wollen, 
convergirt, wenn die Summe | 
set, +t, +t. +; +... + tası , 
für wachfende n, fid) immer mehr und mehr einer gewiflen 
Graͤnze s nähert, und derfelben, wenn man nur n groß genug 
annimmt, beliebig nahe gebracht werden fann, oder, was daffelbe 
iſt, wenn die Differenz 
Sn--ın — Sn = tn m tn-+ı 4 tn-+2 4 + tn--m—1 f) 
für jedes beftimmte m und für wachſendeen, ſich der Null immer 
mehr und mehr nähert, und derfelben, wenn man nur n groß 
genug annimmt, beliebig nahe gebracht werden fann. Im ent— 
gegengefeßten Falle diver girt die Reihe. Die Gränze s heißt 
die Summe der’ entfprecdyenden convergirenden Reihe. Eine dis 
vergivende Reihe hat feine Summe im eigentlichen Sinne, 


3. Wenn die Glieder der Reihe 
j to, t,, 5 t, , t,, t5 > ..... 
ſaͤmmtlich pofitiv find, und der Quotient 
tn+1 
ſich, wenn n wächlt, fortwährend und bis zu jedem beliebigen 
Grade, einer gewiffen Graͤnze L nähert; fo iſt die in Rede 
— — convergent oder divergent, jenachdem L oder 
> iſt. | 
ß Sey zuerſt L<L Man nehme eine Größe T fo an, 


Le T1i2i | 
iſt; fo wird es nach der Vorausſetzung offenbar immer einen 
Werth von mn geben, für welchen, und uber welchen hinaus, 


iſt. Diefer Werth von n fey n felbft; fo ift alfo 


. 
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takt < Tin | 


tn+2 < Tin+i 
ta+3 < Tiur2 


tn+m-ı << Tin+m-2 > 
woraus ſogleich erhalten wird: 
tn+ı < Tin 
tn+2.< T?ta 
tn+3 < T’tn 


tn--m— < Ta-i1t, . 
Folglich 
snm—-sn 14747Ta4Ta . + Tun-i Ita 


1 - Ta». t 
Sn-Fn — Sn < IT" Sn--m — Sn < — 


wobei zu bemerken, daß T <1, alſo um ſo mehr auch Tr <1 
ift. Denken wir ung jest n als conſtant; fo ift nad) dem Vor⸗ 
bergehenden - 

tn-tx < T#tn , 


woraus fih, da T <1 ift, ſogleich ergiebt, daß, für wach— 
fende x, tn der Null beliebig nahe gebracht werden kann. 
Alfo kann offenbar aud) tn, für wachfende n, der Null beliebig 
nahe gebracht werden. Da man nun augenföheinlih T als con- 
ftant betrachten kann, fo erhellet aus dem Dbigen, daß auch, 
. wenn n wählt, die Differeng 
-Snın — Sn; 
für jedes m, der Null beliebig nahe gebracht werden kann, und 
daß folglic) die gegebene Neihe convergent iſt. 
ft ferner L > 1, fo nehme man T fo an, daß 
L>T>i; 
dann läßt fih nach der Vorausfegung n immer fo annehmen, 


daß | 
ta41 > Tin 


tn.+2 > Tin+i 
tn > Tin+2 
tn-Hm—1 > Tin+n-2 , 
oder, tie leicht erhellet: 
tn+ı > Tin 
tn+2 > T” tn 
ta42 > T? tn 
tnpm—ı.> Ta-it,, 
d. i. | 
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tn — ss > 1U+T+T FT +...% Tai, 
Ta—1 
Sn--m — 5n > T_—1 tn 





it. Weil aber T > 1 ift, fo kann man offenbar m immer fo 
annehmen, dag T= — 1 > 1, alfo | 
Sn--m — Sn > ZT 

ift. Nach dem Vorhergehenden ift 

tn-+« 7Tæta; 
alfo Fann, weil T> Lift, tny., wenn * waͤchſt, über alle 
Gränzen wachen, welches alfo auch von t„ gilt, wenn n wächlt. 
Demnach fann alfo auch, weil man T als conftant betrachten 
kann, die Differenz i 

‚Sn-m — Sn 5 
wenn nm waͤchſt, über alle Gränzen wachſen, fo daß alfo dieſe 
Differenz nicht für alle m, wenn n wächft, der Null beliebig 
nahe gebracht werden fan, und die gegebene Reihe folglich 
divergent ift (2). 

4, Der vorhergehende Sab gilt auch, wenn. nicht alle 
Glieder der Reihe 
j 17) t,, t,,t,, LEERE , \ 
pofitio find, und der numerifche Werth von 
tn--1 
| 2’ Ze 
für. wachfende n, ſich einer gewiſſen Gränge nähert, die wir 
wieder durdy L bezeichnen wollen, | - 
Die numerifchen Werthe der Glieder der obigen Reihe 

feyen refpective 


Auch fey 
On+n — On=en + en + On}? + see $ Onkmei; 
fo ift flar, daß der numerifche Werth von Eu 


Snk-in — Sn 


Ro» Pı9 225 039 DREIER 


nie größer ale De 
On--ın — On j 
ift. Sf nun L< 1, fo ift die Reihe 
Co» E19 E25» 0393 Qay. ++» 
convergent (3.), und es kann alfo. 
On--Fn — Ony 
für wachſende n und jedes m, alfo.um fo.mehr, unter derfelben 
Bedingung, auch der numerifche Werth von 


Sn-m — 8 


Binomifcher Lehrfaß. 287 
der Null beliebig nahe gebracht werden, fo baf alfo die Reihe 


— t,, tb, t; ; LZEIEEIE 
convergirt, 


tL>1, fo wird man offenbar n groß genug anneh⸗ 
men —— daß | 


ent — 4, ent —4, ent 4, ach. 
„em Ent en en· 2 
d. i. 
* en41 > En | 
On+? > On+i “iR 
En-+3 > eEn-+2 
En > On+3 


it. Man wird alfo immer n groß genug annehmen Finnen, daß, 
für wachfende D, On fid) der Null nicht nähert. Es ift aber 


On-+i — On = On». = 
Alfo wird man n groß genug annehmen koͤnnen, daß, für wach—⸗ 
fende n, die Differenz 
On41 — On 


ſich der Null nicht nähert, Dem abfoluten Werthe nad) ift aber 
SneHi — Sn = On+i — On, 
und man wird alfo n groß genug annehmen können, daß, für . 
wachfende n, die Differenz 
Snti — 
der Null ſich nicht nähert, fo ba fr alfo immer einen Werth 
von m giebt, für welchen, wenn n waͤchſt, die Differenz 
sn·n — 5n 
ſich der Null nicht naͤhert, woraus die Divergenz der gegebenen 
Reihe folgt. 
5. Wenn | 
to > t, > t,,t;, ta⸗ ......, 
Uo; Un U. U, 5 Ugy erıo 3 
convergirende Reihen mit poſitiven Gliedern, und deren PER 
s und 8 (2.) find; : ſo iſt auch immer die Reihe 
to Us 
t, u, + t, Uo 
uw +rt,u +t,%, 
to u, rt, ww rt,u +t,1% 
u + tw +, + 
u. ſ. f. | u. ſ. f 
convergent, und ihre Summe = ss. 
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Man fege, wie gewöhnlich, 
= tt, Fit, Pt, + eos + insı ; 
H"=wtuy+tw, ++... .+ Uni. 
Die einzelnen Glieder der obigen Reihe, deren Convergenz bewie⸗ 
fen werden foll, bezeichne man durch 
To, T,, Ta, Ta, Tas ein. ‚ 
und feße | 
ST *T, * T, +7 rec 4 Tas 
fo erhellet leiht, daß man die einzelnen Glieder der Summe 
Sanrı auf folgende Art ordnen kann: 
tw Fu Fu, Fu +..+ U) 
ed .+ un) 
sam neu. KR 
nt ... + Un) 
+ En +. u rw+u + ..+ m) 
+ t, un | 
+ (to + t, um 
+ (to + ti + 12) um-2 
+ (to +t, ++ — 
+ + + a + te +... + tner)unı 
ji U, ton 
+(w+r u, )ten-ı F 
+ (u, + u, + u,)tan-2 
H (u ru ru ru ‚ I tan-3 
ui +(u,+u+rw,+uw,+..+ Un—t ini , 
.k% | 
S2n-+i = $Sn-+ti s nuii + 8, Urn + 8, Un-t + ... + Sn Un-Hi 
+ s, tzn + 5’, t2n—ı +... + S’ntn-ı , 
welches wir der Kuͤrze wegen durch 
Sn = Sn+H18®’n+ı FU + U’ 
bezeichnen wollen. Es ift aber offenbar 
U< 5 (u2n + um-t +... + Unti) 
U’ < s’n(tzn + tzn-1 + eo. + tn-pi ) 3 
5 . U < Sn (sn — !’n-+) 


U’ < s’n(S2n+H — Sn+1) » 
Solglich, weil Ä 


it: 
Sän-+t — Sn+t8'n+i < Sn (Sant = Hart) + S’n (Sant — Snchi) » 


Sant — SnfiS’npı = U+ U 


* 
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Laͤßt man nun n wachen, fo nähern nad) ber: VBoranöfeging Sn 
und 3 ſich reſpective den beſtimmten — Ss: und 8, — 
nähern. ſich die Differenzen | 
s2n 41 — Sucht; Sant — $” era 
beide der Gräne Rull,. Sotglich nähert, für wachfende, NY : 6 
die Differenz j 2 
\ —8 — sn· i Sn- i 
ſich der Graͤnze Null, Das Product Snyı S'nyı nähert Pr ch aber 
der Gränze * ‚, und. e8 muß alſo auch, für wachſende n, Santg 
ſich der Graͤnze ss nähern, welches alfo natürlich" audy von 8, 
gilt. — iſt unſere obige Reihe — und ihre Summe 
ss =» 
6. De vorhergehende Sat gilt auch wenn die Reiben, 
to ht ta⸗ ta⸗*3 
Boy Ups Uyp Up U u... 3 

negative Glieder enthalten,, vorausgefeßf, daß diefe Reihen con⸗ 
vergent bleiben, wenn man ſaͤmmtliche Glieder auf ihre nume— 
riſchen Werthe bringt. 

Die numeriſchen Ba der Glieder der“ boilgen Reihen 
ſeyen reſpective 

00» e > 025 6 4» ..... 5 
53— — Van dan Pas dan stand, * 
0 fi nd — der — ae biefe seven Weihen conver⸗ 
gent. Man ſetze 
On ν en: — u Lion. —E LT 


Bahr een + en-1; 
und bezeichne die Summe dern “erfien Glieder der Reihe 


@o e’ 0 a x 
endete do. en: ET 
BIETE TN A 

go es + Qı ea +Q2:0ı bes eo. 
Bo da tg es +02 02 Fr 0 dı + ei do 
u. ſ. f. u. ſ. f. 
durch 3 3,5 fo fann' ‚ für wachfende n, die Differenz. 
2Û — Omi On 
der Null beliebig nahe gebracht werden. Es iſt aber klar, daß 
der numeriſche Werth. von, ee ' 
Sayrı — Sıhiönti == 

nie obige Differenz uͤberſteigt. Daher kann, fuͤr wachſende n, 

a 

us "S2n-+i — Sn-+i S’n-H j 

der. Null bellebig nahe gebracht werden, woraus, ganz wie in 

(5.), der zu beweiſende Satz folgt. 

Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. J. 
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7. Sey jest | 
: Bgy RA, Xp a,- x, A,R?, B4X®, oo. 
— nach den poſitiven ganzen Potenzen von x fortfehreitende 
eihe. 


Der numeriſche Werth von an ſey an, fo wie S der nume⸗ 
eifche Werth von x. Wenn, für wachfende n, der Duotient 


== 


16 der Graͤnze L nähert; fo "nähert 
npiiet _ and 

En an — an —“ 
ſich der Graͤnze LS, Die gegebene Reihe iſt convergent oder di⸗ 
vergent, jenachden 

L$ < 1 ober LE >1 
it (4.), d. i. u | 

E< * oder E> + 


— Naͤhert ſi ſich ale, * wachſende n, der numeriſche Werth 


Ani 
— — 
einer gewiſſen Grame L, und kann derſelben — nahe ge⸗ 
bracht werden, fo iſt die Rihe 
Ag, A,X, 8,X2, 2,x°, a,x, a 
sonvergent. oder: divergent, jenachdem x sreifchen den Sehen 


1 | 
Ke-pWxi=+47 


enthalten ift, oder nich, 
8. Aus (6.) ergiebt ſich augenbliclic folgender Ss: 
Wenn die Reihen 
Be, a, x, a- xꝰ, a, xꝰ, a,xt, — = 
Bo, b,2, 6.22, bh, but, ren 
convergent find, nnd die numerifchen Werthe ihrer Glieder gleiche 
falls convergivende Reihen bilden, fo iſt auch 
| a, bo 
+la,b, Fa, bix j 
+ la, b, + a,b, + a, b,}x? 
+iab, +a, b, + a,b, + a, b,!x® 
+la,b,Fa,b, +a,b. a,b, a,b * 


eine convergirende Reihe. Die Summe dieſer Reihe it ==, 
wenn s und s die Summe der beiden gegebenen. Reihen find. 
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9. Eine Reihe mit einer beſtimmten endlichen Anzahl von 
Gliedern kann immer als eine Reihe mit einer unendlichen An— 
zahl von Gliedern betrachtet werden, deren Glieder, von irgend 
einem gewiſſen Gliede an, ſaͤmmtlich verſchwinden. Fuͤr eine 
ſolche Reihe kann alſo immer n fo groß angenommen werden, 
daß, fuͤr jedes m, 2 . 
Sn-»ın * Sn = 19) 
ift, fo daß folglich eine Neihe dieſer Art immer ale convergent zu 
betrachten it. Demnach gelten die in (5.), (6.) und (8.) ‚bes 
wiefenen Säge aud) dann noch, wenn. eine der beiden gegebenen 
Reihen, oder beide, eine endliche Anzahl von Gliedern hat, da 
es für ſich klar ift, daß eine folche Reihe auch dann noch jeder- 
jeit convergent bleibt, wenn man für jedes. Glied feinen nume— 
rifchen Werth ſetzt. — 
10. Bezeichnen wir jetzt die Binomial-Coefficienten fuͤr 
den Exponenten & nad) der Reihe durch 
eB, aB, B, aB, EB. „. 
fo findet für jedes @ und Y die folgende merkwürdige Relation 
Statt: — | 
n n n—1 1. n=?2 2 1in— KH en 
HB = 4 eBYB+ eBYB+.. + eB’B+YB.' 
Um diefe Relation allgemein zu bereifen, bezeichne man die 
Reihe auf der rechten Seite des Gleichheitszeiheng durch) pn 
Da nun Ä n | 
— —— 


a+1 — n— 
ee a IR 
art ri 

a—n+?, y—?2 











ift; fo iſt 














eaefy—n __ DB o—n". ,: U A 
a De u re SE EEE 2 
n-iu,—n-+1 1 ‚ai 1 y—1 
*— re me — 
724 —-æ 42 n—2 y—?2 
RT IE RBTTT 
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+ 


n41 
eB + 


— 
—f 
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ni 2 


«BYB + BIB +... + Br .z 


ale hat ı man ‚die Xelation: 


g(n+1) = en 


Aber 


aiſo 


y(1)= 


ren 
a+1 


u 


eier, — Are 





p(2) == 1 — 


(3) * 


049) * 
u. ſ. f 
(e+yv)(e + y1). etry ern 


d. i. 
(1) 





1 
—F— 





ahry—1.o.+y—?2 a+y-—3 
GE Wo 3° 4 
u ff 


n 
1.23.93 = +IB, 


welches die zu beweiſende Summe war, 


11, 


fo)=14 «Bx + aBx? + eBx2 — 


ſo iſt nach (7.) 


Sey Bun 


ve oBxn + 
e(@—1) an 








=1, J 
+24 er 1. — 
n441 n g— 
en — eB, Ani = “«B = ñ. —— 


Alſo 
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nn 1 + : 
An-ı a—n. — 
— — — — 


Demnach nähert ſich, wenn n waͤchſt, der numeriſche Werth 
dieſes Quotienten fortwaͤhrend der Graͤnze 1, und kann derſelben 
beliebig nahe gebracht werden. Folglich iſt die obige Reihe cou— 
vergent oder divergent, jenachdem x zwiſchen den Graͤnzen 
| sm —1,x-4+1 

enthalten ift, oder nicht (7.). | 

Sey nun x zivifchen diefen Gränzen enthalten, und_$, 
welches alfo < 1 if, fey der numerifhe Werth von x. Der 
numerifche Werth von | J 


an·i xni An--i 
An xU an 


nähert ſich, für wachſende n, offenbar der Gränze 5, welche im 
vorliegenden Sale < 1 iſt. Daher bilden, wenn x zivifchen 
den Graͤnzen | u. | 
x = 1; x= + 1 j 

enthalten ift, die numerifchen Werthe der Glieder unferer Meihe 
auch noch eine convergirende Neihe (3.). Auf die durd fa) 
bezeichnete Reihe, und jede ihr ähnliche, it alfo der in (8.) be= - 
wiefene Saß anwendbar, wenn nur x zwiſchen den obigen Grän- 
zen enthalten ift. 

412, Unter der Vorausfeßung, daß x zwiſchen den Gränzen 

xs=—1,x=+1 | 
enthalten ift, find die Reihen 
1 + eBx p eBrr peBrs po... dh al hu. , 
1+ YBx + YBx: + YBx3 +... + YBxn +... 
beide convergent, fo daß alfo auch jede eine Summe im eigent⸗ 
lichen Sinne bat (2.), welche wir, wie in (11.), reſpective 
durch fa) und fly) bezeichnen wollen. Auch if auf dieje 
Reihen der in (8.) beiviefene Sat anwendbar (11.). Bildet 
man alfo, wie in (8.), aus den beiden obigen, Neihen eine 
neue Reihe; fo findet man als allgemeines Glied diefer Reihe: 
OT peB + BTB + u... + @B FB + 7Bju, 
d. i. nach (10.): 
a-+YBxu , 

fo daB alfo diefe Neihe Die Reihe | 

1+ a-+/Bx + a-+/Bx2 + ap Bx3 + ..+ a+yBan + oo. 
it. Nach (8.) ift diefe Reihe convergent, und hat folglich eine 
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wirffihe Summe, welche, der Analogie nah, durch f(a4+-Yy) 
bezeichnet werden muß. Auch iſt nad) (8.) 

f(a+y) = fe).fy)» 


wobei aber immer vorausgefeßt wird, daß x zivifchen den 
Gränzen 
x=— — 1, — +1 
enthalten ift. | 
13. Sey jeßt‘ zuerft @ eine pofitive ganze Zahl; fo if, 
wie leicht erhellet, 
a 04 a4 ars 


| BB 4B B ..—=0,. 
Alſo iſt in dieſem Falle fuͤr jedes x: 
k(4) —=1+ aBx + abx? + aBx3 + ..+ eBxo-1 + oßxa r 
Multiplicirt man auf beiden Seiten mit 14Xx; fo wird 
1 
f(o). 1x) —2 14114 Bix 
+ 1eB + eBje 
+ {«B + aBjx? 
an 
+teB+ «Bi. 
, + aBxa-ri 
d. i., wie leicht erhellet: | 
f(o).(1+x)=1+ a-+Bx + a+iBg? + n⸗ +... 
| „u. dh arBxe —— 
oder 
| f(a). 1+x)=f(a+l). 
Da nun offenbar 
u fti)=1+x 
iſt; fo iſt 
fli)=1+x 
f(2)=(1+x)(1+x) = (1+x)? 
$(3) = (14x)? (1+x) = (1+x)? 
f(4) = (IF) (1+x)= (14x) 


.». 8 0 08 8 oe. 0 


f(a)=(1+x). 
14, Iſt nun wieder @ eine pofitive ganze Zahl, und 
y= — a; fo ift, wenn x zwiſchen den Gränzen | 
x — 1,xo +1 


enthalten ift, nad) ( 12,) 
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' I flo). I(—o)=f(a—o)=Ff(0). 
Aber offenbar | | 


Alſo ı. F(0)=1. 

Ko)it(—a) =, Kos; | 

d. i. nach (13. ), da a u pofitive ganze Zahl ift: 
f-o)= == (1x), 


—— 
15. Die in (12.) bewieſene Relation läßt ſich leicht noch 


allgemeiner machen. Es iſt naͤmlich ‚ wenn x zwiſchen den 
Graͤnzen 


=—1, ı=H+ 1 
enthalten ift: 


f(a).E(£) = flo+P) 
f(a).£(B).Ey) = fle+p).i(y) = fle+f+r) 
f(a).f($).f(y). en fd)=flerf+y+9) 
u. ſ. f. uf f. 
Alſo allgemein: | I 
Fe)-EB)-Er).tlO) .. =ilerhtrhiten). 
- Seßen wir | 
a=ß= y—= 3 — ge ——— 
und die Anzahl dieſer Größen = n; fo folgt aus obiger Glei- 
hung augenblicklich: Ä 
(flo) = f(ne) . 
16. Sey nun > ein Bruch, wo a pofitiv oder negativ 


feyn, y aber immer als pofitiv angenommen werden kann; ſo 
iſt, immer unter der Vorausſetzung, daß x zwiſchen den Graͤnzen 
x — 1I,xo+1 


enthalten ift, nach (15.), da y eine pofitive ganze Zahl if: 


kA) =1(2)= 80. 
Aber nad) (13, ) und (14): 
fe)=(Irx)%. 
Alſo 


———— 
woraus ſogleich erhalten wird: 

(2) — | 
17. Iſt alfo x zwifchen den Graͤuzen 


x=— j, xt a 


enthalten; fo ift nach (13.),.(14.) und (16.) für jedes « 
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Ke)mlita); 
d. > 
1 2 3; u 

(t+x)e =1+ eB+ aBx? + aBx? +... 4 Bra hose. 5 

oder, um zugleich die Gränzen an udeuten, zwiſchen welchen x 

enthalten feyn muß, wenn dieſe leihung arithmetifh richtig 

ſeyn ſolll RE; “ 
e(2@—1) 


ı@& 
(1+x) = 1+ 7* 4 — 7 ar] 


nach einer Bezeichnung, deren ſich zuerfl Eauchy: bedient hat. 
& kann jeden, nur reellen, Werth haben Auch iſt x als reell 
angenommen worden. 

18. Die Summe der n erften Glieder der imaginaͤren Reihe 
gem to 1-1 
, =p + — 
t p2 tg 1-1 
t,=Pp +9 ri 
— u. ſ. fr u, ſe f. 
yes | 

Sn 5 Po + Pı +P2 + Ps + +. + Pomt 

. + tu rterg% * pri, 
welches wir der Kürze wegen durch J 
nam on Y—1 

bezeichnen wollen, Nähern ſich nun 5, und on, wenn m waͤchſt, 
fortwaͤhrend den Graͤnzen s und 0; ſo nähert, wenn n waͤchſt, 
S, fi) der Gränze Ä 


s=—1 | 
xa +1} ’ 


r 


s=-s+torf—1, ‘ 

und die gegebene imagindre Reihe iſt conpergent. Naͤhert ſich 
aber, wenn n waͤchſt, eine der beiden Größen sn und on, ober 
beide, feiner beſtimmten Graͤnze z fo wird auch Su, für wach— 
fende n, fich feiner beftimmten Gränze nähern, und die gegebene 
imaginaͤre Reihe folglich divergent ſeyn. Hieraus folgt alſo, daß 
jede imaginaͤre Reihe | 
Pot % r-—i | 
pi 4. ri 

et toi 

Ps +9; Yr—i 


convergent ift, wenn die Neihen 


Po» Pı» Pa» P3 >» Pas Ps» ...3 
Go» 4. 2 J25 Iar ga > 45 ; 22* 
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beide convergent find; im entgegengefeßten Salfe iſt die in Rede 
ſtehende imaginäre Reihe divergent. . 


19. Multiplicirt man die iitagindsen Größen 
089 + sinoY —1, ecos + sine Y—1 


in einander; fo. findet man, nach elementaren trigonometriſchen 
Principien, das Product = 


oos (04 6 + sin(0 -4 )— . 
Hieraus ſchließt man ferner leicht, daß das Product der Groͤßen 
eos 0 4 sin | 
cs® +sneY_-1 
cos” + sine" AA 
cos 8” + sin ©” r-?r 
= c0s{9+0°+9”0" +...) + sin(0+@+6”+0” + ...)Y 1 
iſt. Iſt alfon eine beliebige poſitive ganze Zahl; ſo iſt 
(cos + sin eY-—1) = cosnd + sinneY—i 2 
Ferner iſt nach dem Obigen 
|cosn® + sinn® Y-1}{eos(—n®) + sin or 
= cos (n9—n6) + sin (n9—ne)Y—1= 14; 
alfo, wenn n eine pofitive ganze Zahl ift; 
1 
a LE = — —— = 
1 


Zn u (6058 inoY_ı)n. 
men) ( .. ) 


Iſt — ein Bruch, deſſen Nenner poſitiv iſt, der Zähler aber 
yofitiv oder negativ ki kann; fo.ift nad) dem Vorhergehenden ; 
(cos —op+ sin—gp. ri)" = ern 
= (cosp + sinp—1) ; 
alfo 
| cos p+ sin—p, Y=—1=(cogp + ar Znn, 


fo daß folglich für jedes n; | 
it (cosp + sinyY—1)r = cosnp 4 —— i 
iſt. 


Jede imaginaͤre Groͤße a 4bT laͤßt ſich auf die Form 
e(cos® + sinOl — i) 


bringen, wo @ immer pofitio if, und der. Nodulus genannt 
wird. Ans der Gleihung 
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Zu a+by-—1 = g(00@ + sinoY—1) 
folgt naͤmlich: | 
gcsd ma,einO—mb; 

e?’(cos@? + sin@?) = og? = a? + b?; 


e = Ya?+b?, cos = FR ine=. 


Hierdurch find: E und © völlig beſtimmt. Aus dem DVorherge- 
henden folgt: 


(eVXDA = er(con8+ sinneY 1). 


20. Noch fügen wir, bevor wir zu weitern Betrachtungen 
über die imaginären Neihen übergehen, folgende Bemerkungen über 
: die reellen Reiben bei. 

Aus jeder convergenten Reihe mit lauter pofitiven Gliedern: 

: Lo» t,, t,, tt, t, » .... 

erhält man immer auch eine convergente Neihe, wenn man 
einige Glieder der gegebenen Reihe, in willführlicher Anzahl, 
negativ nimmt, ohne den abfoluten Werth verfelben zu ändern, 
Iſt naͤmlich sn die Summe der n erften Glieder der gegebenen 
Reihe mit lauter pofitiven Gliedern, 8, die Summe der’n 
erften Glieder der ans diefer Reihe, indem man einige Glieder 
‚ negativ nimmt, hervorgehenden Reihe; fo ift Elar, daß, rückficht- 
lich des numerifchen Werths, die Differenz 
8 n.Pın — Sn l 
nie größer als die Differenz 

En , Snekn = En | 
if. Diefe Differenz fann aber, wenn n waͤchſt, der Null be- 
liebig nahe gebradyt werden, welches alfo um fo mehr auch von 
der Differenz 


gilt. 


s nAm — 5a 


Multiplicirt man die Glieder einer convergenten Reihe mit 
lauter poſitiven Gliedern mit poſitiven Groͤßen, deren keine die 
Einheit uͤberſteigt; fo iſt die auf dieſe Weiſe entſtehende Reihe cben- 
falls convergent, wie ſehr leicht durch ganz aͤhnliche Schluͤſſe, wie 
vorher, bewieſen werden kann. Da nun dieſe Reihe auch con— 
vergent bleibt, wenn man einige Glieder, in willkuͤhrlicher An— 
zahl, negativ nimmt; ſo iſt klar, daß man ſtets eine conver— 
girende Reihe erhält, wenn man alle Glieder einer convergirenu—⸗ 
‚ den Reihe mit pofitiven Gliedern mit beliebigen, pofitiven oder 
negativen, Größen multipliciee, wenn nur der numeriſche Werth 
feiner diefer Größen die Einheit überfteigt. 

Penn 
tos t,5 bay tz ta seen 
Uo» U, Un; U5; Ug y ee. 
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———— Reihen, und s, s deren Summen find; fo iſt auch 
ttuw; tt, Fu, t, tu,, 1, Fu,, 10. 


V— 
eine convergirende Reihe, und die Summe diefer Reihe = a +8), 
Die Summen der m erſten Glieder der beiden erften Reihen 
feyen Sn, Sn; fo it ats die Summe der n erften Gliedern 
der dritten Reihe. Da nun, wenn n waͤchſt, Sn und Sn fi) 
fortwährend den Graͤnzen s ‚und s nähern; fo nähert fih, für 
wachfende n, offenbar 5. + S„ immer mehr und mehr der Ördnze 
s+s', und kaun derfelben, eben fo wie s, und Sn ihren Gräns 
en, beliebig nahe gebracht werden, Alſo iſt die in Rede ftehende 
eihe convergent, und ihre Summe = sts (2.). 
21. Wenn 
cz Bas Eugıkyy bay bay oem 
Uoy Up Uz; Uy, Ugy vonnee | 
zwei convergirende imagindre Reihen, und deren Summen S und 8 
find; fo ift immer auch 
t, u, 
tu, +, W 
wu. ++, u +rb%W 
vu, tw, +t u+t u⸗ꝙ 
vu tw rw ru, Hu 4m 
uff u. ſ. ſ. 
eine convergirende Reihe, deren Summe — SS ift, wenn nur 
auch die Moduli der einzelnen Glieder der beiden gegebenen Rei— 
ben convergirende Reihen bilden. 
Man fege (19.) 
tn = En (cos On + sin Ari > Un=e'n (cos On + sin Act 
fo fi nd nach der Vorausſetzung 


Bo» Rus Oz» Ran Qas Os» ... 3 
IR SER LTE TE an Q'sy ee 
convergirende Reihen mit lauter pofitiven Gliedern. Folglich ſind 


auch 
2} c089,; 0,c0s®,, eg, c00 8, ; 03 cos @,, “oo 


e,sin®,, e,8sin®,, ea sin O-, 0,8in O,, +.» 
ge’, 005 &',, e',c08 9, ,.0', cos &,, €’, 008 @'yy auee 5 
e’, sin 9,, €, sin ©, , e,sin &,, Qz8in@',, .ı.. 
convergivende Reihen (20.), deren Summen wir refpective durch 
8, 0, 8, 0° bezeichnen wollen. Auch bleiben nach (20,) diefe 
Neihen offenbar convergent, wenn man für jedes Glied feinen 
numerifchen Werth fest. Alfo find nad) (6. ) auch 
, 8000005 9, c08 ©, 
E00’, eos 8,c0os &, + g,0',C05 ©, eds 


— 006 8,00: 0, + 010,008 6, cos®, + 1.6.00 0,000, 
u o - u. f. 


“. no 
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+09 0, 5in Q,sin &, 
Co Sin 9,8in ©’, + 2, ,5in®, sin @', 
000 ,5in @,sin ©, + e, e',sin &, sin @', + 02 0',5in ©, sin &', 
u. ſ. f. u fr f. 
000,008 ©, sin 8, 
% eg’, cos @,sin ©, + e,0',005 9, sin, 
e002005 8,8sin @, F e,g',c0s@,5in®, + 0,0, 608 Q,sin 8, 
u. ſ. f. u. ſ. ſ. | 
000‘, sin 9, cos ©, 
ee, sin@,cos@', + 0,0,sin ®, cos &, 
e00,5in®, — + e,0,5in®,cos®', + 2,0’, sin ©, cos ©, 
uff | oo mnff- 
| convergirende Reihen, deren Summen reſpective ss, 00°, Sc‘, 


os find, DBezeichnet man nun die Glieder der obigen Reihen 
refpective durch 


To, Ti Tı, T;; Far 1, oo. 
U,, U,, U,, 0,, U, U, o. 
To Tı, Tz, T:, Var Tiss oreen 5 
V,,07,0,, 07,,U,, Uſ's, ...3 


n4 

’ 
. 
’ 


fo find auch 
To — U; — — U, T — V,, T, — U, cn; 
T,+V,, T,ı+ U, T. +U,,T, +U,, — | 
convergirende Neihen, deren Summen ss’ — 00°, so’ 4 05 
find (20,). Alſo ift auch 
TR—-U,+(T, + v,)r—i a 
T; — U, + (T, + U), yY—T | 
T,-U,+(T, + V,)7-T 
T. —-U,+(T,+U,)7-1 
u. ſ. f. u. ſ. f.⸗ 
eine eonvergirende Reihe, und 
ss — 00 + (sd + os)Y—-1 
die Summe diefer Reihe (18.). Allgemein ift num 


tnlım = @ne'm(c0s On + sin GnY —T) (cos Gm + sin ur —i) 
en em cos On cos Om — ene'msin 9, sin O'ın 
+ {en e’m cos Onsin O’y + eno’msin On cos On) 1, 

woraus ſogleich erhellet, daß die Reihe 

to Uo. 

t, u, +t, u. 

t,u, +t, u rt, 

u; FT wHrtu + t, u, 

u. ſ. f. ER 
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— im Folzenden durch R) bezeichnet werben: Toll, mit der 
i 
D-U+M + v)rZi 
T-U+(T, + yr ZT 
T,—- U+(T, + v,)rZi 1 
T, —U, + (T; + v,)Y—-ri 
7% A A weh | 
einerlei iſt. Alſo ift die Reihe (MR) convergent, und ihre- Summe 
. mes’ — 00. 4 (50 + os)Y-1=rE. 
Nach dem Dbigen ift aber = 
| EEE, ger So, + YZT; 
ss — ss’ — 00 + (se + ai. 
Folglich SI, w. z. b. w. 
22, Um zu beurtheilen, ob bie en Reihe 
Po + go 
‚Pr + rar 2 
Pr+gY—ı 
| pP: + 7-1 
convergirt oder divergirt, bringe man diefelbe auf: die — m 
e0(c069, + sin8, —D zu 
e,(c0s@, + sin®,Y-1) 05 
e, (6059, + sin, Y’—1) 
— + sin e,r=7) 
Naͤhert nun, „ir wachfende n, dag Be 
— 


ſich einer beftimmten Gränge; 3 iſt die Reihe 
80» 819 925» 03 > Can ·222 
deren Glieder ſaͤmmtlich poſitiv find, convergent, wenn dieſe 
Graͤnze < 1 if (3.). Alſo find auch. die Reihen 
00 C05 ®,, 0,605 ©; , o- eos O-, Pz COS Qyy · ...; 
eo sin ®,, e, sin 9,,. 0, 5in 8,5, 9, 5in@,y .... 


eönvergent (20.); folglidy auch die gegebene Reihe (18.). 


Iſt aber die Gränze, welcher, fuͤr wachſende n, das Vers 
tniß 


e 
en 
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ſich nähert, > 15 fo wird ed, wenn wir diefe Graͤnze durch L 
bezeichnen, Immer ‚eine Größe T von folcher Befchaffenheit ge 
ben, daß BR: | 
L > 151 | 
ift, und n wird man immer groß genug annehmen fönnen, daß 


7 P1s en+ı > Ten ; 
n ”. 


gn-+? T a 
— ende > Tun 5 


BEST, AD Dante 


7 ſ. f. ni BD ſ. f. 
iſt. Hieraus ergiebt ſich J— 
en-ki > Ten 
en++2 > T?en 
en+3 > Ton 
en > Ten _ 
uch -. k E ’ 
Die. Potenzen von T wachfen, da T > 1 if, über alle 
Gränzen. Alſo waͤchſt aud) Ong, Mit x, d. i. On mit n, über 
alle Gränzen. Nun ift aber - Ä 
m =T(pn)’ + (qm), 
und kann folglich mit mn nicht über alle Graͤnzen wachſen, wenn 
nicht wenigfteng eine der Größen Pn, Gny,. rücfichtlic) ihres ab= 
foluten Werth, mit n über, alle Graͤnzen waͤchſt. In einem 
folhen Falle ift aber inmer eine der Neihen, deren allgemeine 
Glieder Pr gn find, divergent, ‘weil dann für eine folche Reihe 
die Differenz u 
“.  . Bn«kın = Sn .. 
fir m— 1, der Null nicht beliebig nahe gebracht werden kann, 
wenn n wächlt, da dies doch für jedes m Statt finden müßte, 
wenn die Neihe convergent feyn.follte (2.). Folglich ift aud) die 
imagindre Neihe divergent, wenn L > 1 ift (18.) 
23. Betrachten wir endlich noch die Neihe 
4,8 (0088, A sin, Y—1). 
2,x(c088, + sin®, Y—1).: 
a,x?2(c08 ©, + sin O. —1) 
a,x?(c0s@, + sin, Y—1) 


+ 


. numerifchen Werthe von An und x feyen a, und 5, Der 
ruch 


an-i. , 
en. ’ 
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nähere ſich, wenn n waͤchſt, der Graͤnze L; ſo naͤhert 
An+ı5mtl _ ana 5. 
and 1 an . 


ſich der Gränze LE. Segen wir nun eine ville rliche Folge 
der Vorzeichen annehmen , daß die Reihe h ch Fo g 


Ag, 8,%, a,x’ „ a; X, a,x°, 8,2%, . o... 
übereinftimmend fey mit der Reihe Ä 
an en 

Nach) (22,) ift die Reihe. | 

aofeos(m + 9) + sin(n 4 9, ri] 

a,ffeos(n-+@,) + EEE 

a,$?|cos 9, +sin ®, r—ıj 

a, &’| cos(n-+ 9, ) + sin (14 87-1; 

a,:?|6os®, + sine, Y—1] nn 

—— * — ri 


convergent oder bivergeht ‚ Jenachdem LE < 1, oder Lẽ > 1, 
d. i. jenachdem &< Er oder & >- iſt. Die — Rei 
— man aber leicht auf: 
— aqo (eos 9, + sind, —“ — 
0 8,$(0056, + in . 11). ,- | 
a,5°(cos@,,+ sin 9,11) 
— 0,$?(c0os®, + sin0,Y—-1) 
@,8*(c0s@, 4 sin®,Y—1) ... 
— eaA (cos — * sin 97-1) 5 
vi auf: 7°. | FJ 
Ph + in, r=1) 
8,xX(c0s®, er sin ®, TI | 
a, xꝰ (cos@, + sin@,f-—-1) 
a,x°(cos®, + sin®, YZ=7) 
u — — + sin@,Y—-1) 
fo daß alfo — dicfe Keibe convergent ober divergent ift, je= 
nachdem 5 < > , oder 5 > — d. i. jenachdem x zwiſchen den 
Graͤnzen 
ı=— = J s=+ 2 


enthalten ift, oder nicht. 


t 


\ 
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24, Wir wollen nun die Reihe 
1+ EN sineY_—ı) 
| + «br: (00520 + mern, 
+ aBx? (0530 + sin3eY'—1) 
4 eũx⸗ (00848 + sinaeY =) Ri \ | 


A id 
u N 
. . . . . * * [} [} “ x 


zu fummiren ſuchen. Aus (11.) und (23.) — ſich — 

daß dieſe Reihe convergirt oder divergirt, ass x zwiſchen 

den Graͤnzen F 
1, x1 


enthalten iſt, oder BE Auch, ift, klar, daß der Modulus des 
Gliedes 


.* 


(eos no 4 — 


der 5 Werth von ßx⸗ iſt, und daß folglich. R wie  fogleid) 
aus (3.) und (11.) erhelfet, unter derſelben Vorausſetzung in 
Bezug auf, die Graͤnzen von x, auch die Moduli..der: einzelnen 
Glieder obiger Neihe eine convergivende Neihe bilden, Daher if 
der in (21.) bewieſene Saß auf diefe Reihe und eine jede ihr 
aͤhnliche anwendbar. 


Setzen wir alſo fuͤr jedes zwiſchen den Sränzen 
zum — 1,x= * ı 
enthaltene x: 
6)14 — er—n) 
+ aBx? (cos 20 + sin 200 7 
4 aBx? (cos 304 — —— 
4 ax· (cos 40 sin49Y—1) 


fy)=1+ YBx (cos © + sineY—1) 
+ 7Bx? (00520 + sin20Y—1) _ 
di 7Bx? (cos 30 + in30 D J 
4 ös (eos 48 4 sinsoY ZT) | 


7 ergiebt fih aus (21, ), mit Andendun von (19) und 


e 
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KEN - Du | 
1 e3 J 4 röjx(0 6 + sine’ —1) 
+ 1b + eByB + Pie re + sin28Y 1) 


+ {<B + Ar + aBYB + — + sin3eY-1) 
> . 38h sc 0. oo « ‘ .oe 4 98 


=1+ a+YBx (cos © + sineY—1) 
+ a+/Bx? (00520 + sin29Y—1) 
+ #HrBx3 (cos 30 + sin3eY—1) 
4 enät*(en40 + sinsoaY—T). 


J 
d. i. fuͤr jedes x qwifchen den Graͤnzen 
so — 1,x= +1: 
. fla).t(y)=fle+r). 


beliebige — Groͤße; pol 
fo)=1+ aBx (cos © + sineY—-T) 
+ «x (00520 + sin2oY—1) 
4 x: (cos 30 4 — 


25. Seyhy zunaͤchſt @ eine pofiti tive ganze Zahl, und x eine 


+ eBxe(c0s «@ + in«.eY—1) 
Folglich, wenn man mit | | 
1 + x(cos@ + sin OTT ar \ 
multiplicirt, nad.(19.) 
f(e). rel 04 sin N 4 
+ (1 + B)x(c0s 0 + sneY—1) 
4 —E 4 B) x⸗ Bee), 


4 — 4 — ——— 
+ eBxeH(cosca-+1) @+ sin («-+1) ET) 
=1+4 ehön(oos 8 4 sin er-ı). 
+ eFiBx? (cos 26 * u, 


+ eFBxe(cosa@ + —— —1) 


+ efißxa+t( cos(e-+1) @ + sine +1) eY1), 
Supplem, zu Kluͤgels Wörterb, J. u 
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d. i. | nr 
I(a +1) = f(a).|14+x(c0s@+sin@Y -n)| .. Zu 
Weil nun 
f(1) = 1+x(cos®+ sin ©Y —1) 
ift; ‚fo ergiebt fi) hieraus, ganz wie in (13.), daß für jedes 
ganze pofitive @ i Er 
A (oe) = |1-+x(cos © + sin er—ij|« 
l zZ 
26, Iſt nun wieder @ eine pofitive ganze Zahl, und 
y=— a, x aber ziwifhen den Gränzen —1 und + 1 enthal- 
ten; fo folgt aus (24.): 
| fe)f)=f0)=1; 
alfo nad) (25.): 


f—e)= 75 =|1.+x(c0s® 4 sin er=i)|— : 


Aus der in (24.) bewieſenen Relation folgt leicht, ganz wie 
[fCe)|= = £(ne) : 


wenn n eine pofitive ganze Zahl iſt. Iſt nun — ein pofitiver oder 


negativer Bruch, wo @ poſitiv oder negativ feyn, y aber immer 
als pofitiv angenommen werden kann; fo iſt, immer unter der 
obigen Voraugfegung in Bezug auf die Gränzen von x: 


KOp= 69-0, 


1 i \ a 
a a . i — 7 
05) = [fte)|? = [t+x(e0s@ + nern]. 
Iſt alfo x zwifchen den Gränzen 
x=m= — 1,<x+1 
enthalten; fo ift immer | 
f(a) = [1 +x(cosz + sn eY—ij)|« . 
Seen wir jeßt 
| 1-+x(cos+ sin oY’—1) = e(cosp + sinpY—1) } 
fo wird - 
ecoop —=1-+xcos®, esinp = xsin®; 
e? = (14 x cos 0) + x? sin 0? 
—= 1+?2xcos® + x’, 
e = (1+2xcos® + x)? 5 


xsin © 1-+xcos9 xsind 


sinp = ;, cosp= ‚tnp= Ifxes6' 
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Da x Iwiſchen den Graͤnzen — 1 und + 1 enthalten iſt, fo 
it cos ꝙ offenbar immer pofitiv. Alfo wird den Gleichungen 
e cos ꝙ * 1+xcos®, esinp = xsin® 


durch den zwiſchen — 4.70 und + 377 liegenden age ꝙ ge⸗ 


nuͤgt, fuͤr welchen 
xsin® 


tangp = ————— 
1+xcos® 
if. Für biefen Bogen ift folglicd) \ 
1-+x (cos 8+sineY_—-1)=(1+4+2xcos 9+x° eos +sinpr=T) J 
Alſo nach (19.) | 
f(a) = (1-F-2x cos 9+x?)7 (cosep+- sin epY_—t) 
für jedes zwifchen den Gränzen — 1 und + 1 enthaltene x. 
27. Durch) DVergleihung der reellen und imaginären Glie— 
der in. diefer Gleichung ergiebt ſich fuͤr jedes x zwiſchen denſel⸗ 
ben Graͤnzen: 
(14 2cos @+x?)?cosap 
=1+ «Brcos © + aßx? 0520 + aBx? oos 30 + — 
(14 2x cos 9+x2)? sinap a 
= «Bxsin © + aBx? sin? + aBx? sin 30 +. 
wo immer ꝙ der zwiſchen — und +47 enthaltene Bogen 


ift, für weldyen 
xsin® 


tans ce‘ 
iſt. | 
28, Sey jett die Reihe 
14 eB(a+hY 1,3 lat r=T7 
+ Bla +bY=T5 


+ eB(a+b r-1)% 


zu fummiren, Man feße 
a+bY-1 = e(cs8+5sinoY—-1); 
fo findet man 
e= Ya?+b®, eos 0 , sin = — 
— e e 
und unſere Reihe wird: 
1 + eBe(c0s® + sin D 
2 — 
+ ua + sin28Y —1ı) 
+ ee (c0s30 + sin3oY—1ı) 


\... 82 82 0282 0.2 8 8 ht . + 
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| Fuͤr — Ya? +b? 21 ift dieſe Reihe convergent, wie aus 
dem Borbergehenden erhellet. Nach (26.) erhält man: 








b 
tangp = 17, 9 = Ärotang—— » 


vorauggefeßt, daß. ꝙ immer zwiſchen den Öränzen — 372. und 
+ 472 genommen wird, Ferner ift 


1+202c0s9+.? = 1+2a+ra?+b? = (1+a)? +b? J 
Alſo iſt, fuͤr — 4 
Y+b’<1, 
die Summe unferer Reihe nach (26.): 
—J T, | cos («: Arctang Fran +sin(« > tang =) IA | . 


29. Bevor mir zu andern Entwickelungen über die Bino- 
mial- Reihe übergehen, wollen wir zuvoͤrderſt noch einige andere 
Summirungen einfchalten, welche fid) aus dem Dbigen leicht 
ergeben. Suchen wir zuerft die Summe der Reihe 


1+ (0050 + sine’ —1ı) 


2 , 
+ „(00820 + sin28Y-1) 





+; = 3(0083@ + sin 3eY’—1) 


Seßen wir in der in (26.) ſummirten Reihe 
Ä 1 


x ⸗ 


7 my; 
fo wird nach (26.) 
14 —(c050 + sinoY 1) 


EB (00520 + sin29Y’—1)(1—-7) 





++ 5; (00530 + sin38Y —1)(1—y)(1—27) 





+ 74 (00548 + sin407=1)(1-y)(1-2)(1-3r) 


1 
* (1.4 2yxc0s @ — + sin —. ri) , 


für jedes x, welches zwifchen den Gränzen 
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1 


x — — —, x) — 


enthalten iſt. Der. Winkel ꝙ wird aus der Gleihung 


_ _yxsin® 

tangp —1+yxXcos®. 

beftimmt, unter der Bedingung, -daß 9 zwiſchen den Gränzen 
— +47 und + 477° genommen wird. Läßt man nun den nume— 
rifhen Werth von y img Unendliche abnehmen; fo ergiebt ſich 


aus obiger Gleichung, bei welcher man zu bemerfen hat, daß 


die Reihe auf der linken Seite convergirt, augenbliclih: 
1+ — (cos® + sineY—1) . 

x? | : —— 

(cos 20 + sin28Y —1) 


x3 
* 1.2.3 





(eos 30 + SIn 20 7 





+ (60540 + sin4eY—-1) 
= Lim|(1 4 2yxcos —E (cos $ + ner=T)| 
für jedes x zwiſchen den Gränzen . | 


x — — 0, %. 


Sey jeßt 
fo iſt 


2yx cos 0 + YPx?= 4; 


4 u=5) el; | 
sae+ — =n.,”7 xc0s® + 2 ; 


alfo | 
Ä I ı ix: 
(14 2 cos 0 + Pr? = 44 [x c0s 04 2 .- 
Nimmt nun y ind Unendliche ab, fo nimmt auch 4 iws Unend- 
liche ab. Die Gränze, welcher | 
xcos® + x 
ſich nähert, ift = Xcos O. Die Gränge, welcher 


1 
(14 47 


ſich nähert, wenn 4 ſich der Null nähert, ſey S ©; denn 
daB es eine folde Gränge wirklich giebt, fol fogleich gezeigt 
werden, indem wir dabei zugleich zu ber Beſtimmung diefer 
Graͤnze felbft gelangen werden. Es ift naͤmlich 
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1+ — (cos @ + smoY_1) 


Euune + sin20Y—1ı) 





3 (00538 + in30 —1) 
— ee ee eh 
== la 2 "(co£ + sin, ra); 
| alfo — — 
—* 
————— we 


— Lim|((1+ ar N 
= tinffarn3)] tl ahE. 
Da aber Ze ‚ twenn y abnimmt, ſich der Null immer mehr und 
mehr nähert; fo iſt offenbar. 
— Lim|(c1 +2) 2 = 1. 
— ——— — 2 trat .. = Lim|((14 434) x| 
für jedes x zwifchen den Gränzen 


x — 0,x=+r0%%. 


Alſo fir x1: 
— 1 
Lim|(14.071= 147145 + trat. =e, 
wodurch e beſtimmt iſt. Daher ift | 


1 
Lim(1-+2yxcos® + y?x? * excos 6. 


Da nun, wenn y abnimmt, 


u. 1% sin © 
ka I +yxcos © 
ſich offenbar der Null immer er und mehr nähert; fo nähert 


we)” 
tang ri sin * 








fi ch angenfcheinlich fortwährend der Einheit, wobei zu bemerfen 
, daR 9 und tangp immer gleichzeitig pofitiv und negativ 
find. Ferner iſt 
P_ zsin® 
y tangp 1+yxcos@ ' 
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Alfo nähert 7 fi), wenn y abnimmt, immer mehr und. mehr 
der Größe x sin®. Es ift folglich | 


; 1 
Lim |(1.4 2x cos 04 y?x?)%7 co | == ex0080cos(xsin 6), 
1 
Lim |(44 2yxcos 8-+7?x?)% sin} = e*c0805in (xsin.6), 
1 
Lim |(1 427x008 04 7?2°)9 (cos ® + sin. =) 
— excos 0| cos(xsin ©) 4 sin(xsin @).Y—1 x 


Wir erhalten alſo: 
14 — (0 8 + sineY”-1) 


+ X (6020 + sn29Y—1) 





+ 25(e0s30 + sn3eY_—-1) 
+ (00848 + sn4oY 1) 
EEE EEE RUE Er 
= extos o |cös(xsin®) 4 sin(zein s.r=T} 
für jedes x zwiſchen den Gränzen | 
x — — oo, -o. 
Um e zu beſtimmnn ſetze man O = 9; fo wird 
x x? 
| Hatte 4+. u, 
für jedes x — > — a x=1 alfo 
—— — = 
wie vorher. 


Aus Vergleihung der reellen und imaginären Theile in obi⸗ 
ger Gleihung ergiebt fi: 


a 2 == 








. 14 — e0s + 200520 +; 50030 +. 
regnen * = 
Z sin © * 2,5in20 + zin30 +. 


1.2 
für jedes x — 
xz — 600, x — * 0. 


Setzt man O=4+7; fo iſt ı 
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cs8=0, oS20- — 1, coS302 0, coS40 =.h1,.. 5 
sin®=1, sin28= 0, sn39=—1, sin498= 0, ... 
Dies giebt | 
x? x» x6 xX8 
MEZ Sr er ae ea —— 


fuͤr jedes x zwiſchen 
xX 0, X=+0o. 


30, Die Summe der Reihe 
— (cos 0 + sin er—1) 
— "(00528 +. sin20Y_-1) 
+ (00838 + sin3eY 1) 


_ "(c0s40 + sin4oY 7 

+ U er .. . 08 08 0 0 

laͤßt ſich in dem Falle, daß x zwiſchen den Graͤnzen 
X —1,x=+1 


enthalten if, ebenfalls aus Br Vorhergehenden ableiten, Des 


geichnen nn naͤmlich die Logarithmen, deren ot = e (29,) 
ift, durch 15 fo ift 


(1+2xc0s 0 -+x2)?° — ef! t2xooso-hx), 
Alfo nad) (26,) für jedes zwifchen obigen Graͤnzen enthaltene x: 
1+ —x (cos 04 sin 


59 


4 22 (c0s20+ sin208Y ZT} 


+ —— (eos 30 + sin3eY—1) 


„ee sin49Y —1) 


— re OF) cosap + sinapY —1) 


er xsin O 
632* 1+xc00s6. 
Nach (29,) ift num 
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2 3 2 
——, 


1.2.3 
22 .. 2% z6 
cos=il- mtr an gte: 
23 25 27 
sınz2' = zZ. — 


123t173"77r.) 


yn«pt yn 





u 72000: DUB 
1...(n+1)11,..n n+1’ 
zu-+2 zn 2? 


1...(a+2)1...n — (n+1)(n+?2) 


iſt; fo ift Elar, daß diefe Duotienten, wenn n waͤchſt, fich fort 
während der Null nähern, und daß alſo unfere obigen Reihen 
aud) dann noch convergent bleiben, wenn man für jedes Glied. . 
feinen numerifchen Werth feßt (4.). Man kann alfo auf diefe 


Reihen den in (6.) beiwiefenen Sab anwenden, Dadurch) er⸗ 
> hält man: 


eax cos x — 1 


* | 
4 ax? ax f?r? _ A x⸗ 
1.2 i 1,2 1..4 | 
EN a3 x3 a?x? p? x? ex ß*’x°? ß°x® 
1.2.3 1.21.2 77'1..4 1.6 
+ 


eaxsin fx — - 
ax PX ß? x? 
*77 773 
a?x? fx ax x? 66 x8 











1.21. 11237 1.8 
a3 x3 Px a? x? ß? x3 ax p° x5 47 x? 


1.2.31 1.2'1.2.3° 1 1..5 1..7 


. s oe. 0 08 8 8 9 1 80 “ +. ‘ ⸗6— 








Alſo 


* 


— 4 — = 
1 +je+r=ilz 
— Tel, 


lest Tuner, 


* 
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4 a en —1+ 41 
+ . oe. V— — “a Et 08 8 et. — 





+ je r=71# 
He +2 Pr ZT) 4 arZiyz, 





+ Jo? + 32° eY=T) + 3a (eY 172 + rip; = 3 
+ ——— * 


EEE a I 
vi NEE 





‚ex (cosßx + sinfxY—1) = 
. 1 + (+79. 


— 
+ (+ 1). 





+ («+ #Y—1)°.7 2.3 


+ (+ YO. 
. 4 .oo . Per Sr er er 
Folglich nach dem Dbigen 
1+ —x(c0s0 + sin eY7-i) 
+ EN 2 (0520 + sinzeY-1) 


ee Haar (cos 30 + sin z207 7 


&@ 


1 + re + vr. er 


+ +24 7) + rail. 5 





a3 
+ Ita+ 2042) + a: °T- 23 





+ |a1C1 +2x00s + 


BE 
für jedes x zwifchen den Gränzen 
x — 1,x=+1. 


Hebt man nun auf beiden Seiten dieſer Gleichung die Einheit 


x 
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auf, dividirt anf beiden Seiten durch a, und nimmt, indem‘ 
man a ing Unendliche abnehmen, d. 5. ſich beliebig der Null 
nähern läßt, auf beiden Seiten die Graͤnzen; fo erhält man: 


— (cos 0 4 sin o 5 
Rdeos 20 4 sin zorZT) 
+ "(00830 + sin3eY—-1) 
— (60540 + sinser—i) 


= 4l(1+2xcos0+x?) + gr —i 


für jedes x zwifchen den. Gränzen — 1 und + 1, wenn: man 
@ aus der Öleihung ,, 

’ xsin® 

1+xcos © 

befiimmt, under der Bedingung, daß 9, immer ziwifchen den 
Gränzen — ra und + Frz. genommen wird, Die hier durch 1 
bezeichneten. Logarithmen nennt man (befanntlih) natürliche 
oder hyperboliſche Logarithmen. 


Durch Vergleichung der reellen und imaginaͤren Theile er— 
giebt fich, immer in Bezug auf dieſelben Graͤnzen von x: 


4101 +2xcos® +x?) 


tang op: — 


x? x3 x? 
cos 9— 7. c0520 +7 00538-— cos 420 +... 


— 
— 


24 


xsin ® 
Arctang 1+xcos ® 


x. x? *8 xt. | 
= —sin 9— —sin?2® + sin38 — — sin4 4 ..... 


Sur O0 — 0 erhaͤlt man: 
HGEIAM I(ITx) — 


x x? x: x* x 


und fir O = tr: 


x x3 x5 x? x9 
Arctangx = — — 7 — — ... 


für jedes x zwiſchen — 1 und + 1. Arctangx iſt zwiſchen 

— +7 und +47 enthalten. Alfo ift für x=1: | 
in=1l—-4+ = Ir 3 — 44 

31. Wir wollen nun, indem wir wieder zu der Binomial- 


Reihe zurückkehren, die Reihe 
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1 
ad ee I 0yarzn 


‚er Dier=t-n Y—Tle+BY—1—1) (a+bY-T2 


„AT EHI LT SED TEN ar 
zu ſummiren fuchen. Sey 
atb/ 1 = x(cosp+singY-1T), 
(a+bY-1» = zu (cosup+sinnpY —1); 
a+pßY—-i—n+1 
: n 


fo it (19): 


8 An (cos yn + sinyn.Y —1) 5 


ateY in _ _ 
2, 2, +. In [cos (z, +y:+...tyn)+ sin(y, +r: — — ri, 
HN ar Te 
en2.2,. ‚An [eos (nptritrst- ra) Fein (np hr 4a). rl 
oder, wenn wir 
2. chem pr ++: ya = On 
ſetzen: 
| e+ VIE atpY Ti) 
— zn 0n (cos, + in nY—1), 
und folglich die gegebene Reihe: 
1 + x0,(cos2, + sin2,Y 1) 
+ 220, (005.0, +sin2,Y—1) 
+ 2° 09,(0050, + sin2, 7 —1) 
+ #?0,(cos2,+ sin 2,r —1y 


wo 
p=1J+x0,cosß2, + 20,082, + 0,0052, + ... 
qg= xe,sin2, + #?gsinf, + ę, sSsin Q + ». 
Die Moduli der einzelnen Glieder der gegebenen Reihe bilden die 
Reihe: 
1, 0,1%, 2 æxꝰ, 03%; ext, es ** .... 


und es iſt ns den Dbigen: 


Een+i1 = On Aneki 5 = = — F 
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Da 
Henn = An} (C0syn+ı + sin yap1.7 —1) 
iſtz ſo iſt 





= CE CT 
4 


m 2 2 * *7 
IH) + Furt 
woraus man ficht, daß, für wachſende n, Anyy oder 
En-tt 
En 
ſich der Einheit fortwährend nähert. Daher ift nach (23.) 
1-+ xo,(cosß2, # sin2,Y—1) 
+ x20, (cos, + sin2,Y-—1) 
+ »°0,(cos2, + sin2,Y—1) 
+ #,03(c0s2, + sin2,7—1) 
Ben ss Saale ie 
cyonvergent oder divergent, jenachdem x, welches immer pofitiv 
it, < oder > 1 if, Man kann alfo, wenn « <1 ift, den 
Sat (21.) auf die vorhergehende, oder jede ihr Ähnliche, Neihe 
er weil nah (7.), für x <L, offenbar auch die 
Modu 














1, 0%, 02%? 5 038°, 04%, «... 
eine convergirende Reihe bilden, Geben wir alfo, für x < 1: 
F(e+#Y-1)=1+ + Y —1p a4 Y 1) 
| zerel lg ar ZT: 
et 15 Carr Zi) 
| ni ar — 
— Wang; — 
Fa, ,TMDDO.. 1 4 T9ı B(atbY—ı) 
| u Pat YET) ern, 
+ HtA—Iglarbr ZT) 
a at a ei . 


fo erhält man aus (21.), da offenbar der in (10.) bewieſene 
Sat aud) in dem Falle imagindrer Erponenten richtig bleibt, 
ganz wie in (12,): 


F(a+ßY-1).F(o, +, 11) = File+a,)HBFB)Y 1. 
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32. Setzen wir nun: 
Fle+#V-1)=fo,B) + pl, ATi, 
denn daß unfere Funciion auf diefe Form gebracht werden fann, 
erhellet aus dem Obigen; fo ift 
la, B) + ple, B)Y—UECer, A) + pleı, B.)YU 
=fla+a, Pt) + Ylata,, B+B,)Y—1 
= f(a, P)f(eo,, BP.) — yla,P)yl(e,, fı) 
+ lfle,P)yla,, Pfı) + Pla, P)fla,, PIY—1, 
woraus: 
f(a, ß) f(a,, ßı) — p(a, Boyle, p,)= = f(ate,, 644) 
f(a, P)p(la,,Pı) + pla, 6) Klar ßı = p(le+a,PrPp,)- 
Alfo, für q, =ß, =(: 
f(a, 4) (0, o) — pla,Pf)y(0,0)=f(a, f) 
f(c, £) P(O, o) + y(e, 6) f(0,0)=gy(e,ß). 
Aus diefen Gleichungen findet man 
f(0,0)=1,y(0,0)=0. 
Nun ift aber, frac, =— a, fı =—P: 
Ile, p)tfl—a,—P) — pla,Pf)y(—e, —-ß) = f(0, 0) 
f(a, Ply(—e,—P) + p(e, P)fi—a, —p)= (0,0). 
Alfo | 
fa, B)El—a, —P) — Pla, B)py(—e, pP) = . - 
Ela, P)py(—a, —P) + pl ByE(—e, —-f)S 
Hieraus erhaͤlt man: 


f(—a,— Ka, 8) 
EA +r@n] 
—, -24 2 —- p(e, ß) 
| Ne Ä ö ta A+|e@a]’ 
Alfo 
f—a,—P)t+yp(— e, Ari Ze: ete Art 


ie, 9|?+ |pt, a 
|, 9]? + {vte, 9]: € 
[it Dr Hol, DI] | A) + 9a, YA 

= |f(e, 8) + 9a, Ari”. 


Folglich 
Foe-YI1) = [Fce+ 71] ’ 
Nun erhellet Teiche, daß 
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na — 
 =Flets, +9,+..)+ FB+A+AH+:.)YÄT; 
alfo, für jedes ganze — n: / 
[Fe + 777] = Flint. 
Nach) dem Borhergehenden ift aber: 
F(-ne—npl/ 1) = [F(ne +87 —1)] 4 


alfo 
— 1) = |(Fle+ 7 =m»|”, 


ET F(—ne— np 1) = |F(e+s 7) |” 
Folglich ift für jedes ganze pofitive oder negative n: 
[FCa+ sr —1)|" = F(ne+ngY 1). 
Iſt nun — ein beliebiger Bruch, deffen Nenner immer als po— 
ſitiv angenommen werden kann; ſo ift 
Ir (ze + arm)" — F(ne +nßY1) 
= |F(a+ 7 Z1)]” ; 


Inte + r=n]” =r(lo+ ar). 
Alfo ift für jedes n: 
[Fe +71) "=rFlw+nY ZT). 
Solglih auf: 
|FCa)|" — F(ne), 
Ir aY—n)]" —= F(npY ZI). 
Aus dem Obigen erhellet auch, daß immer 
/ F(a):F(£BY-1) =Fla+pY-1) 
iſt. 
33. Sey nun 
P(e) =, (@)]cosp,(e ) + sing, (e)- rl; 
fo ift für jedes m: 
|FCa)|" — [#. Ce) |"|cosng, (e) + sinnp, (e).Y—1| 
F(ne) = #,(ne)|cosp, (ne) + sing, (ne). Y—1} . 


Alfo 


S 


iſt; fo if fuͤr x —1: 
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Aber | 


Ol =F(ne) (3) 5 


ſe. t@)}".cosnp, (a) = £, (na). cos, (ne) 
|5(e)}".sinnp, (6) = f,(ne),.sinp, (üe) . 
Duadrirt man auf. beiden Seiten und addirt; fo erhält man 
Is Os =/t, — 


Folglich, weil f,(@), als der Modulus der imaginären Größe 
F(a), immer pofitiv ift: 


ol" tn) , 
und demmad) 
cosnp, (ea) = cosp,(ne), sinnp, (a) =sinp,(ne). 
Alfo 
np,(e)= rn + g,(ne), 
wo * eine ganze, pofitive oder negative, Zahl iſt. 
34. Auf ähnliche Art fey 
FYZD) =(9)]c009.(9) Hing,(h). rZ{ ; 
fo findet man ganz wie vorher: 
al=nos), 


np, (3) zur + 2 (nf) ’ 
wo wieder x eine ganze, pofitive oder negative, Zahl iſ. 


35. Unterfuchen wie nun zuerft die Gleichungen 
 koaf = tm), m" = HR, 


won jede Zahl bedeuten kann. Wenn eine Function Y(x) fo 
befchaffen ift, daß für jedes reelle a: | 


iv af = y(a) 


Ivinf"= vie), 

d. i., wenn man x für a feßt: 
kof=vo); 

wo w(1).eine conſtante Größe iſt. Es iſt alſo 
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AOESSERE SEROF I INCH Ge 
Da aber f,(1) und f,(1), wie aus. dem Obigen erhellet, 
pofitive Größen find; fo -fann man, wenn e die Bafis. der na- 
türlichen Logarithmen bezeichnet, 
f, (1) = es, f,(1) = e* 

feßen, wo © und © conflante, von @ und ß ganz unabhän- 
gige Größen find. Alfo ift 

.(4) * eda, f (6) eM. 
Bevor wir ferner zu einer naͤhern Unterſuchung der Glei— 
chungen | 


J 


np;(e) = nk y;(ne) 

np, (B)= 2er H4 pn) 
übergehen, müffen wir vorher noch zeigen, daß F («+ eY—1) 
eine fetige Function von @ und 4 if. Man feße 

F(e+B Y—-1)=e(cosp+sinpY—1), 
F(a-+£} N = en (cosnp + sinnpY—-1); 
‚aber 
{Fle+Y=7) Y — F(ne+n$Y-1) (32); 

alfo BR | 
F(n+ BY —ı)= e? (cosnp +sinnpY—1). 
Man nehme @ und 4 ale conftant an, fo find auch E und p 
conſtant. Laͤßt man run n, wachſend und abnehmend, wobei 
n auch negativ werden fann, von n — 1 an, alle Grade der 
Größe ftetig durchlaufen; fo werden audy ne’ und nf, refpective 
von a und 4 an, alle Grade der Größe ftetig durchlaufen. Wenn 
aber n ficy fletig verändert, fo verändern ſich offenbar, da E und 
ꝙ conftant find, auch 
en cosmyp und e"sinnp , 
aljo auch | ER 
en (cosnp + sinnpY —1), a 
von — 

e(cosp + sSsin⸗ —i) 
an, ftetig. Hieraus überfieht man ganz deutlich, daß, wenn 
man a@ und ß, von a und Ban, ftetig alle Grade der Größe 
durchlaufen läßt, auh F( HEY —1) ſich fortwährend ſte— 
tig verändern wird. Es find alfo auch Fla) und F($P Y—1) 
ftetige Zunctionen von a und 6. Da nun 


Fi(a) = f,(e)| 009, (e) + sing, (e). ZT ’ 
FI) = 8 (Pop (9) + eng. =T) 
Supplem, zu Klügels Woͤrterb. J. * 
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iſt; ſo ſind auch u | J 


f,(e).cosp,(e), f, (a).sinp,(a) } 
f,($).cosp,(P), f,(P).sinp;, (Pf) | 
flefige Functionen von @ und A. Diefe Zunctionen fönnten aber 
offenbar nicht ftetig feyn, wenn nicht 

f,(«), cosp,(@), sinp,(a); f,(£), cosp,(P);, sinp,(P) ’ 

dv. Li. 
f,(e), p,(e); f,(P), 2(4) 
ſelbſt ſtetige Functionen von @ und von 4 waͤren. 
Offenbar ſind nun auch 

np, (a), p,(ne); np. (P)» fa (nß) 
fietige Functionen von @, n und 4, n. Folglich fönnen die 
obew durc) x und # bezeichneten ganzen Zahlen offenbar nicht 
refpective von a, n und 8, n abhängen; fondern müffen con 
ftante Größen feyn, die alfo für alle @, n, und alle , n, uns 
geändert bleiben, 

36, Wenn aber die Function YCx) fo befchaffen ıft, daß, 
für jedes a, | 
ein ey(x)=ylex)+ a 
iſt; fo i 
ey(i)=yle)+ta, 

* l. 


sy(i)=y(x)ta, 
3 8— eine gewiſſe conſtante Groͤße iſt. Es iſt alſo nach 
9,e.=Uun + gy,(le), Hph=un p — (); 
Yıle)= 9,0 — en, p(P)= I, — Anz 
cosp,(«e) = c0sQ,e,sinp,(e)=sin@a; 
cosp,(£) = c0sQ,P, siny, (Pf) =sinOQ'/, Pf. 
Folglich haben wir: 
F(e) = e°* cos, + sin &,0.Y=i| 5 
Fi#Yr—i)= a Tc0s@',#+ sin 8,8ß.1 1] . 
Aber Ä | 


Alſo 
F(a+Y-1)= re cos 9,.c0os 0, A —sin@, asin SR 


F(e+Y ZI) = F(e).F(pY-1). 


rpeꝰ o⸗ cos 8,asin O,ß +sin 0,0006, BY, 
di | | i 
— De TER c0s(0,0+0, M-+sin (OH ©',P) al; 
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oder, weil nad) (31.) Ä 
iA F(a+H Y—-1) = p+gyr-T x 
ift: 


p= HI 0 9, a+0,ß) 
gm et ine, +9, P). 
37. Es kommt nun darauf an, die Conſtanten ©, 9,, 
©, ©, zu beſtimmen. Sey zuaft $ = 0; fo if 


p= e9% cos 9,0, 95 9 


d. i. nach dem Dbigen .(31.): 


— 9,.e—=1+-+ — #005 p 


sinO,a;5 


a(@a—1) ; 
1 mr we x? cos?2p 
e(@e—1)(@—?2) 
RE ©: 7: ggg 
E= . . . 00h 8» 8 8 98 
in 9a Srsinp+ ZU 


e(@—1)(@a—2) 

+ 1.2.3 
a(@—1)(@—2)(@—3) 

* 1.2.3.4 

— 


(GR ) oo⸗ 9,@+cosNM, a —-1 — 


[07 


x? cos3p 


»3 sin Ip 


»° sin 4p 


= 4rcop-+ 4⸗ oos 20 





Zr 223 0083 
@e—1)(a—2)(a—3) 


— 
* 1.2.3.4 du 





= 4xsinp+ * »? sin 20 
+ —— —* x’ sin Ip 


4 ee. sin dıp 


d. i. nad) (29,) 
2 
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9a? ?a —A 
+ — 








(048% +. lleer 





= 1xcosp +5 an cos p 


ee 
nt 


(«—1)(e«—2)(e—3) 
a ——— 


+.. — 
J 


= 4xsinp + un sin 2p 


le 
+ 1.2.3 


a—1)(@a—? j 
.+ ke eiez2} 2) x*sin dp 


wo, wie aus dem Vorhergehenden erhellet, fämmtlihe Reihen 


convergiren. Läßt man nun & fich der Null nähern, und nimmt 
auf beiden Seiten die Öränzen; fo erhält man: - 


8 =xcosp — 4x? cos?p + 4x? cos3p — 4xtcosdip + .... 

8, =xsing — æꝰ sin 20 + 4r?sindp — jrtsindp + .... 
Ferner ſey a — 0, fo wird 

Be 5 eOP cos 9,%,g= ep sin 9,P; 
d. 1. nad) (31.) 
eOP cos 8,$=1+ x,co2, + x20, cos Q. + x’, cos N, +... 
ef Pine, = - »0,5inR, +re,5inn, Fere,sind, +... 

OP 005 8,9 —1 P, 


x’ cos3p 





x’ sin 3p 





3 — rn +9 0052, +.. 
GP: — 
e — Grein, +z sin, + ginn, +.. 


I) 


Aber nad) (31.) 
. en — A,A,l,d4, .... An; 


an 1 2 3 ..,« Yn » 
Alſo p+y +7: +7: +---7 


e9P cos a u 


4, 
Tania + ae c02, + a an x’cosl2, +. 
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86, in 9,8 FR N 
— — 


‚4,2, 





Sxsin +" ; 


Serner ift nach (31.) fuͤr —=0: y 
| = n—1\? | EN? 3 F 

„= (7) + % | 
woraus fogleih A, = 6. Alſo 

| OP os Ol _ 

ea Zum 

x cos Q. + 4,x?cosQ2, + A,i,x°cos; +. 


eOP sin A 
= 
zsinQ, +4,x?sin2, + A,),x-"snd, +. 


at sin, + Bud sin2,+ ..- = 


Die Gränze, welcher fih An nähert, wenn 4 fid der Null 


nähert, ift 


n—1 
n 





Die Gränze, welcher ſich A,A,A, 22. An nähert, wenn 4 ſich 


der Null nähert, ift alfo 


9 
Be n—-2n—1 _ 1 


= 1.2.2... 
ein n 


Serner ift, fr — O, nad) (31): 








ß 


—1t [ 
, sınyn = na, . 


n 


Man ſieht alfo, daß, wenn nß fich) der Null nähert, eosy, und 


zin yn, für n>1, ſich refpective den Gränzen 
n—1 n 0 nn __ 
n u * 


naͤhern. Nun iſt aber 











cos I, = cos(np +7, +17: +73 # -- +7) 
=. osypy+y,+tn+t.+ ——— 
—sin(np + Yı + 72 +. + za-ı)sinyn 

sin Qn-= sin(np +7, +7: +7: + :- + Mm) 
= sin(np+yı +7. +. + a, 
+eos(np +71 #72 +, + zu-ı)sinyn » 


Alfo nad) dem Dbigen, für n>1: 
Lim cos Qn = — Lim 005 An-ı > 
Lim sin Q„ = -— Limsin Qn-ı 


und hieraus: 
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Lim cos, = — Lim cos Q„_ı = Lim cos An 
= — Lim cos 2n—3 =..= Lim cos Ra-(n=1) . (— 1)n-1 
Lim sin Q„ = — Limsin Q„-ı = Lim sin Qn-2 . 
= — Limsin 2„—3:=..= Limsin Rn—(ne1). (—1)n-1, 
.|, 


\ 


Lim cos 2„n = LimcosQ, .(—1)n-1 
| Lim sin 2„n = Lim sin 2,.(—1)Ju-!, 

Aber 

cos, = cosnpcosy, — sinnpsiny, 

sinl, = sinnpcosy, + cosnpsiny, , 


und nad dem Obigen 


cosy, = -7=0 siny, = gi . 


Alfo | 
cos, = — sinnp, sinQ, = cosny . 
Man muß alfo auch, weil P von 4 ganz unabhängig iſt, 
Lim 00s2, = — sinnp, Limsin Q, = cos np 
ſetzen. Folglich nach dem Obigen: 
Lim cos 2, = — sinngp .(—1 )ı-1 
Lim sin 2, = cosnp.(—1)n- 
oder 
Lim cos 2, = sinnp.(—1)a 
Lim sin Qu = — cosnp.(—1). 


Die Gränzen von 


— Te WR — æ, 
wenn ß ſich der F nähert , find, auf ganz ähnliche Are, wie 
vorher, vefpective © und ©',. Nimmt man nun auf beiden Sei- 
ten obiger Gleichungen die Gränzen, wenn 4 ſich der Null nähert; 
fo erhält man: 

= —ix:sinp + 4x”sinip — 4x’sindp + 4x*sindp — ... 
= scosp— 4x2 cos 20 + 4a? cosdp — 4xtcosip + ... 


und es ift folglich 

Alfo nach) (36.) 

 F(a+ ze c0s (8, «+ @P)-+sin(9, 4 00). VA h 
oder | 


9 =—09,9,=09. 


p = ale «+ 9), 


q=e? since, a+ GP). 

38, Fur = 0 iſt nun nach — und (W.) 
p * (1+422008p +22)" coS«dG , 
g=(1+r2%xcosp+r»? )? sin«o 3 
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wenn o den zwiſchen — Jr und + 4 enthaltenen Bogen be= 
zeichnet, für welchen 
tangı = 


oder, was daflelbe ift, 


«sing 
1+xcosg ’ 


p= — * J cos q, * — 4 Sy sineo ; 
wenn 0 den zwifchen — re. und + +7e enthaltenen Bogen 
bezeichnet, für welchen 
tango = 
iſt. Für ?=0 iſt aber 
p= 09° 005 9, a, q,.== e9* sin 9,a. 
Set man nun 
(1 + 2x 00sp +x?)? — erel(1+2xcosp+x?) 


— +? — ereall(1+a)?+b?} 


b 
1+a 





fo wird . N 
1 : 
p erel(1-+2xcosp+x Nsd 


g= eral(14+2xcosp+x?) ;. au ; 
oder 
p= etellite)’+b?] oosco 


qg= etelll1Fa)’ Fb? sin«o . 
Dis mit dem Dbigen verglichen, giebt: 
= 41(1 +2rcosp+z=?) = uf cita) +b:? 


0, = 0 = Arctang N —— 


— — — Arctang 
+xcosp 





b 
| 1-+ra’ 
den Bogen immer zwifchen den Gränzgen — 4 und + 47 ge- 
nommen. 


39. Nach (37.) ergiebt fich alfo- 
= (a+a+bi ie cos art split m +b3)\ ' 


= fur a2 40 de sin Sant zalla+mtHhr)}. 
Folglich FR 
Fe+pY-ı)= | 
‚ie —p0 | eosfes + #Bl(c1+a)? +b?)} 
1 2b? 3 SEN 
{ al — sin +4ßl((1+a)? +b2)}.Y—1 


wo immer a der — +7 und + 4 2 enthaltene Bogen 
ift, für welchen 


J 
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— 
1+ra 
ift, oder, unter obiger Vorausſetzung, 


tango = 





2 0 = Aretang I 
: &o haben wir alfo die Summe unferer Reihe gefunden, unter 
der Borausfegung, daß | 
x» —= Ya? +b? <i 
ist. | . 

40. Wir haben bisher nur die beiden File «—=Ya?-+b? <1, 
x > 1 betrachtet. Im erſten Galle war die gegebene Reihe ftets 
convergent, im ziveiten divergent. Es iſt nun noch die Unterfu- 
ung des Falle «—=1 übrig, in welchem die durch p und q 
(31.) bezeichneten Reiben in 

p=1-+e.,0052, + e,c0os2, + e, eosQ, + .... 

 qg= e,sin2, + o8in2, + g8Min2, + .... | 
übergehen. Bei Unterfuhung der Convergenz und Divergenz 
der gegebenen Neihe unterfcheiden wir drei Fälle: wenn «@ zwifchen 
— o und —1 liegt, oder = — 1 if; wenn a@ zwifchen —1 
und O liegt, oder = O0 iſt; wenn a zivifhen O und + o liegt. 


ſey = — 1, oder liege zwifchen — © und — 1. 


I. « 
Nach (31.) ift 
(ya! 
Sey nun = — 1 — òô, wo d auch —= O ſeyn kann. Alſo 
= +} 
(+9 


Es ift folglich immer 1. >14. Nun ift 
en = A,1,l, 2... An; 
. On+i = 4,4,4, oe. Andnti y 
On = @n +An+ı; 
alſo Onrı > On» Folglich wachfen die Glieder der Reihe 
1, O1» 023 035 @a9 ++.» R 
beftändia. Geben wir nun die Summe der n erften Glieder 
diefer Reihe = on; fo nähert Oniı — On = On fih) der Null 
nicht, und unfere Reihe ift folglich divergent 2: | 
Bezeichnen wir die allgemeinen Glieder der oben durch p 
und q bezeichneten Reihen durch t„ und un; fo ift immer 


en = Vm)°+ (u. 





— — 
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Sch — ‚nun, daß immer eine der Reihen p, q divergent iſt. 
Bezeichnen wir, um dies zu zeigen, die Summen der n erften 
Glieder diefer Reihen durch 5, und sn; fo iſt 
Sn-H — Sn = in; S’i-- — s'n — un ˖ 
Convergirte nun z. B. die Reihe p; fo müßte 
Sn+t— Sn = in, . 
wenn nm waͤchſt, ſich der Null nähern. In der Formel 
On = Y(tn)?+(un)? , 
— alſo, weil nach dem Vorhergehenden On waͤchſt, wenn n 
vaͤchſt, Un, feinem abſoluten Werthe nach, zunehmen; es wuͤrde 
alfo der abfolute Merth von 
S'n-+i — sn 
fi, wenn n wählt, nicht der Null nähern, und folglicy die 
Reihe q divergent feyn (2.). Da alfo immer wenigſtens eine 
der Reihen p, q divergent iſt; fo iſt in dem vorliegenden Falle 
die Reihe p +q Y—1,d. i. die gegebene, jederzeit divergent (18), 
II. @ Liege zwiſchen 0 und +o,d h. a fey pofi tiv, 
u ſey eine of tive Größe, welhe <a iſt; fo ift 
(n—e—1+u)? = (n—a—1)? + ula—a—i) + u? 
(n—e.—-1’ + PP = 
(n—a.—1 tu)? + PP—-u’—2uli—a—1). 
Sekt man nun 
B? 
n = a+i—4u + 7 
ſo iſt 
2nu > Rau + Zu — u’ +’, 
pP? — u’ -Ru(n—a—1)<0. 
Alſo if 
BP? — u? — 2uln—ua—1) 
eine negative Größe, und folglich. | 
(n—a«—1)? + P’?< (n—e—1+u2 
(e—n+1)? +? <(n—ae—i+ru). 
Nach dem Dbigen ift offenbar 
n+4uD>art; 
alfo, weil pe pofitiv iſt, um fo mehr 


n+ue>e +1; 
folglich 

n— cae—l+u 
eine pofitive Größe. Zugleich erhellet aus 


n>ati-w+: 


da wu pofitiv und <a ift, leicht, daß n> 1 iſt. Auch iſt, 
weil u <a+tt if, a+1—u eine pofitive, Größe. Es ift num 
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1 +(&)' \" 
Bee, | 


Alfo 
In < ELSE? — ’ 


—— atlon 
an 
Bir jedes ganze pofitive m ift 
m(n—-1)S = n—1, mn S moi kn 

wenn nur m nicht = O iſt. Alſo, weil 

n>a«a + 1— u 
ift, immer 

mn > m—1+ ari—ı, mttarton 4, 


mn 
Nach dem Dbigen ift | 
n > 1, Rn < 1 . 


Alſo, wenn wir der Kürze wegen 
ari—ı=e 
fegen, nach (17.): 
e(e+1) 1 


11 e 
43 ce rt 1.2 'n? 
| _ ele+1)le+2) 1 1 
1.2.3 "ns 
„letter 21ie+3) 1 
1. 2. 3.4 "ns 
e e(e41 24641 
a ae we . ſi⸗ — 
—. “ —5 1 
—— —— "Gun f'n* 
— . i- . 
1.2.3.4..6 7n $’ne 


Folglich, weil & pofitiv ift, und nad) dem Obigen auch) 
1— 2+e iz A+e 1 6+e 
3n Se 


ni 5n 7n ? 
ſaͤmmtlich — — ſind, offenbar 
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— | 
>12 J u 
R i 1 x 





af nz 


jr 


in < er 1 
wobei immer vorausgeſetzt wird, daß 


— —— 


Bezeichnet nun i einen Werth von n, — dieſer Bedingung 
genuͤgt; ſo iſt 
i-n Jerea 
—— an nl ’ i 
für n=(, 1, 2, 3, 4, sr. Setzt man alſo n==1, 2, 
3, 4, »..n35 ſo "hat man: 


i 4 11 4 
a344 < ken _ 
, i+2 — 
di? < a 
J n—1 — 
iA en I 
in Jeria 
ar in < (Fa) ‘ 
Alfo — 
1 ur 
Aipt odi2ediehd or di--n < et 
d. i. nach (31.) a 
‚@icpn. < 2,2, | E 
i 41441 
i 41 Jerl-a 
eishn << ei + er) 


für n>0, Wir haben alfo 
i 4 11 
ee) 

ei < de | 


gi+2 < ei» ke 
ip1 Yat-a 
: +nı+r N 
Solglih, wenn wir wieder a + 1 — u=E feßen: 
ei +.eir + eite +. Hein 


F 1 1 1 :; 
— Ara + aa + too) 





ein < ei» 
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fuͤr jedes n, welches O ſiſt. Dai — n+1> 1 iſt, auch 
fürn=0, da ſchon 1 >1 iſt; fo iſt nad) (17.) 


(rg 
1-0. u 


— 1 
i+n+il 
„emnlanutt) )) 
.2 — 
— 
F —S 


2 u GER wire 
Solglich, weil a — u pofitiv if: W 


En i+n "> >1+ 


m, 











in+1 — 
i 4141154 — u 
| u s + 17077 


1 1 . 
le= 

1 ‚1 1 — 1 
Char aern per) ° 
Alſo fuͤr n=(, 1, 2; 3, ... n: 





1 1 1 1 
Gr <a en re) 

1 1 1 1 
GH Der < a—u aa - er! 

1, 1 1 
Rap Ss re 

1 1 1 1 
Chat < ea Tr 


woraus durch Addition: 
1 1 1 1 


dri% Tüoray tr rs tot rar 
1 1 1 ) 
ee 


Alfo nach dem Obigen 
eit eir + eir +... + in 
 (i+1)eri-a 
Serien 
Das Aggregat 
ei ei + ir? rt ieisn 
deffen Glieder ſaͤmmtlich pofitiv * , und welches alfo i unmer 
wächft, wenn n waͤchſt, bleibt folglich deſſen ungeachtet doc) 


N 
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immer kleiner als die beſtimmte, von n nicht abhängende, 
Größe 1 | 
(i+1)et-a 
wie groß auch n werden mag. ' Könnte nun auch obiges Aggre— 
gat, wenn man n twachfen läßt, der Größe A felbft nicht bes 
liebig nahe gebracht werden; fo überfieht man doc) leicht, daß 
e8 dann immer eine andere gewiffe Größe BA geben müßte, 
welche diefes Aggregat, wie fehr. auch m wachſen mag, nie uͤber⸗ 
fteigen, der es aber zugleich beliebig genähere werden kann. 
Diefe Größe wäre demnad; die Summe der Reihe 


@iy Gil y Qi? 9» iin Qihty ern, 


Sn folglich) diefe Reihe, fo wie natürlich auch nun überhaupt die 
eihe 


=A, 


1, 019 O29 O3» Qay +. 
convergent. Nach (18.) find alfo auch die Reihen p und q, 
folglicdy aucy die gegebene Kiep+t ar —1 convergent. 
II. Wenn @=0 ift, oder ziwifchen O und — 1 liegt, läßt 
fi) auf folgende Weife die Bedingung der Convergenz finden. 

In dieſem Falle iſt nämlich æ + 1 immer eine pofitive 
Größe, welche nicht — O ift, und man fann folglich die pofitive 
Größe a immer fo nehmen, daß a <atHt if. Wie in IL 
iſt num 

(n—a—l+u) = (n—a—1)? + u(n—a—1) + u? 
nme) 4 42 = 
(n—a—1+u)? + BP? — u? — uln—ce—1), 
und, wenn man ir 
in n>eri- ur 7 
nimmt: 
anıu > 2au + 2u— u? + P? 
P? — a? — Zuln—a—1)<O0O, 
fo daß alſo 
| e— a’ — Zalu—a=1)} 
eine negative Größe, folglic) 
(n—a—1)? +? < (n—-ae—1+ru), 
(e—n+1)? + P? <(n—a—1i+u)? 
ift. Auch ift nach dem Obigen 
nt u >ce+1; 
folglicy, weil ge poſitiv ift, um fo mehr 


| nta>aHrl, 
und demnad) 
n— a—i+ru 


eine pofitive- Größe. Alfo 


3 Binomifher Lehrſah. 


Ke-n+1” + Pe? <u-a-t+p; 
Ke—nt1®? +7, a+l-u 
a ae 
d. i. 
in < 1 — — ° | 

Nach dem Obigen it n>a+1— u, Auch fann man n 
immer fo nehmen, daß den Bedingungen 


77 
n>atrl— zu + 


RR >41 
24° 2 a ar 
zugleich genügt. wird. Unter diefer Vorausſetzung findet man 
ganz wie in IL: | 





n \eti-a 
In < ee ) 
Iſt nun i ein Werth von n, welcher vorftchenden Bedingungen 
genügt; fo ift | 





n-+i apa 
n+i+ N 
fün=0,1,2,3,4, ...., woraus fi), ganz wie in IL, 
| Ä — J 

ergiebt. Man ſieht alſo, daß Ein ſich der Null naͤhert, wenn 
n waͤchſt. Nach (31.) iſt aber 

4 — 
ll, Ag Aipnleos(yat ya Ft rin) +sinl@ytr te + yon). Y] 
= ei4rn[eos(y, +72 +. + Yi-+n) + sin (7, +r2te +rim).Y-1}, 
fo daß fi alfo auch) | 
| e+ 7-1 ober eHRY IR 
der Null nähere, wenn n waͤchſt. Da nach der Vorausſetzung 
x—=1 ift; fo ift (31.) on 
atbY—-1= cösp + siny/-Ii=s. 
Sep nun Ä 
P. 2 14 — — 4 — — >... 
| «++ + Ann ; 


di4n < | 


fo ift | 
— 71 
Pli+x)=1+[{1+ a+BY —Apı, 
N A N Ay 


m... nn. d nm RR Er Rh 2 2 8 ı,ı ee 
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hg HT 
F 4 HN — 
re ati, + a+1+ 7 15,0 +. 

+. er 1+Y--1 — Bm + + ABumpı , ; 


BT Bunt = Pn, Ä 
wo die Bedeutung von P’, — erhellen wird, oder 


= Pat +) HN AB cos (ni) gpFeinnt DpY—T], 
& + 1 ift im an. Halle pofitiv. Folglich) nähere nach II. 


wenn n waͤchſt, Pu fi). einer gewiſſen beftimmten Gränze, die 
wir S bezeichnen wollen, Der Eoefficient 


e+4Y 15, 
und folglich um ſo mehr die Groͤße 


e+r 1 —ABtcos(n +1)p + sin(n+1)pyY 1}, 
nähert fich, wie wir ie eben gefeden Be für wachfende n, der 
au Null. Alfo nähert 
P,n(1+x) = 
er IB —— — + + sin a+)yY Zi —1}, 
für — n, ſich ebenfalls der Graͤnze S, und folglich naͤ— 


ſich, — nur 14 nicht SO iſt, für wachſende n, 
n der Graͤnze s 


I1+x +x" 
Unfere Reihe ift alfo audy in dem borlgenden a convergent, 
wenn 1 +xodte =0 if. Fir l+-x=0 
1 +cosp + singY — 1=0, 
1+cosp=0,copy=—1,8sinp=0; 
ae Sem = (2m + 1)re, für jedes ganze pofitive oder negative 
emnach ift im [in Salle unfere Reihe convergent, 
fe Ei niht 9 = (2m +1) if. 
Setzen wir nun, daß die Reihe 
Boy A,X, 
für jedes pofitive x, welches <A ift, convergire, und daß auch 
Boy Ayy Ays Ay, 445 4A55 re. 
eine . convergente Neihe fey; fo iſt flar, daß, wenn man x ſich 
beftändig der Einheit nähern läßt, die Summe | 
a + 2% + a.xX% + — aax .. 


ſich der Summe 
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ad .a rar, a, ..5 
als ihrer Graͤnze aa wird. Geßen wir alfo die Summe der 
erfien Reihe — f(x); fo ift die Summe der legtern Reihe 
— Lim f(x), wenn man x fich der Einheit nähern läßt. In 
allen ven Fällen alfo, wo die Reihen 
1 + 0,0082, + 0,c0sß2, + 0,0082, + .... 
e,sin2, +esin2, + o,s5inl, +... 


convergiven, find nad) (37.) ihre Summen refpective 


Lime9® — OP cos( 9, a+9ß), 

Lim ee— 9 Pine, a+ 9), 
wenn man die Größe x, von welcher © und ©, abhängen, ſich 
der Einheit nähern läßt. Bezeichnet man, unter us Vorauss 


ſetzung, die Gränzen von © und ©,, durh L und L, ; fo find 
obige Summen: 


ele—L,ßoss(L,a+Lp) , 
ele— LP inxL,a+Lp) 5 


Es iſt aber 

0 (142æ cos , 
*sin ꝙ 

1-+xcosp ’ 





ı = Arctang 


no 


12 b b 
m _——, my, re 1 cr" Ye 


Alfo ift offenbar 
L = !1l(2+2a), L, = Arc tang 
Aber ’ 0: | 
«= Ya+b=el,24+b—=1i,bh= 171-2; 
b Y1i1-a? Yıi1-a.YIta 1—a 


mo — oo. 








ma 
= " 


42, Wir wollen nun nochmals -alle Säle, in denen die 
egebene Reihe convergent ift, und fich demnach fummiren läßt, 
Bier zuſammenſtellen. | 


I. Ya? +b? <i1, 
14 HN (a Y I). HT gar 7: 
HEN AH ZI Ho... 


L = 41(2+2a),L L, = Arctang 
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c0s{e0 + SBl[(1+a)2 4 h2]} 
+ sin{ec+3#l[(1+a)?+b2]).Y1 


wo 0 der zwiſchen — ir und + +72. enthaltene Bu if, 
für welchen 


_ fu49: 4 beit ef | 





— = 
if. + 
Als befondere Fälle find zu unterſcheiden: 
A) 420. 


14 eB(a+bYZ1) + Bar+ırT): 
+ B(a+bY ZT) + 
== !(i+a): + h2}7. {cosas’ + sineo.Y 1} ; 


0 Arctang- b 





\ 14 4 
zwiſchen — u und + 4. 
B)b=0. 
N TE Te 


= = (1+a){cos[pl(1+a)] + sin[#l(1+a)].Y—1) 
weil Bir o —=0 ifl. 
O)P2=0,5b=0.: 
1 2 3. 
1 + eBa + eBa?2 + Ba? +... = = (1 ra), 
welches für jedes @ gilt, beffen poiie Werth <1if, 
1. rar —1. 


In diefem Falle ft a= cosp, b= sing. Wenn «@ pofitiv 
ift, oder, wenn @==0 ift, oder hwifchen 0 und —1 liegt, voraus- 


gefeßt, daß in den beiden legten Fällen nicht 1+a +br—1=0, 
d. .a=—1,b=0, over 9 =(2m +1) if, if immer: 


1+ 471 —1p(a+ Ya-i)+ al — IB(a+ Ta’ | 
HT Bar ran a 


cos{«0-+4tPl(2+ 2a) )} 


— | 7 ⸗ | 
= (2+2a)?e + sin {@0+3#l(2+22)}.Y7<1 


’ 


für 





—— 


und zwiſchen — 42 und + Ira enthalten. 
Supplem. zu Klügels Wörterb. I. | 9 
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| | ME=O | 
1 + oBla+Ya?—T1) + eB(a+Yar—1)? 
+  Bla+Yaa—i) +. 
= (2 + 22)?. [cosao + sine. Y—1} s 
für den obigen Werth von o. 
| B)b=0. 
Wenn a pofitiv ift, ſo iſt a — 1, und man hat: 
2 +2 Y 1,5 4 — +7 — 15 — 
2«cos (Al2) + sin (Bl2).Y—1}, 


= eh 15, et 15 _ HY—1gr..=0. 
Liegt aber @ zwiſchen O und — 1, oder ift «= 0; fo darf a 
nicht = — 1 ſeyn. In dieſem Falle gilt alfo bloß die erite der 


beiden obigen Reihen. 
cC)f=0,b=D0. 


Für jeden pofitiven Merth von a iſt: 
1 + «eB _ «B EB... =0. 
Fuͤr jeden Werth von a zwiſchen — 1 und + = iſt: 
i Ir BB Ber... =. 
Man ficht alfo hieraus, daß die Gleichung 
14 «Ba 4 aBa2 + aBa® + aBas + ..=(1+a)e 


ilt: Bu | : 

1) für. jeden Werth von a, wenn der numerifche Werth von 
a<1 if; | 
2 re jeden Werth von @ zwifchen — 1 und + ©, wenn 
a—=1 if; 

3) für jeden pofitiven Werth von «, wenn a= — 1 ift. 

43. Vorſtehende Nefultate find mit denen einerlei, welche 
Abel in einer Abhandlung in Crelles. Journal I. S. 311. ge⸗ 
funden hat. Unſere obige Daritellung weicht aber von Abels 
Darftellung in. mehreren Punkten wefentlich ab, und wir haben 
ung bemüht, Mehreres deutlicher zu erläutern nnd flrenger zu 
begründen, Nod) hat Abel a. a. O. ©. 159, einen Ausdrud 
mitgetheilt, von welchem die Binomial- Formel, wenn der Erpo- 
nent eine pofitive ganze Zahl iſt, ein befonderer Fall ift, Der 
Ausdruck iſt folgender: 


(xtfer =xt+ Z—e(x+ pm 


4 MOD. (a 2p)(x+ 2 


Binomiſcher Lehrſatz. 0.339 


+ ad (a a —APpyA-1(x } 2p)n—ı 


+ Tele-(n—1)pyn2(x+n—1)P) 
| + ela—npıı-. 
Zur n — O erhält man (x 4 a)? =x°, wie es feyn muß. 
Dan fann nun beweifen, das der Ausdrucd für n.+1 gilt, 
wenn er fürn gilt. Zu dem Ende multiplicire man mit 
(n +1)ox, und u ; fo erhält man: 
(x A)n-i — xuHl — — pe 


„tn 





e (e-28) (x + 2p)n-t 


— 1 
———— — (x+ 3pjn-2 





+ He lamnpyn-i(x+ng) 
+ Const.. 


Im letzten Öliete fee man vor der Integration (x +n8)° dx 
für x, Zur Beſtimmung der Conftante fege man 


'x=— (n41)8 
+ B=—n 
x +23 = — (n—1)8 


x +33 = — (n-2)ß 
xt np = — 8. 
Alfo, nad) der Angenommenen und abgeleiteten Gleichung: 














ie—(n+1)/l=(— 1) Io + a 
| + FEED. (a 2p) (a1)n=2 pn=2 
es ur 2, (a—3)? (n— 2)n—3 9n—3 | 
ee ae ne 
— nA (1jar0. aa nah ET ann pn } 
„tn + an 24 
ED, In map 2 
= ae ee 


+ Const . 


% 
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Multiplieirt man die erfte Gleichung mit (n 4 1)4; fo er 
haͤlt man: | 

MN lat Rene ar ren 


+ ran, ea(a— — 28) (n—1)n-1 nt | 


_atD n — 


— T un» pn 





(0-38)? (m - Ayn=2 Am-2 


Durch Addition der beiden leßten eihungmn ergiebt ſich: 
Tan ti)d + (n+1)Ble—(n+1)P je = Const, 

— 
Folglich 
(Kt ey = = xna+l — 


Const = |e—(n+1)Bjr.e . 





alt) | ; f 


„arDn,. (a—28)(x+24)n-t 


en 
+ 1.2.3 


HI (a—npp-t(x+nP) 
+ @(a—(n+1)By, 


fo daß alfo der Saß auch fern +1 gilt, und demnach allge 
mein ift, da er fürn=0 richtig if wie wir gefehen haben. 


Sur = 0 wird 
xteP=m+ — 4 


ta —3B)2 (x + 3p)n- 





n(n-1) 002 
BE FE 


n(n—1)(n—2) 


+ 1.2.3 — 
| le a ee ” 
die Binomials Formel. | 
Fiıra=—x wir: 
0=m— Falk Due TE Are. E BD ——— 
—1)(n—2 
— EN apa. 
0 = xn-i — — (x + Anm + Pe) eg r2pam 


NET ep 3a 
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welches auch ſonſt ſchon bekannt iſt, da das zweite Glied dieſer 
Gleichung nichts anders iſt, als (— 1)" As (x»-i), wenn 
man Ix—=P ſetzt, und r(x"=t) iſt bekanntlich iumer — O. 

Einen noch allgemeinern Ausdruck giebt Burg a. a O. 
S. 367. 


- 44. Zur Literatur des Binomial⸗Theorems bemerke ich, 
außer den ſchon vorher angefuͤhrten Schriften: 

Eine Abhandlung von Erelle in feinem Journal (V. S. 187.) 
über die Convergenz der Binomial= Reihe, | | 

Bolzano: Der Binomifche Lehrfaß, und, als Folgerung 
aus ihm, ber polynomifche u. f. m. Prag. 1816, 

Paucker: Neuer und allgemeiner Beweis des binomiſchen 
und polynomifchen Lehrſatzes in den Jahresverhandlungen der 
furländifchen Geſellſchaft für Literatur und Kunft. 1. Mitau. 1819. 

Robertson: A new demonstration of the binomial 
theorem. Phil. Transact. 1806. p. 30% 

R. Burrow: A proof that the Hindoos had the bi- 
nomial theorem. Asiatick Researches, Vol. IH. p. 487. 


Ein. Beweis von Balmquift in den Schwed. Abhandlun- 
gen. 1750. ©. 257, 

Cauchy's Cours d’Analyse algebrique.P. I. Paris, 1821. 
ift überall zu citiren, wo es auf gründliche analytifche Unterſu—⸗ 
dungen anfommt. M. f. p- 164. p. 291. 


Brennlinie, f. Cauſtiſche Flächen und Linien. | 


Buͤrmanniſche Reihe ift eine von Bhrmann, Pros 
feffor zu Mannheim, gefundene und ſchon im Jahre 1796 dem 
Sranzöfifchen Inſtitut vorgelegte Reihe zur Entwickelung einer 
beliebigen Zunction X von x nad) den pofitiven ganzen Potenzen 
einer andern beliebigen Gunction w von x (Memoires de IIn- 
stitut. Tom. II. p. 14. 15. Legendre Exercices de Cals, 
cul integral. Tom. II. Paris. 1817. p. 230. Lacroix 
Trait& du Calcul diff.: et du Calcul int. T. III. Sec. ed. 

Paris. 1819. p. 623.). | 


1. Da u eine Zunction von x, alfo auch umgekehrt x eine 
Function von u iſt; fo fann man auch X ale eine Function von 
u betrachten, und es ift folglich nach der Maclaurin’fchen Neihe 
(Taylor’s Lehrſatz. 12.), wenn wir für u — 0 | 

== == Tin) 
ſetzen: | 


u? r" ’ 
a‘ + 7.2.3 + ..o.. 


-PıT.tım 
X=PT+T.-+T.;+T7 
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z fey im Folgenden immer eine Function von x, welche mit u 
zugleich verſchwindet, ſo daß aber das Verhaͤltniß 7 Nie unend⸗ 
lic) wird. 

2. Es iſt immer 


le) —* y” 
Su 
= > = n(n—1)(n—2).. .u—r+1). — — 
wenn man nach der Differentiation z 0 ſetzt. 

Sey p, um 

pt = A 4 Az 4 AZ hr... + ADdZE ho 

(4) = put AA HAM He). 
Fuͤr n=r ift offenbar 


õe. ur (Z )" 


—- = — — 1404 (r+ f)r..3.2A% 4 .u.'. 





Alfo für z=0: * 
0°. ur a 
6 2n(n—-1) . .2. 140. 


Fuͤr 20 iſt aber: 


pner — — — 
õs .ux — 


er ——— a(n—1)...2.1.(4)"” 


On-r (=) 


dan 


Ale. 


= n(n-1l)..(n—-r+1), —— 
dan— r=0 ik 
Iſt ferner nR r, fo iſt klar, daß der nte Diferentialquo⸗ 
tient des allgemeinen Gliedes Am zetr obiger Reihe 
(«+ ) «+ r—1)..(« +r—n- * 1) A) zehn 
iſt. Fuͤr x r in kommt unter den Factoren | ‚- 
+7, trol,atro?,..<+rond+i 
ſtets einer vor, welcher = O if. Für x Fr>n enthält obiger 
Differentialquotient eine pofitive ganze Potenz von zZ, und ver- 
ſchwindet folglich fir z=L0. Man erhält alſo den Werth von 


(2) 
Ozn 
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für z=0, wenn man, J | 
»ırr=n,z=n-r 
fegt, fo daß -alfo für.z=0: 
z\Na x. 
deu (=) 2 
7 — 
if. Da nun aber nad) der Maclaurinfchen Reihe 
; 2 n-r { 
Alı=r) = — = Nu. _ — ) 
= 7,2.3..(m—r)oan-r ” 1.2.3..(n—r)dan-r 
ift, für z= 0; fo ift unter derfelben Vorausſetzung: 
2 An n-r 
a. (2) ent. ( ) 
— — nn-G-. · -vr * ·. / 
w. + b. w. | - 
3. Fuͤr 1 r iſt 
= — 
on (u =) _ da.urp® 
| ‘Oza—l u zu 3 
wenn man z=0 ſetzt. 


Es tft naͤmlich 
— none OP „(2 rm! Op 

—— = nurp mn FE NN (=) 3; 
L.nfaN\r op _n 

= n2 (=) da n— 


n O.par 
n—r 





n(n—1)(n—2)..2.1A{n-n 





op 
E ze. (n—r)pn=r=i, — 








Aber nach (2.) | 
p=A A2 4 AT... * AM ax ..... 


— = a + QA”z + 3A”2? + ... + zAlK) 2*-1 + u... 


Alfo | 
ur = a {A + 2A” + 3A”’2? +...+ «Al 2X boss): 


Sir nr wäre der Nenner n—r—0, um fir n <r wäre 
diefer Nenner negativ. Im erftern Falle würde alfo vorftehende 
Reihe nicht mehr Statt finden, und au) n <r ift nicht zu— 
(äffig, weil, wie wir fogleich fehen werden, dag Kolgende auf 
dem im (2.) bewiefenen Sage, bei weldyem offenbar n nicht Flei= 
ner als r feyn darf, beruhet. Dad (m — 1)te Differential des 
allgemeinen Gliedes 

nx 


Als) zu kr=1 
n—r i 
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ift offenbar: | | 


+r—N@+r—2)..@tr—n+ 1). Al zutren 


’ 





Iſt nun «+ rZn—1, fo if immer einer der Sactoren 

*kr—1,2+7r—2,x+r—3,... x+r—n+1 
=0, tx +r>n, fo enthält obiger Differentialguotient 
eine pofitive ganze Potenz von z, und verſchwindet folglich für. 
z=0, Man muß alfo, auf ähnliche Art wie in (2.), 

x* trrzn,_s=n—r 

feßen, und erhält demnad für z=0: 
| — | 

Oa=1 ur 

er) = n(n—1)(n—2).... 1Aln-r), 
Aber nach (2.) | 

z \n-r 
00. (*) 


Ozu—r 


2(a—1)(m—2)..1Aam=n(n—1)..(n—r+2). 








c72R 

immer für — 0, Alfo unter derfelben Borausfeßung: 

Ani lar  P* 

0 (u Pr. õn. ur pa 
zu-i = gan ⸗ 
w. z. b. w. 
Fuͤr nr if 

ud; = nue pn-ı CB = nuzn-ı CB ’ 

Differentiirt man num dieſes Product n—1 Mal, fo enthält 
jedes Glied des Differentials offenbar einen der Factoren u oder zZ, 
fo daß alfo, da nad der Vorausfeßung z und u zugleich ver- 
ſchwinden, dieſes Differential für z = 0 verſchwindet. Iſt 
n<r, fo iſt Ä | 

d.pa Op Op 


— = nur pn-i Er — Br zu—i * 
wor —n-1+-n—1=r>n it, fo daß alfo, nad) einer 
ganz Ähnlichen Schlußweiſe, wie vorher, ebenfalls 
d.pa 
On-1 ur 
ee) sy 


uf, für 2 = 0. - 
4 Nach (1.) ift nun 
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Xpn = Tp+T.7 +7. E+ır 2 + 
a ...+ SE era ye +... 
On.Xpn T’ On.up , T’ os. 1 er 
tr 2: 
'T(r) os. u, J 


+ 1934 1.2.3..r° dzu 
. oder nad) (2%) 





On.Xpn = ÖOr,pa On-1, pn-1 
J ed a ker 
—— „ On—2, pn-2 
* 1.2 — zu<2 
n(n—1)(n— 22) Tr. On—3 ,pn—3 
* 1.2. 3 —*— 
+ ZTa=-), Op + To), 
Te "or 
Ferner ift 
O.pn _ — T pe. ea d.pn 
— a ra Fr 
rn .p? i 
a: 1.2.3.2 url? +. 
One! (xSE * On-1 (u * 


mo de pu , T | 
Aare a En ae ae 7 ae 





Aber für n >r nah (3.) und 2): 


On-ı (ur ) u | On-r, pr—r 


ee ee er 


und nad) (3.) 
ön-ı(und;P? pP” 2) 


— =0. 
alſo | 
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d.pn 
an (x pP D m  do-t,pa-t = 
— er [en tt ar 
ei —*—* — 
— a „ On-3,pn-3 
* 1.2.3 T u Ozu—s 
+ — Ta-ı). ‚cp , 


da die — Glieder verfoinden. Es iſt folglich, wie ſo⸗ 
gleich erhellet: 


&n.Xpa (xt; *) u 





Ku 
on-1 a — X 8 
BE: Ton) 


ni 


X 
_ On-1 (pm ) 
— o om 
— unter der. Vorausſetzung, daß man nach der Differentiation 
20 ſetzt. 


Sind alſo u und z zwei zugleich — Functionen 
von x, ſo if für jede Function X von x, wenn mir 


— Ta) 


d. i. 


p 
„= 
fegen: _ 
xX—Xx4 oX u Pd u? 
* 02 1 7 07 1.2 
oX 
N 2 (# u⸗ ' 
02 1.2.3 
oX 
an-ı(p F en 
ozn-t “mer 





ivenn man auf ber rechten Geite des Steichheitsgeichene in X, 
P7z, und allen Differentialquotienten nad) der Differentiation 
z —=0 feßt, 
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5. Sey 
| 1=ms-,u= og ‚p= pl), = 083 
fo iſt 
x=a + up(x) 
ri | | ax 
j oX,u ar u? 


X x + PT 4 m 1.2 
, „0X | 
0: (ex) 3 uꝰ 
+ 0x? 1.2.3 
—— m 
Oxa-t- 'I.2..n 


wenn man auf der — Seite 280, d. i. x — a ſetzt. 
Setzen wir nun X=yx, a=y; ſo iſt hiernach, wenn 
u Be a — N 


duy 
duyu fun: 2} u? 
wuaWytpyn, Tr, T3 


ae u3 
AR | A 
oy? 1.2.3 


it: 





. * — a .n 


.ocoe9h HH oe —2— 


welches die —— Reihe (SH. II, ©. 632.) ift, die 
alſo aus der Buͤrmanniſchen folgt. 


6. Sür 
u e(x) — yla), z=x—a 
” Bu ER IR) = ya) 
PaI7@7n ro) =( x—a * 
Alſo 


ae ec 
+5 y(x) — pla) a u 


X— a UX 


* 


Te — 
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On-1 | (3) — = say“ en u» 


Oxn-i x—a 
. . 0 08 [1 8 3 3  ı — 83 8 8 u oe 


wenn man — der rechten Seite z=0,d.i.x=a ſetzt. 
Für g(a)=0 wir: 














X=X+(; B —4 * 
Era 
= — (5° Di; 1 133 3 
Ele — 


. — . ud ee 82 82 ee >» 


wenn man auf der seiten Seite ma ſetzt. 
Sey z. B. X— b*; (x) — xcx. Aus der Gleichung 
y(a)=0= ace 
folgt a — O. Auch it, wenn wir die natürlichen Logarithmen 
bloß — I bezeichnen: 
— bꝛ . — 


Ferner findet ı man’ durd) fortgefeßte Differentiation leicht: 


i(p= x 
ED) = Ip lip—nleja-te-ashr 


Alfo 





br =1 + 1 4 Ib (ib = 205 





+ 1b (Ib 310): 3 


4 & 





> Ib (Ib Ale)» 7- 
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Cardans Regel. Hill: Casum irreducibilem solvendi 
conatus, und Additamenta ad conatum, casum irreducibi- 
lem solvendi in Crelles Journal Il. S. 303; und VII. 


NS. 44, 
Catacauſtica, ſ. Cauſtiſche Flaͤchen und Linien. 


Cauſtiſche Flächen und Linien. 349 ° 


Gauftifche Flächen und Linien, 1. Der Weg eines 
Lichtſtrahls im einem homogenen diaphanen Medio bleibt nad) 
den eriten Gründen der Optik fo lange eine gerade Linie, fo lange, 
der Fichtftrahl nicht eine feſte Släche trifft, oder in ein anderes 
homogenes diaphanes Medium von verfchiedener Dichtigfeit uͤber⸗ 
seht. Im erſten Salle findet eine Zuräcdmwerfung oder. Re— 
flerion, im zweiten eine Örehung oder Nefraction ftatt. 
Die Gefeße der erftern unterfucht die Katoptrif, die der leß- 
tern die Dioptrif. Der Punkt, in welchem bei einer Reflerion 
der Lichtſtrahl die zuruͤckwerfende fefte Fläche, bei einer Refra⸗ 
ction die Flaͤche trifft, welche die beiden diaphanen Media von 


einander fcheidet, heißt der Einfallspunft, und eine durch 


Denjelben auf die entfprechende Fläche gezogene Normale dag Ein- 
falisloth. Der Winfel, welchen der einfallende Strahl mit 
dem Einfallslothe bildet, heißt der Einfallswinfel, und der 
von. dem zuräckgesworfenen oder gebrochenen Strahle mit dem 
Einfallslothe eingefhloffene Winfel wird refpective der Refle— 
xions- oder Nefractionswinfel genannt. . Der einfallende 
und der zuruͤckgeworfene oder gebrochene Strahl liegen, wie die 
Katoptrif und Dioptrif Ichren, mit dem Einfallslothe ftets in 
einer Ebene. Der Einfallswinfel it immer dem NXefleriong- 
winfel gleich, welches das Grundgefeß der Katoptrik iſt. Bei 
der Brechung iſt für diefelben zwei diaphanen Media das DVer« 
bältniß der Sinus des Einfalld- und Refractionswinkels, d. 5. 
das Örehungsverhältniß, ein conftantes Verhältniß, wel- 
dyes das Grundgefeß der Dioptrik iſt. In der Katoptrif und 
x Dioptrif erfcheinen Ddiefe beiden Grundgefege als Nefultate der 
Erfahrung, find aber aud) das Einzige, was diefe beiden Wiffen- 
fchaften der Erfahrung entnehmen, indem alles Uebrige aus diefen 
beiden Gefegen durch Schlüffe, denen nicht im Mindelten geome- 
trifche Evidenz mangelt, abgeleitet wird. Für gegenwärtigen Ar- 
tifel find diefe Geſetze bloß geometrifche Bedingungen, welchen 
zwei eine beliebige krumme Fläche oder Linie in einem Punfte 
£reffende gerade Linien in Bezug auf ihre Lage gegen die in Rede 
ftehende frumme Fläche oder frumme Linie unterworfen find, fo 
daß wir alfo, indem wir die Natur folcher geraden Finien hier 
näher ludiren, durchaus nicht aus den Öränzen der reinen Mas 
thematik heraustreten, indem alles Folgende ganz den Charakter 
der theoretifchen Geometrie an fich tragen wird. Wir gehen von 
einem geometrifchen Problem aus, welches ung zu einem Lehrfag 
führen wird, der als die Grundlage diefer ganzen Theorie zu be= 
trachten ift. Ä 


2. Seyen zwei willführliche fefte frumme Flächen im Raume 
gegeben, welche. wir durch F und F’ bezeichnen wollen. Denkt 
man ſich nun zwei bewegliche concentrifche Kugeln S und S', 
welche fich fo bewegen, daß ihre Halbmeſſer fid) zwar ändern, 
aber immer ein gegebencs conftantes Verhaͤltniß zu einander be= 


’ 
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halten, und daß diefe beiden Kugeln die beiden gegebenen Zlächen 
ftets berühren, die Kugel IS die Flaͤche F, die Kugel S’ die 
laͤche F; fo mwird- bei diefer Bewegung der gemeinfchaftliche 
ittelpunft der beiden Kugeln eine dritte Flaͤche befchreiben, des 
ren Relation: zu den beiden gegebenen Flaͤchen zu beftimmen die 
Aufgabe: if. 
Mir beginnen mit dem einfachften alle, indem wir voraus— 
fegen, daß die gegebenen Flächen beide Ebenen find, welche wir 
durch E und E bezeichnen wollen, Die gefuchte Fläche mag 
immer durch @ bezeichnet werden. Für irgend eine Lage und 
Größe der beiden Kugeln fey C ihr gemeinfchaftlicher Mittelpunft, 
und B, B' feyen ihre refpeetiven Berührungspuncte mit den beis 
den gegebenen Ebenen, alfo BC, BC ihre auf denfelben fenf- 
rechten Halbmeſſer. Durch den gemeinfchaftlihen Durchſchnitt 
der Ebenen E, E und das Centrum C denfe man fid) nun eine 
dritte Ebene gelegt, und nehme in derfelben einen - beliebigen 
Punkt C, an, von welchem man auf die beiden gegebenen Ebe- 
nen die Perpendifel B,C,, B,C, fällt. L fey der Punft, in 
welchem der gemeinfchaftlihe Durchfchnitt der drei in Rede fte- 
henden Ebenen von der Linie CC, gefchnitten wird, fo ift offenbar 
| BC LC- BC 198 


Alfo 
BG _ BG BC _B,C, 
B,C,  B,CH’ BC” BIC, * 
Demnad) ift offenbar auch C,.der Mittelpunft, und B,C,, 
RB ,C, find die Halbmeffer zweier concentrifchen Kugeln, welcye 
den Bedingungen unferer Aufgabe genügen, Auf diefelbe Weife ift 
überhaupt jeder Punkt der durch C und der gemeinfchaftlichen 
Durchichnitt der gegebenen Ebenen gelegten Ebene ein ſolcher Mittel— 
punft, fo daß alfo diefe Ebene die gefuchte Fläche G ift, indem 
man fic) aus dem Dbigen zugleidy leicht überzeugt, daß auch fein 
Punkt außerhalb derfelben Die Bedingungen der Aufgabe erfüllt. 


- Seyen jet F, F zwei willkuͤhrliche krumme Flächen, C _ 
ſey ein beliebiger Punkt der gefuchten Flaͤche G, und B, B' feyen 
die entfprechenden Berührungspunfte der beiden Kugeln mit den 
gegebenen Flächen. Für eine unendlich Fleine Aenderung der Lage” 
des Punftes C, und fomit auch der Größe der beiden Kugeln, 
fann man ftatt der Flächen F,F die fie in den Punften B, B' 
berührenden Ebenen E, E feßen, und der Mittelpunkt der bei— 
den Kugeln wird fid) nach dem Vorhergehenden auf einer die ges 
ſuchte Fläche G in dem Punfte C berührenden Ebene E, bewe— 
gen, fo daß die Ebenen E, E,E, fih in ein und derfelben 
geraden Linie fehneiden. Die Flaͤchen F, FF, G haben alfo die 
Eigenfchaft, daß die diefelben in den Punkten B, B', C berübs 
renden Ebenen E, E, E, ſich flets in ein und derfelben geraden 





Linie ſchneiden. Legen wir nun durch den Punkt C eine auf 
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diefer gemeinfhaftlihen Durchſchnittslinie fenkrechte Ebene E,, 


ſo iſt flar, daß die Ebenen E, E, E, ſaͤmmtlich auf derſelben 


fenfrecht find, und daß folglidy foiwwohl die durch) C gehenden 
und auf den Ebenen E, F' ſenkrechten Linien BC, BC, als 
auc) das durch den Punkt C auf die Ebene E, errichtete Pers 
pendifel, fümmtlich in der Ebene E, liegen. In Fig. 5. fey die 
Ebene des Papiers die Ebene E,, und Le, Le, Le, feyen 
die Durchfchnitte der Ebenen E, E, E, mit diefer Ebene, Bes 
zeichnen wir nun die von BC und B'C mit dem durdy C auf E, 
errichteten Perpendikel eingefchloffenen Winkel vefpective durch «, 
an &, fo erhellet leicht, daß « = BLC, @« = BLC if. 
: | 


—— sina’ BO 
So . — LG’ — 16 ® 
Solglidy durch Divifion: 
ü sine _ BC 
. sinu BC’ 
a sine:sina’, wie BC:B’C, ein conftantes Verhält- 
niß iſt. FBW 
Aus allem Vorhergehenden ergiebt ſich folgender Lehrſatz: 
Wenn zwei concentriſche Kugeln von veraͤnder— 
lichem Radius im Raume ſich ſo bewegen, daß ihre 
Radienſtets ein conſtantes Verhaͤltniß zu einander 
haben, und von ihnen immer beziehungsweiſe zwei 
gegebene feſte Flaͤchen berührt werden; fo iſt der Ort 
ihres gemeinfhaftlihen Mittelpunfts eine Fläche 
von folder Beſchaffenheit, daß, wenn man von ei— 
nem beliebigen Punfte in derfelben auf fie und auf 
die beiden gegebenen Flächen fenfredte Linien zieht, 
diefe drei Normalen immer in einer Ebene liegen, 
und die Sinus der von dem beiden letztern Normalen 





mit der erſtern eingefchloffenen Winfel indem cons 


ftanten Verhältniß der Halbmeffer der beiden Ku 
geln zu einander fichen. J | 


3. Erinnert man ſich bei diefem Sage nun an das Grunde 
gefeß der Dioptrif oder der Brechung der Lichtftrahlen (1.), fo 
ergiebt. fi aus demſelben unmittelbar das folgende Fundamen- 
tal=Theorem: | 


* 


Wenn zwei homogene diaphane Media von ver— 


ſchiedener Dichtigkeit durch eine beliebige Flaͤche 
von einander geſchieden werden, und die einfallen— 
den Lichtſtrahlen haben eine ſolche Lage, daß fie 
ſaͤmmtlich von einer auf ihnen ſenkrechten Flaͤche 
geſchnitten werden koͤnnen, fo giebt es immer auch 
fuͤr ſaͤmmtliche gebrochene Strahlen eine ſolche or— 
thogonale Trausverſalflaͤche, und die von irgend 
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einem Punkte in der die beiden brechenden Media 


von einander fcheidenden Flaͤche auf diefe beiden or— 
tbogonalen Transverfal- Flächen gezogenen Nor- 
malen ſtehen immer in dem conftanten Verhältniß 
der Sinug des Einfalld- und Refractionswinkels 
ji einander. Auch fiedt man, daß jeder orthogona— 
en Transverfal-Flähe der einfallenden Strahlen 
eine ortbogonale Transverſal-Fläche der gebroche— 
nen Strahlen entfprehen, und immer obiges Geſetz 
ftatt finden muß. | 


4. Dan fann diefen Sag aud) fo ausdrüden: 
J. Wenn zwei homogene diaphane Media durch 


eine beliebige Fläche von einander getrennt, und 


alle einfallenden Strahlenvoneineraufihnen fenf«- 
rechten Fläche gefhnitten werden; fo befchreibe man 
aus allen Punkten der die beiden bredhenden Mittel 
von einander fcheidenden Slähe als Mittelpunft 

Kugeln, deren mon zu den Entfernungen der 
entfprechenden Mittelpunfte von der orthbogonalen 
Transverfal- Fläche der einfallenden Strahlen in 
dem conftanten VBerhältniß der Sinus des Kefrac- 
tions- und Einfallswinfels ſtehen: dann wird im— 
mer die diefe fämmtlihen Kugeln einhüllende 
Slähe eine ortbogonale Zransverfal- Fläche der ge- 


brochenen Strahlen ſeyn. 


Nimmt man die einfallenden Strahlen ſaͤmmtlich unter ein— 
ander parallel an, ſo iſt Ih auf ihnen fenfrechte Ebene eine or— 
tbogonale Transverfal- Fläche diefer Strahlen, woraus ſich fol- 
gender Lehrfaß ergiebt: 

I. Wenn zwei homogene diaphbane Media durd 
eine beliebige Slädhe von einander gefhieden wer— 
den, und die einfallenden Strahlen in einem diefer 
brechenden Mittelfämmtlidy unter einander parallel 
find; fo befhreibe man aus allen Punkten der die 
beiden Mittel von einander trennenden Fläche als 
Mittelpunften Kugeln, deren Halbmeffer zu den 
Entfernungen der entfprehenden Mittelpunfte von 
einer willführlihen auf fämmtlichen einfallenden 
Strablen ſenkrechten Ebene in dem conftlanten Ver— 


haͤltniß der Sinus des Refractions- und Einfall 


winfels fliehen: dann ift die alle diefe Kugeln eine 
büllende Slähe eine orthbogonale Transverſal— 
Fläche der gebrochenen Strahlen. 

- Laßt man die einfallenden Strahlen alle von einem Punkte 
ausgehen, fo if jede aus diefem Punkte als Mittelpunft be- 
fehriebene Kugelfläche eine orthogonale Transverfal » Fläche der. 
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einfallenden Strahlen. Setzt man nun den Halbmeffer diefer Ku- 
gelflächen — 0, fo erhält man fogleidy folgenden neuen merfe 
würdigen Fehrfaß : | | 

IH. Wenn zwei homogene diaphane Media durd) 
eine beliebige Eiche von einander getrenntwerden, 
und die einfallenden Strahlen alle von ein und 
demfelben Punkte ausgehen; fo befchreibe man aug 
alten Punften der die beiden Mittel von einander 
trennenden Flähe Kugeln, deren Radien zu den Ent— 
fernungen der entfprechenden Mittelpunfte vondem 
ftrablenden Punfte in dem conftanten Verhaͤltniß 
der Sinus des Refractions- und Einfallswinfelg 
ſtehen: dann ift die alle diefe Kugeln einhüllende 
Fläche cine ortdogonale Transverfal- Fläche der ge— 
brochenen Strahlen. 

Denft man ſich bei der Neflerion den zuruͤckgeworfenen 
Strahl über den Einfallspunfe hinaus rückwärts verlängert, fo _ 
wird augenblicklich erhellen, daß die Neflerion eigentlich nur ein 
fpecicller Sal der Refraction it, eine Nefraction nämlich, bei 
welcher das Berhältniß der Sinus des Einfalls- und Refractiong- 
winkels — 1: — 1, d. i, bei welcher die Sinus des Einfallgs 
und Nefractionsiwinfels ſich bloß in den Zeichen unterfcheiden, 
oder bei melcher, wem, wie oben, & den Einfallg=, @ den Re— 
fractionswinkel bezeichnet, «+ @ —=O ift, wobei man fid) aber, 
wie fchon erinnert, den reflectirten Strahl immer rüchvärts über 
den Einfallspunft hinaus verlängert denfen muß. Unter diefen 
Vorausſetzungen ergeben fid) aus dem Vorhergehenden unmittelbar 
folgende Säte: 

IV. Wenn Strahlen, die alle auf einer beliebi— 
gen Flaͤche normal find, von einer zweiten willführ« 
lihen $läcdereflectirt werden; fo denfeman fi aus 
allen Bunften der reflectirenden Fläche als Mittel- 
punkten Kugeln befhrieben, welche die aufden ein- 
fallenden Strahlen ortbogonale Transverfal-Släche 
fämmelich berühren: dann iſt die alle dieſe Kugeln 
einhüllende Slähe eine orthbogonale Transverſal— 
Flaͤche der reflectirten Strahlen 

V. Wenn unter einander parallele Strahlen 
von ‚einer beliebigen Fläche reflectirt werden; fo 
denfe man fid aus allen Punkten diefer Fläche alg 
Mittelpunften Kugeln befhrieben, welde cine will» 
führliche auf den einfallenden Strahlen fenfredte 
Ebene berühren: dann ift die alle diefe Kugeln ein- 
huͤllende Fläche eine orthogonale Transverſal-Flaͤche 
der reflectirten Strahlen. 

VI Wenn Strahlen, die ſaͤmmtlich aus einem 
Punkte ausgehen, von einer beliebigen Fläche re- 

Supplem. zu Klügels Wörterb. I. . 
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flectirt werden, fo beſchreibe man aus allen Punkten 
der reflectirenden Fläche als Mittelpunften Kugeln, 
welche durch den firahlenden a Alle dann: ift 
die alle diefe Kugeln einhüllende Flaͤche eine ortho— 
gonale Transverfals$läde der reflectirten Strahlen, 


5. Daß die vorhergehenden Saͤtze mit der nöthigen Modis 
fication auch für krumme Linien in einer Ebene gelten, erhellet 
augenbliclih, wenn man nur annimmt, daß die orthognale 
Transverfal- Fläche der einfallenden Strahlen und die trennende 
oder zurüchverfende Fläche durdy Umdrehung ziveier frummen 
Linien um diefelbe Are entftanden find, und die Schnitte diefer 
Flaͤchen betrachtet, welche durch Ebenen’ gebildet werden, die 
durch die gemeinfchaftliche Drehungsare "gehen. Auc) überzeugt 
man ſich leicht, daß unter diefer Vorausſetzung die einhuͤllende 
Fläche. in jedem Falle ebenfalls durch Umdrehung einer Curve um 
diefelbe Are entflanden gedacht werden kann. Es wird tiber 
fluffig feyn, die obigen ſechs Theoreme bier in Bezug auf Eurven 
in einer Ebene von Neuem aufjuftellen. Nur das $undamens 
tal-Theorem mag bier einen befondern Platz finden: 


Feder ortbogonalen Transpverfal- Linie der ein 
fallenden Strahlen entſpricht immer eine orthogo— 
nale Transverfal»Linie der gebrochenen oder zus 
rüdgeworfenen Strahlen, fo daß, wenn man von 
beliebigen Punften der trennenden oder zuruͤckwer— 
fenden Curve auf diefe beiden orthbogonalen Trans 
verfalen Normalen zieht, diefe Normalen bei der 
Brechung in dem conftanten Verbältniß der Sinus 
des Einfalld- und Refractionswinkels zu einander 
fteben, bei der Zurüdwerfung dagegen einander 
gleich find, wobei man nur zu bemerfen bat, dag im 
legtern Galle die reflectirten Strahlen über den 
Einfallspunft hinaus ruͤckwaͤrts verlängert gedacht 
werden müffen. | 


6. Erleidet ein Lichtftrahl nicht bloß eine Brechung oder 
Zurüchwerfung, fondern mehrere Brechungen oder Zurüchverfungen 
nad) einander, fo folgt mittelft. einer leichten Schlußweiſe aus 
dem Vorhergehenden augenbliclih, daß es, wenn es für die 
einfallenden Strahlen eine orthogonale Transverſal-Flaͤche oder 
Transverfal = Linie giebt, auch immer für die legten gebrochenen 
oder zuruͤckgeworfenen Strahlen eine orthogonale Transverfals 


a 


Flaͤche oder Transverfal= Linie- geben muß. 


7. Nach diefen geometrifchen Betrachtungen wollen wir nun 
zu analgtifchen Unterfuchungen übergehen, Seyen zu den Ende 
F=0,F=0 


die Gleichungen ‚der ortbogonalen Transverfal= Flächen der ein- 
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fallenden und. der’ gebrochenen oder zuruͤckgeworfenen Strahlen. 
Eben fo fey 
' G=0 
die Gleichung der die beiden Mittel trennenden oder der zuruͤck⸗ 
werfenden Flaͤche. Die Coordinaten dieſer drei Flaͤchen ſollen 
reſpective durch X, y, 23 xX, y, 2; X,Y, Z bezeichnet 
werden. Denken wir und von irgend einem Punkte in der die 
beiden Mittel fheidenden oder zurückwerfenden Fläche, deffen Coor- 
dinaten alfo nad) bem Dbigen X, Y, Z find, auf ‚die beiden 
Zransverfal- Flächen Normalen gezogen, fo find nah dem Art, 
einge (22.) in diefen Zufäßen die Gleichungen diefer 
ormalen: | 


x-2 + 2-2%)=0 Y-y + 2-2)()=0; 
x + 2-9, (5)=0, 1-7 + @-n(&)=0. 


Die Quadrate diefer Normalen find nach dem Art. Coordinate 
(12.) in diefen Zufäßen: 
(X—x)? + (Y—-y)? + (2-2)? , 
| und (X—x)? + (Y—y)? + (2-7), ® 
Alſo nad) (4. J.), wenn wir das Brecjungsverhältniß = min, 
n für den Fall der Zuruͤckwerfung m — —n oder m + n—=Q 
eßen: eg — 


nꝰ {(X—x)? + (Y—y)? + (Z—2)?) =m2 (X)? +(Y-y)’+(Z—-7)2}, 
fo daß wir nun folgende acht Gleichungen haben: 
F=0,Fr=0,6=0;.. 
a2 42-2) (5) = 0, 1-3 +2) = 0; 
F — 0x’ _ : u ON _ , 
— 6 =, Y-y+2-9(5)=0; 
a? {(X— x)? + (Y—y)? + (2-2)? =m? (X)? + (Y-yY)P+(Z—2)2}, 
welche überhaupt die neun veränderlichen Größen x, y,2, x',y, zZ, 
X,Y,Z enthalten. Nehmen wir nun zwei der Gleichungen 
F=-0,F=0,6=-0 
als gegeben an, fo bleiben ung noch fieben Gleihüngen, aus de— 
nen. man jederzeit ſechs der obigen neun veränderlichen Größen 
eliminiren, und auf diefe Weife eine Gleichung zivifchen den drei 
übrigen veränderlichen Größen, d. i. die unter den drei vorher— 
gehenden Gleichungen als unbefannt angenommene Gleichung 
finden kann. Man fann indeß es andere iwefentliche Vortheile 
darbietende Gleichungen finden, wobei wir, die Begriffe zu firiren, 
annehmen wollen, daß F=0O, G—=O befaunt feyen, und 
F=0 gefunden werden folle. ı Alle nen find 
bier, auch wenn dies nicht beſonders durch“ Einſchließung in Pa- 
5 32 


n 
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rentheſen angedeutet wird, partielle Differentiale. Differentiirt 
man nun die Gleichung 

n2(X—x)? + (Y-y)?+(Z—2)’?}=m? (a: ”+ V-y + (Z—7))?} 
in Bezug auf X, fo wird: 


m Ge ie } 


man 3 +0-2(& (#- Z)+@- (E- Ale 


wobei $ bemerfen ift, daß x, y ganz unabhängig von einander 
find. Aber, da Z als Function von X und Y,z ale Function 
von x und y betrachtet wird: 

07 _0Z RK 02 0X 

dx Ki + x 

du Qu 0x , de 0y 


welches, in obige —— rn ‚ giebt: 


[x + (7) 


[x „is X 4 [x-y+2@-n% & 


— [x +(2-7 =|& — HZ: 2464 a . 
Folglich , wenn wir der Kürze wegen 


Jesse) 


gm ar 7+ 2-9 (% 7)} * — ea 
feßen, nad) dem Dbigen: J 


e() +Q 


=m 


=0, 


und ganz auf diefelbe Weife, indem man nady y differenfürt: 


() 
—— 
woraus man leicht erhaͤlt: 

0 
Be Be 
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Wäre nun allgemein a: 


OX\(OY\ „(AR ON _ 0. 
ltd 
fo wäre dadurd) eine allgemeine Bedingung gegeben, welcher die 
Flaͤchen, deren Gleichungn F=0, G=O find, "unterworfen 
feyn müßten, da doch offenbar diefe Flaͤchen ganz willführlid) 
angenommen werden fönnen, und an eine folche Bedingung durd)- 
aus nicht zu denfen it. Es ift folglidy im Allgemeinen nicht 


OX\ /0 OX\ /0YX 
=) 
und daher wegen obiger Gleichungen 
P=0,Q0=0. 
Mir haben alfo nun folgende acht Gleichungen: - 
=0,F=0,6=0; 


xx + (2—2)(5) =0,Y-y+ (2-2(z) =0; 


fra) foren) 


| „fr y+2-5(57)) = mer y +22 (57) 
n? {(X—x)2 + (Y-y)? + (Z—2)2) =m? (KR)? + (Y-Y)2+Z- 20). 


Diefe Gleichungen gewähren den wichtigen Vortheil, daß aus 
ihnen die Differentialquotienten  * Ä 


(2) (9), 
verſchwunden find. 


Sid F=0, G=0 gegeben, fo bedient man fih, um 
die Gleihung FO zu finden, vorftehender Gleichungen. Sind 
F=0, G=0 gegeben, fo führt man, um F=0 zu finden, - 
ftatt der Gleichungen 


X—x +2-2(5) = 0, 1-r+2-2(5) = 0 
nur Die Gleichungen E 
x—x+(2—z) (2) = 0, Y-y+(2-2) (5) = 0 


ein. Sind aber F= 0, FO gegeben, fo findet man die 
Gleichung &— 0 mittelft der erfiern obigen Gleichungen, - aus 
denen die vorhergehenden abgeleitet worden find, Auf diefe Weiſe. 
wird man nie der Integralrechnung bedürfen, 


Um ein Beifpiel der Anwendung diefer Gleichungen zu geben, 
fo feyen die beiden brechenden Mittel durch eine Kugelfläche von 
einander getrennt, deren Mittelpunkt wir als Anfang der Coor— 
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dinafen annehmen tollen. Die einfallenden Serahlen mögen alle 
aus einem durch die Coordinaten a, b, ce beftimmten Punfte 
ausgehen. Die gegebene Gleichung tft alfo 
| 24 Yızer; — 
und, weil die Strahlen alle aus dem Punkte (a,b, c) m 
fo haben wir: 
*——4 y=b, =C6C» 


ı Aus der gegebenen Gleichung der Kugelfläche oft augenblicklich: 


x07 
——«——— 
Alſo haben wir mittelſt der obigen allgemeinen Gleichungen: 
X—a2 zX—xı2 cY—IZz_zY—yZ 


mot ad 
X—a)?+(Y— by? HA 0} _ KW MER 
m? n? 


Aus diefen drei Gleichungen. und der Gleihung der Kugelfläche 
niuß man X, ‚Yı Z eliminiren, um die Gleichung F= 0 zwi⸗ 
ſchen x, y', 2 zu finden, 

Aus den beiden erften der drei vorftehenden Sleihingen, und 
der Sleichung der Kugel, findet man. leicht; 





Z = 


Folglich | 
(m?x—n?a)X + (m?y’—n?b)Y + (m?z’ Esiejz 
— r Y!m?x2—n?a)? + (my —n?bji+ (m z—n?c)?. 


Die lebte der drei obigen Gleichungen bringt man leicht auf die 


Form: 
(m’—n?)(X?+Y’+2?) 
— 2/(m?x’—n?a)X + (m?2y—n?2b)Y + (ms —n?c)Z2}} = 0 

| + m?(x2+y? +72) — n?(a2+b?+c?) 
oder 
2{(m?’x "_n2a)X + (m?y—n?b)Y + (m?z!’—n?c)Z} 
= m? (?+y?+z:+r?) — n?(a?+ b?+c?+r?). 
Folglich, mit dem Dbigen verglichen, wenn man ingfeich auf 
‚beiden Seiten quadrirt: 
Ar?!(m?x’—n?a)? + (m?y’ —n2b)2 + (m? —n?c)?} 
= {m(X?’+y?+z7?+r?) — n?(a+b?+o?+r2)}?, 
die Öleihung der gefuchten orthogonalen Transverfalfläche der 
gebrochenen Strahlen, 
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Um ein Beifpiel für den Fall zu haben, wenn bie Gleihung 
G= 0 gefuht wird, wollen wir die Gleichung der Flaͤche be- 
fimmen, von welcher die beiden Mittel br werden müffen, 
wenn die aus einem Punfte, den wir als Anfang der Coordi- 
naten annehmen wollen, ausgehenden Strahlen fid nad) der 
Brechung wieder in einem durch die Coordinaten a, b, e gege- 
benen Punfte vereinigen follen. Wir haben alfo Be 


x—=0,y=0, »=0;r=a, y=b, z=c. 
Folglich 


n2(X24+Y2 +22) = m?{(X-—a)? + (Y—b)? + (Z—c)?;, 
d. i. nach leichter Transformation: | 
(m? —n2)(X?+Y? +22) — 2m?(aX+bY+cZ)\ _ 
Fuge) | 
oder | 
2 a 2 
nee —— 


m? 113 





__ mn Ya? + b? + 02]? 
I mn |’ 


welches die Gleichung einer Kugel iſt. 


8 Sind 
 F=0,F=0, G=0 . | 
Gleichungen frummer Linien in einer, Ebene, fo hat man gan; 
wie vorher: 
F=0,F=0, G=0; 


xt =0, Kr N=0; 
n2 {(X—_ x)? + (Y-Y?} = mi{X-N)? + IM). 
Differentiirt man die legte Gleichung, fo wird: 


„{&-9(7-1) + a-n(% -)} 
= mx) + NE -&)} 
= Ix-2% + a» _ [x-=+0-n$]} | 
= m (an + 0-NE- [&-n%& + a-n2]} 
Aber | Ä 


x—x + v-rı =0. 


Solglich, wenn man mit = multiplicirt, aud) 


; ⸗ oy' e 
—ã 6-60. 
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Alſo, wenn man zugleich auf beiden Seiten mit SE multipficiet: 
| u j Y 
— — —3 = m?’ — — 
ſo daß man folgende Gleichungen hat: 
J F=0,F=0, G=0; 
X—xH+ w-yI= 0; 


EN Zu = m? | x +05) ; 

na (X x) +(Y-y?}) = m{(X-xX)P?+(lY-y):}, 
oder 

ii F=0,F0, G=0; 
X—-x+(Y- 7 * 
Eee 
, AR 

m x—x4 v2) * mi ſx⸗-* 1203 

ne X—-x) (-)—myy. 
Alle dieſe Gleichungen werden auf eine ganz aͤhnliche Art ange— 
wandt, wie vorher im (7.) gewieſen worden iſt. 

9. In dem beſondern Falle, wenn alle Strahlen aus ei- 
nem Punkte in derfelben Ebene ausgehen, im welcher die durch 
die Sleihungn F=0, F=0, G=0 bargeftellten Curben 


liegen, hat man nad) (4. III. VI.), wenn man diefen Punkt 
als Anfang der Coordinaten annimmt, die Gleichungen 


=0,y=0, 
Folglich hat man für diefen all; 
E00, 6503 


— 
Zr +(Y—y * =0; 
* 9y 
uzſx 14r83 = m|x—x *03 
n2/X? + Y?2} = m?{(X-x)? 4 0x —)23 
Ale nun folgenden Beifpiele follen fi) der Einfachheit wegen 
bloß auf diefen fpecielfen Fall beziehen, 

10, Sey zunächft die Gleichung G = 0 ber die beiden bre— 
chenden Mittel trennenden Eurve gegeben, und die Gleichung FO 
der orthogonalen Iransverfale der gebrochenen Strahlen werde 
geſucht. Die gegebene Gleichung ſey 
eX+ pY=y ‘ 
die Gleichung einer geraden Linie,  Denft man ſich won dem | 
Anfange der Coordinaten auf diefe Linie ein Perpendifel gefällt, 


fo find nad) Principien der analytiſchen Geometrie (Linie, gerade) 
die Eoordinaten des Fußpunftes diefes Perpendikels: 


— 
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er 2 
4 a? +ß 6 a? + Pf 
wobei man fich nur die gegebene — unter bie Form 
— 7x +7 r 


gebracht denken muß. Die huge des im Rede ſeheiden Perpen⸗ 
dikels iſt 


r 
ß. Dr 
— — — ⸗ 
a2 Ya? 2 
145 — 


Nultiplicirt man nun die — Gleichung auf beiden — mit 


— ” 

fo wird: r a 

_ey Br; ». Y | 

ET rer 88 
und folglich, wenn wir die Coordinaten des Fußpunktes des von 
dem Anfange der Coordinaten auf die gegebene gerade Linie ger 
faͤllten Perpendikels durch a, b, die Laͤnge dieſes al 
dur) c bezeichnen; 
aX + bY = c? 

die Gleichung der Be geraden Linie. Da 
UBER; AHRE SEHE .; — 
7 “ar  Yoayp 
ift, fo überzeugt man fic) feicht von der für dag ee wich⸗ 
tigen Relation: 


Da 


a 4be 


oX a 
> Du 2 
ift, fo erhalten wir für den vorliegenden Fall aus (9.) en 
folgende Gleihungen: 
aX + bY= co? 
n2(bX—aY} = m? (b(X—x J-alY--y )} 
2/X4+Y})=m{(X—xX)? + (Y-y)) 
aus denen min X und Y eliminirt werden müffen, um die ge= 
ſuchte Gleichung zwifchen x, y zu finden. | 
Den beiden erften Gleichungen giebt man * die Form: 
aX-+bY = ec? 


x = rohe) 
’ n’—m 
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und findet aus denſelben mittelſt der Relation a? + b? = c?: 
m?’b(ay’—bx’) 

m 
m?a(ay'—bx’) 

"Om ⸗ 


e x = ac? + 
eY= be — 


und hieraus: ; | | 
m? b(ay’— bx’) 
m?a(ay’—bx’) 
—— 
— man nun auf beiden Seiten die Quadrate und addirt, 
o wird: — | 


ORT) + 


| (Ar) c?t(ka—r) + 


e(Y_y)= cHb-y)— 


[2 


m? (ay — br’)? 
| (n?—m?)2 ? - 

or{(X-x)? + (Y-y)?}=c?}(a-a)? + (y’-b)?} + nt j 

Set man dies in die Gleichung | 
nꝰ eꝛ (X? +Y?}) = m?c? (X)? + (Y—y’)}, 

fo ergiebt ſich als Gleichung der orthogonalen Transverfale der 

gebrochenen Strahlen: 

m? (ay — br’)? = c? (n?—m?){n? c? — m®[(x—a)? + (y—b)?]} 
fo daß alſo diefe Transverfale eine Linie des zweiten Grades oder 
ein Kegelfchnitt iſt. Worftehende Gleichung bringe man leicht 
auf folgende Form: — | 
m?n?c?{x2. + y’? —2(ax + by’ — c?)}=n‘c* + m! (ax + by’— c?)?; 
oder, wenn man — | 

| 2m?n?c?(ax’+-by’—c?) 
addirt oder fubtrahirt: \ 
“ m?n?c?(x?-++y’2) = {n?c%+ m? (ax +by’—c?)}? | 

m?n?c?{ (X — 2a)? + (y’—2b)?) = {n?c?—m?(ax + by’—c?)}2 
d. i. U | 

+ mnucYx?+y? = n?c?-#m?(ax +by’—c?) 

+ mncY (X —2a)? + (y— 2b)? = n?c?—m?(ax + by’—c?) 
oder, indem man diefe Gleichungen zu einander addirt, und auf 
beiden Seiten durch mne dividirt: - | 


+ Yy: +y?+ Y (a—2a)?+(y’—2b)? = 2 ec » 
wobei man aber zu bemerfen hat, daß die obern und untern 
geichen ſich nicht auf einander beziehen. Da nun 
Yx?+y? und Y(xX —2a)? +(y— 2b)? 


die Entfernungen eines wilfführlichen Punktes der gefuchten or— 
thogonalen Transverfale von dem Anfange der Eoordinaten oder 
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dem ſtrahlenden Punfte, und von einem durch die Coordinaten 
2a, 2b beftimmten Punkte find; fo ift die gefuchte Curve offenbar 
entweder eine Ellipfe oder eine Hyperbel, deren Örennpunfte der 
Anfang der Coordinaten und der Punkt (2a, 2b) find, da die 
Summe oder Differenz der Entfernungen eines jeden Punktes der 
Eurve von diefen beiden Punkten nach dem Obigen eine conftante: 


Größe if. Die halbe Hauptare it — c, und die Coordina-. 

ten des Mittelpunftes der Ellipfe oder Hyperbel find a, b. Die 
Ercentricität ift = Ya? +b? =, wie leicht erhellen wird. Iſt 
nun — ein echter Bruch, d. i. nm, fo it die halbe Haupte 
are Kleiner als die. Ercentricität, ‚und, die Curve folglich eine 
Hyperbel; ift aber — ein unechter Bruch, d. i. n m, fo ift 


die halbe Hauptare größer als die Ercentricität, die Curve alfo 
eine Ellipfe. Dies-führt zu folgendem ‚wichtigen Theorem: 


Wenn zwei homogene diaphane Media durd eine 
Ebene von einander getrennt find, und alle von 
einem beliebigen Punkte ausgehende Lidhtftrahlen 
bei dem Uebergange aus dem einen Medium in dag 
andere gebrochen werden; fo find die gebrodhenen 
Strahlen fämmtlih auf einer durch Umdrehung eie 
nes Kegelſchnitts entftandenen Fläche des zweiten 
Grades fenfreht. Der Mittelpunft diefer Släche 
ift der Sußpunft des von dem firablenden Bunfte 
auf die die beiden Mittel trennende Ebene gefälls | 
ten Perpendikels, und der firahlende Punkt ift ein 
Drennpunft derfelben. Die Ercentricität verhält 
fih zu der halben Hauptare wie der Sinus des 
Einfallswinfeld zu dem Sinus des Brechungswin— 
fele. Die Drehungsaxe ift Die Hauptare des Kegel— 
fchnitts, in weldher die Drennpunfte liegen, und 
die Fläche ift ein Ellipfoid oder ein Hyperboloid (im 
diefem Falle une Hyperboloide a deux nappes), 
je nahdem der Sinus des Einfallswinfelg fleiner 
oder größer ift als der Sinus des Brechungswin— 
fels, d. i. jenahdem die brechende Kraft des. erften 
Mediums größer oder kleiner ift als die brechende 
Kraft des zweiten, SE 


11. Denken wir und nun ein von zivei parallelen Ebenen 
begränztes brechendes Medium, welches in einem andern Medium 
von verfchiedener brechender Kraft liegt. Won einem Punfte in dem 
legtern gehen Lichtſtrahlen aus, welche bei ihrem Durchgange 
durch das erftere zweimal gebrochen werden. Die Dicke des erftern 
Mitteld ſey — e, und die Entfernung der dem flrahlenden Punkte 
zunaͤchſt liegenden begränzenden Ebene deffelben von diefem Punkte 
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—=c. Der firahlende Punkt fey immer der Anfang der Coordis 
naten. Iſt nun irgend ein einfallender Strahl gegeben, fo lege 
man durch denfelben eine auf den beiden parallelen Ebenen fenf- 
rechte Ebene, in welcher ſaͤmmtliche Brechungen, die der Strahl 
erleidet, vorgehen werden, Diefe Ebene nehme man als Ebene 
der xy an, die Are der y auf den beiden parallelen Ebenen fenf- 
recht. Die Gleichungen der Durchfchnitte der Ebene der xy mit 
den parallelen Ebenen find hiernach offenbar 

j yz=c,y=c-re. 
Die Gleichung des einfallenden Strahl fey 

— ax, 


fo iſt offenbar a die Cotangente des Einfallswinkels; alſo 
1 . — 


- Yi+ro: | Ä 
der Sinus diefes Winfeld. Da wir nyn das Brechungsverhälts 
"gig durdy min bezeichnen; fo ift | | | 
n 
mYi-+ ei | j 

der Sinus des Brechungswinkels bei der erften Brechung des 
Strahls. Die Cotangente des Brechungswinkels ift alfo 

| Ym(ite)on 

nn. 


Die Coordinaten des Einfallspunftes find 
ı= =, y=c. 

Folglich if 
y-c- 


die Gleichung des gebrochenen Strahls. Verbindet man hiermit 
die Sleihung y=c-+ e; fo findet man für die Coordinaten 
des Punftes, in welchem der gebrochene, Strahl. die ziveite pas 
rallele Ebene fihneidet: | 


c ne 
tg 
Dei der zweiten Brechung ift der ausfahrende Strahl, welcher 
durch deu fo eben beftimmten Punkt geht, offenbar dem einfallen- 
7 —— parallel, und die Gleichung des ausfahrenden Strahls 
iſt alſo: 


— — 
mure) n (-:) 


— = af c ne 
u « Ym?(i+te:)—n: 


y-—e = ax _ — 
Ym?(1+.?)—n? 


x 
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Aus diefer Gleichung ift “ce ganz verſchwunden, woraus folge, 
daß die Richtung des ausfahrenden Strahls ungeändert bleibt, 
wenn man dag zivifchen den beiden parallelen Ebenen eingeſchloſſene 
ittel dem firahlenden Punkte, parallel mit fich felbit, nähers, 
oder von -demfelben entfernt. Die Richtung der ausfahrenden 
Strahlen bleibt alfo ungeändert, wenn man auch e S o ſetzt. 
Dann bat man aber offenbar den in (10.) behandelten Fall, 
wenn zwei brechende Media durdy eine Ebene von einander ge» _ 
fehjieden werden, und. das a. a. D. beiviefene Theorem gilt alfo 
auch für den —— Fall. Der ſtrahlende Punkt iſt, wie 
in (10.), ein Brennpunkt; der Mittelpunkt des Kegelſchnitts, 
durch deſſen Umdrehung die orthogonale Transverſal-Flaͤche der 
ausfahrenden Strahlen entſtanden iſt, liegt auf derſelben Seite 
des ſtrahlenden Punktes, auf welcher das zwiſchen den beiden 
parallelen Ebenen eingeſchloſſene Mittel liegt, und die Excentricitaͤt 
iſt der Dicke dieſes Mittels gleich. Die orthogonale Transverſal⸗ 
Flaͤche iſt ein Ellipſoid oder Hyperboloid (A deux nappes), jt« 
nachdem die brechende Kraft in dem von den parallelen Ebenen 
eingeſchloſſenen Mittel die groͤßerere oder die kleinere iſt. Die 
Ercentricität verhaͤlt ſich zu der halben Hauptaxe wie der Sinus 
des Einfallswinkels in dem von den parallelen Ebenen begraͤnzten 
Mittel zu. dem Sinus des Brechungswinkels in dem zweiten ges 
gebenen Mittel. | | 
12. Sei nun ferner die die beiden brechenden Mittel tren- 
nende Curve ein Kreis. Der Mittelpunkt diefes Kreifes werde 
als Anfang der Coordinaten angenommen, und a, b feyen die 
Eoordinaten des ftrahlenden Punktes. Der Halbmefler des geges 
benen Kreifes ſey = r, alfo | 
Nr 
die Gleichung deffelben, Dan hat alfo nad) (8,) für diefen Fall 
folgende Gleichungen: | 
rF=0, X?+Y’=r?; | 
a F 


n? ix 244 — * mx 4 d-N 
n? (X—a)?+(Y—b)?} = m’((X—-r)?+(Y-y)} 
die Gleihung FF 0 wird geſucht. 


Da DE 
ift; fo bringe man diefe Gleichungen leicht auf folgende Form: 
Xx+Y or: Ä 


n?(aY-bX) = mx Y—yX) | 
n? {(X=a)? + (Y—b)?} = m?’{(X— x)? + (Y—y’)?} 
woraus ſich ferner leicht folgende zwei Gleichungen, die in Bezug 
auf X, X vom erften Grade find, ergeben: | 


4 
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(m?y’—n?b)X — (m? x—-n?a)Y=0 
2 (m?x—n?a)X + 2(m?y’—n2b) Y=m?(x’?+y’?+r2)—n?(a?+b?+r2), 
Addirt man zu dem Duadrate.der ziveiten dag vierfache Duadrat 
der erſten; fo erhält man, indem man X? + Y? =1r2 feßt: 
Ar? (m?x’-n®a)?--(m®y’-n?b)?} = {m?(x’? y"+r?)—n?(a2-+b2-}r2)}2, 
Dies ift die Gleichung der gefuchten orthogonalen Trangverfale, 
welche wir nun noch auf “eine andere Geftalt bringen wollen. 
a. erhält nämlich leicht durch Entwickelung der einzelnen 
lieder: 
2m? n? { (a® + b*® + r®) (x⸗ 4 y! + r®) — Ar? (ax + by’y} 
— m* (x’2 + y: —.r?)? + n?(a? + b? — r2 * 
und, wenn man | 
2m®n?(a? +b?— rt )(x2.+y®_— rt) 
auf beiden Seiten ſowohl addirt, als auch fubtrahirt: 
4m®n?{(a? +b*t)(xX? +y®?) — 2rt(an+by)+rt 
= m!(xX?+y?—r?) + n?(a2+b2—r?)i2, 
Amt n® r2|(X — a)? +(y—b)2}= {m* (x? +y'®—r?) — n®(a®-+-b2—r2)}2, 
oder: 
+ 2ZmnY(a?+b?2)(x*? + y®) — 2r? (ax +by)+r® 
— mꝰ (x⸗ 4y*52) 4 n? (a? +b?—r?) 
+ ZmurY (x’—a)® + (y—b)? =m:(x2 + y!—r2)—n® (a? +b2—r?) 
wo ſich aber die obern und untern Zeichen, nicht auf einander 
beziehen. Zieht man diefe Gleichungen von einander ab; fo er— 
hält man: | | 
+ mY{a®+b?) (a +?) 2rfaxr +by)+r? + mr @ je} g—b)8 


= n(ä’+b?_—r®) 


oder auch: 





= — (a2 +b*—r®) . 





+ Yarrbe, 


* he a, A 0 

Die orthbogonale Transverfale der gebrochenen 
Strahlen ift alfo eine Linie des vierten Grades, 
welhe, wie aus obiger Gleichung augenblidlid 
folgt, die Eigenfchaften hat, daß die Summe oder 
Differenz _der Producte, welhe man erhält, wenn 
man die Entfernungen eines jeden Punftes diefer 
Curve von dem durd die Coordinaten a, b beftimm- 
ten ſtrahlenden Punkte, und einem durch die Coor— 


dinaten gr / beſtimmten Punkte, reſpective 
in die beſtaͤndigen Factoren r und YaTzbz multipli— 
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cirt, eine conftante Größe if. Werden die beiden. 
brechenden Mittel durch eine Kugelflähe von eins 
ander getrennt, fo ift die ortbogonale Transverſal— 
Stäche eine durh Umdrehung einer Curve von obi— 
ger Befhaffenheit entftandne Flaͤche. Die Dre— 
bungsare ift dann die durch den ftrahlenden Punkt 
und den Mittelpunft der Kugel gehende gerade Linie. 


13, Wir betradhten nun nod) ein Beifpiel für den Fall, wenn 
die die beiden Mittel trennende Curve gefucht wird. Die Strahlen 
mögen wieder aus einem Punkte ausgehen, welcyer als Anfang 
ber Eoordinaten angenommen wird, indem. wir ung unter diefer ' 
Borausfegung die Frage vorlegen, von was für einer Eurve die 
beiden Mittel gefchieden werden müflen, wenn die gebrochenen 
Strahlen wieder in einem durch die Coordinaten a, b gege= 
benen Punfte zufammenlaufen follen., a | 

In diefem Falle hat man alfo 
| ı=0,y=0; x=a,y=b. 

"Die Gleichung | 24 
| x! + (Y-Y)y=0 
in (9.) ift die Gleichung der auf der orthogonalen Transverfale 
der gebrochenen Strahlen normalen Linien, und ift in diefem Falle 
von felbft erfüllt, weil man fic) die orthogonale Transverfale 
der gebrochenen Strahlen bier ale einen mit dem Halbmeſſer 
— 0 um den durd) .die Koordinaten a, b gegebenen Punkt be= 
fehriebenen Kreis vorſtellen kann. Man hat alfo nad) (9.) bloß 
noc) die Gleichungen | 1 
m|x4 x3 * mi |x—a + a4 
n?/X? + Y?} = m?{(X—a)? + (Y—b)*}. 
Differentiirt man die ziveite nady X, fo erhält man die erſte, 
und bat alfo bloß noch die ziveite zu berückjichtigen, welche daher 
die Gleihung der gefuchten Curve if, Man bringe diefe Gleis 
hung leicht auf die Form: 

(n— m!)(X?+Y?) + 2m?(aX+bY) = m? (a? 4 b2) 
oder, wenn man auf beiden Seiten | 

.:mta®t m b* _ m*(a?+b?) 

(n?— m?)? (n? — m? )2 — (n? — m? )2 u 

addirt, nachdem vorher die Gleichung dur n? — m? dividirt 

worden if: | | 

m? 12, m? : (mn a2 „b2}2 ° 

| (Kr ne} + | Art. n 

Die gefuchte Curve iſt alſo ein Kreis, Die Eoordinaten des 

Mittelpunftes: find — | 1 


— 
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BA m? 
er u a 
ber Halbmeſſer ift 
— mnYa? + b? 
ea N 702 u 


Die Entfernung des Mittelpunftes vom flrahlenden Punkte iſt 
= m?’a \? m?b \? m?:Ya* +b:2 
— a) 7 (a = n?’—m: 7 
und die Entfernung des Mittelpunftes von dem durd) die Coor⸗ 
Dinaten a, b gegebenen Punfte | 


%, ma ® , (,, m?b | n2Yaı+b: 
Ei Netz} T + * — 
Das Product dieſer beiden Entfernungen iſt 
‚_ m?n?(a?+b?) 
(n? — m? )? 


dv. i, — dem Quadrate des Radius. Da 


mr, 


m? m? 
m Tamm maib 


ift, fo liegen der ſtrahlende Punkt, der Mittelpunft des Kreifes. 
und der durch die Coordinaten a, b gegebene Punkt, d. i. der 
ie der gebrochenen Strahlen in einer geraden 
inie. 

Iſt m<n, fo it mn>m?, mm<n?, alſo auch 


mnYa?+b?_ m?Ya’+b2 . _n?Ya?+b? 


> 





n? — m? n? —- m? 7 n?— m? . 
ft aber m>n, fo it mn <m?, mn >n?, und folglich 
mnYa?+b? m?Ya?-+-b? n? Ya: + b® 
SD" 


Im erften Falle liegt alfo der ſtrahlende Punft innerhalb, der 


- 


Bereinigungspunft der gebrochenen Strahlen außerhalb des Kreifes, 
Am zweiten alle findet das Umgefchrte ſtatt. Noch ift zu be— 
merfen, daß der ftrablende Punkt und der Vereinigungspunft 
der gebrochenen Strahlen ftets auf einer Geite des Mittel— 
punfts liegen. Die Coordinaten des Mittelpunfts find nämlich 
nach dem Dbigen: | 
m? m? 
1m Tem 
Sf nun n>m, fo find diefe Coordinaten den Coordinaten a, 
b des Bereinigungspunftes der gebrochenen Strahlen entgegengefegt, 
und .diefer Punkt liegt alfo offenbar mit dem ftrahlenden Punkte, 
deffen Coordinaten beide = 0 find, auf einer Seite des Mittel- 
punfte, Iſt am, fo haben die obigen Coordinaten mit a, b 


b. 
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zwar gleiche Vorzeichen, aber — ——— iſt ein unechter Bruch, 
und folglich 





m? m? wu 
= mE — a, — ao. >b, 


woraus fi unmittelbar Daffelbe ergiebt, wie vorher, 


Hieraus leitet man folgenden Saß ab: | 

Wenn eine durchfihtige Kugel fid in einem ho— 
mogenen Mittel von verfchiedener Örehungsfraft 
befindet, fo giebt es aufjedem Durchmeffer derfelben 
immer zwei Punkte von folder Lage, daß die von 
dem einen ausgehenden, und an der Dberfläce der 
Kugel gebrohenen Strahlen fih in dem andern 
wieder vereinigen. Diefe beiden Punkte liegen im 
mer beide aufeiner Seite des Mittelpunftg, und 
das Product ihrer Entfernungen vom Mittelpunfte 
ift dem Duadrate des Radius gleich; aud liegt der 
eine ſtets außerhalb, der andere innerhalb der Kurs 
gel, und zwar liegt der ſtrahlende Punft außerhalb 
oder innerhalb, jenahdem die brechende Kraft der 
Kugel fleiner oder größer als die. brechende Kraft 
des Mittels ift, in welchem fih die Kugel befinden 
Endlich verhalten ſich die Entfernungen des firah- 
lenden Punfts und des DVereinigungspunfteg der 
gebrochenen Strahlen vom Mittelpunfte der Kugel 
zu einander, wie die Duadrate der Sinus des Ein- 
fallswinfels in dem Mittel, in weldhem ſich die, 
Kugel befindet, und des Brehungswinfelg in der 
Kugel. | 

Die vorhergehenden lehrreichen DBeifpiele find ſaͤmmtlich einer 
Abhandlung: von Gergonme in den Annales de Mathem. 
T. XVl. p. 65. entnommen. Die ausführliche Literatur ſ. m, 
man am Ende dieſes Artifels. J 


14. Wenn von einer ebenen Curve Lichtſtrahlen, die von 
einem Punkte in derſelben Ebene ausgehen, zuruͤckgeworfen, oder 
durch ſie gebrochen werden, und man denkt ſich die einfallenden 
und zuruͤckgeworfenen oder gebrochenen Strahlen in ſtetiger Folge; 
ſo wird man ſich auch leicht die ſtetige Folge der Durdyfchnitts- 
punfte je ziveier auf einander folgenden zuruͤckgeworfenen oder 
gebrochenen Strahlen vorftellen koͤnnen. Die ftetige Folge diefer 
Durchfchnittspunfte bildet eine Curve, weldye die cauftifche 
Linie (durch Zuräcwerfung oder durch Brechung) der gegebenen 
Eurve, oder die Brennlinie derfelben genannt wird. Hier—⸗ 
aus iſt nun ferner augenblicklich erfichtlich, daß die Brennlinie 
von fämmtlichen zuruͤckgeworfenen oder gebrochenen Strahlen be- 
rührt wird, umd daher auch als die einhüllende Curve (ſ. diefen 


Supplem. zu Kluͤgels Wörterb. L.\ Ya 
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Art.) der zuruͤckgeworfenen oder gebrochenen Strahlen definirt 
werden kann. Da es in dem vorliegenden Falle, wo wir anneh— 
men, daß die Strahlen ſaͤmmtlich aus einem Punkte ausge— 
hen, ſtets eine orthogonale Transverſale der zuruͤckgeworfenen 
oder gebrochenen Strahlen giebt (4. III. VI. 5.), ſo iſt klar, daß 
die cauſtiſche Linie die Evolute dieſer orthogonalen Transverſale 
iſt, und daher, weil letztere nach dem Obigen immer beſtimmt 
werden kann, ebenfalls mittelſt der im Art. Evolution angegebe— 
nen Methoden jederzeit gefunden werden kann. en 


Die orthogonale Transverfale der durch eine gerade Finie 
gebrochenen Strahlen ift nach (10.) eine Ellipfe oder eine Hy— 
perbel, woraus fich mittelft des Vorhergehenden unmittelbar der 
merfivärdige Satz ergiebt, daß die Brennlinie durch Brechung 
der geraden Linie jederzeit die Evolute einer Ellipſe oder einer 
Hnperbel iſt. Aehnliche Säge würden ſich mittelft de8 Obigen 
mehrere finden laffen, | 


15. Die erite in (14.) angegebene allgemeine Eigenfchaft 
der Brennlinien führe zu folgender Methode, diefelben zu finden. 

Sey überhaupt 

p(t,u)=0 
die Gleichung der Eurve, deren Cauſtica gefunden werden fol, 
wo alfo u als Function von t betrachtet werden fann. Die 
Gleichung eines beliebigen dem durch die Coordinaten t, u bes 
fiimmten Punkte entfprechenden refleckivten oder gebrochenen Strahls 
. | 
fen | Y=F(t).X+F,(t). Ä 
Diefer Strahl berühre die gefuchte Cauftica in einem Punfke, 
deſſen Coordinaten x, y find. Die Gleichung 
| _ 0 6% 
der die Cauftica in dem Punkte (x, y) berührenden Linie muß 
alfo mit der vorhergehenden Gleichung identifch, folglic) 
Ö 
= = F(t); x = F,(t) 

ſeyn. Diefe Gleichungen müffen für jede zwei zufammen gehoͤ— 
vende Punkte (t, u) und (x, y) flatt finden. Man fann fich 
alfo x, y als Functionen von t denfen, fo wie auch den Diffe- 


rentialquotienten — ‚ und erhält folglich, wenn man nad) t diffe⸗ 
rentiirt: 
OF(t) _ O?y x 
er ar 








_ 9% Ox _ dx dy „0° Öx 
xcdt ot'‘x 0x: 6: 
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OF(t) _ dry ey x -' 

a Te Time 

Fl) _ _ „OF(t) —* — OF, (t) _ 

a a dr 


Da der ak oder gebrochene Strahl durch. den Punft (x, y) 


geht, fo if 
y—xF(t)—F,(t)=0. 

Seßen wir num den erften Theil diefer Gleichung = V, fo i 
das partielle Differential 3 ſo iſt 


N) = en Sn - ÖF, F 
& Re N 
und wir haben alfo en Fe — 
Vv=6, & =.0:% 
ot 


Eliminirt man aus diefen Gleichungen t, fo erhält man die ge— 
fuchte Gleichung der Cauſtica zwifchen x und y. 

Die Gleihung des reflectirten oder gebrochenen Strahls fin⸗ 
det man auf folgende Art. Die Gleichung der Normale der ge— 
gebenen Curve in dem Punkte (t, u) iſt: 


a a 


Die triganometrifchen Tangenten der von dem einfallenden Strahfe, 
der Normale, und dem zurückgeivorfenen Strahle mit der Are 
der x oder t eingefchloffenen Minfel find, wenn wir die Coor- 
dinaten des ftrahlenden Punctes durch a, b bezeichnen: 

b—u dt, y—u 

a—t’ Qu’. x—t 
Folglich fi find, wie leicht erhellet, die frigonometrifchen Tangen- 
ten des Einfalls- und Reflexionswinkels: 

















b—u, 6t & ya 

a—t'ou du: x—t 
b—u ot ’ y—-ud 

i- Bi 2 OR 
a—t du x—t du 


Alfo ift nach dem Geſetze der Zuruͤckwerfung die Gleichung des 
veflectirten, Strahl: 

(b-u)du + (a—t)öt u (vn)du; + (x—t)ot 
(a—t)ou — (b—u)et ” (—-t)du— (y-u)d 
Eben fo find die e gouomateiſhen Tangenten des Einfalls- und 

Brechungswintels 








b—u,6t — ı % 
a—t ur re 
N Ze ot : x you ot 

at, du x—t gu 
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Alfo, wenn wir diefe Winkel durch © und © bezeichnen, nad) 
der Sormel 


tang a? zu 
1 en " 


be ud 


Net} 


— x—t 
WG, , ——— 
NH@HH+E) 

(b-u)du + (a—t)öt 
— — —ñ 
Y (ot? + 6u (a- t)2 + beupi 
sin 0 > ___(su)du + aa 
Yo + du?) {(x—t)? + (y—u)ı 
Solglich, weil nach dem Geſetze der Brechung 


sin © _ sin 
m a, 


sina? — 





sin = 





sin © 


oder 





sin 8:sin@’ = m:n, 
ift: 
“ (bou)du + (a—t)öt _ (y—uddu + (x )dt 
mY(a—t)? + (b—u)? nY(x—t)? + (y-u)® 


die Gleihung des gebrochenen Strahls. 


16. Don diefen allgemeinen Formeln wollen wir nun eine 
Anwendung auf Die un, der Cauftica des Kreifes durch) 
Zuruͤckwerfung machen. Der Mittelpunkt des gegebenen Kreifes 
fey der . der Eoordinaten, der Halbmeſſer des Kreiſes ſey 
= r; ſo iſt 

t 4 u = r? 
die Gleichung deſſelben. Alſo 
tõt + udn = 0, Wu=m — tõt, 
und folglich a | 
t(b—-u) — u(a—t) u(lx—t)—t(y—ü) 
t(a—t) + u(b—u) " t(x—t) + u(ly—u)’ 





oder 
bt — au x —ty 
at+bu—r? xzx+-ıy—r?’ 
(bt— au) (tx-uy—r?) + (ty—ux)(at+bu—r?) = 0 
die Gleichung des reflectirten Strahls. Differentürt man nun, 
wie nad) dem Obigen (15.) gefhehen muß, bloß in Bezug 
auf £; fo hat man folgende zwei Öleichungen ; 
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TᷣF. tõt + udn = 0 
[x(au—ht)—b(tx Fuy—r?) Fa(ux—ty)— y (at + bu—r®)} dt 
= {y(bt—au)—a(tx Fuy—r?) +b(ty—ux)— x(at + bu—r?)}öy. 


Solglih, wenn man aus diefen beiden Gleichungen eliminirt: 


{x(au—bt) —bitxF uy—r?) Fa(ux—ty)—y(at+bu—r?)}u - 
= (y(au—bt) Fa(tx-uy—r2)+ b(ux—ty)+x(at+bu—r?)}t,- 
(at + bu) (tx-F uy - x) + (tx-Fuy)(at+bu—r?)=2 (au—bt) (ux—ty). 
Aus diefer Gleihung, und aus den Gleichungen ’ 
t? + ut r2 
(bt — au)(tx-Fuy—r?) + (ty—ux)(atFbu—r) = 0, 
muß man num t Ei eliminiren, um die Gleichung der Cauſtica 
— x, y zu finden. Man bringt dieſe drei Gleichungen 
eicht auf folgende Formen: 
| + wor 
(t?—u?)(ay+bx) — 2tu(ax—by) =r?{(y+b)t— (xta)u} 
Atu(ay+bx) + 2(t?—u?)(ax—by) = r2{(x+a)t+(y+b)ul. 
Eliminirt man aus den beiden letzten Gleichungen zuerft ax — by, 
und dann ay + bx; fo erhält man: 
r?(ayt+bxs)=(x+ta)u? K(y+b)t 

2r? (ax—by) = (xta)(t? +3tu2) — (y+b)(u? +3t?u). 
Addirt man zu dem Duadrate der zweiten dag vierfache Quadrat 
der erfien Öleihung, und bemerft, daß | 

(ay+ bx)? + (ax—by)? = (a? +b?)(x?+4y?) 
ift; fo erhält man: | 
42 (a? 4. p2) (x2 52) * | | 
(t2-£u2)? (44)2 (t? + 4u2)—6 (x+a)(y+ b) tu (y + b)? (u?-}-4t?)} 
oder, wegen t? -uU?=r?: 
4(a?+b?)(2? 4y2) 

(x+a)’(r?--3u?) — 6(x-Ha)(y+b)tu + (y-+b)? (r? + 3t?) 
4(a?+b?)(x”+y?)—r? !(x+a)?+(y+b)?};=3{(&taJu—(y+b)t}*. 
Setzt man nun Er | 

xpa=rA, y-b=ıB; 
t — xp, u=r, ay+bx=r’C; 
Aa 4Pe) +?) — ll ha)er G = IrtRt,; 
fo hat man folgende drei Gleichungen nach dem Dbigen: 
pPP+rg=1,AQ® +Bp=C,Agy—Bp=R, 
und es fommt nun bloß darauf an, p und q zu eliminiren. 
Aus der erſten und dritten diefer Gleichungen ergiebt fi: 
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_—BR+AYA:+B?—R? 
— A? + B? 
_AR+BYA? + B*_R? 
— A? + B? 
wo die obern und unterm Zeichen ſich auf einander beziehen, 
Setzt man diefe Werthe von p und q nun in die ziveite Glei— 
hung; fo wird: | | | 
A{AR+BYA?+-B?—R?)’— B{BRFAYA?+B®—R?}3 
=C(Aa+By. | 
Euntwickelt man die Potenzen auf der linken Seite des Gleich— 
heitszeichens, und dividirt durch A? + B?; fo erhält man: 
+ AB(A® + B?+2R?) YA? + B?—R?=C(A®+B?)? —R3(A®—B®), 


Erhebt man auf beiden Seiten in das Quadrat, und dividirt durch 
(A? + B?)2; fo wird: 
A? B2(3R? + A? + B2)—= R5—2CR3 (A? —B?) + C2 (A? + Be)? 
A?B? (3R® + A? EB? — 402) = [RP —C(A—Be)}®. 


Es it aber 
3R?-+- A? + B? 40? — 





’ 


A(ax—by)? 
—— 3 


alſo 
Ra = C(A®—B®) + 2AB — 

oder, wenn man von Neuem auf beiden Seiten quadrirt, und 
mit 27r!° multiplicirt: | 

(3r?R?)3 = Wrtlr+G(A?—B?) + 2r? AB(ax—by)}? 
d. i. nad) dem Dbigen: 

(4a? +b?)(x®+y?) — r’[(x+a)? + (5 * h)* 1)* 
= 277% ((ay+ ba) [(x + a)? —(y+b)]+2(x+a)(y+b)(ax—b);? 
wo nun bloß noch eine Beftimmung wegen des Zeichens nöthig iſt. 


17. Wir wollen zu dem Ende fürs Erſte nod) den auch 
an fich wichtigen befondern Fall betrachten, wenn der ftrablende 
Punkt in der Peripherie des gegebenen Kreifes liegt. Der Anfang 
der Coordinaten fey der Mittelpunfe diefes Kreifes, und die Are 
der. t oder x fey durch den firahlenden Punft gelegt, indem wir 
zugleid) denfelben auf der Seite der negativen t oder x annehmen 
wollen. Wie vorher ift 

j ee Le =r, 
Die trigonometrifche Tangente des von dem in dem Punkte (t, u) 
einfallenden Strahle mit der Normale in diefem Punkte einge 
fchloffenen Winfels ift, wie auch ohne Figur leicht erhellen wird, 
u . 
rt" 


— 
m 
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Die Tangente des von dem reflectirten Strahle mit der Are der 

t oder x eingefchloffenen Winkels fey = p; fo ift die Tangente 

des von dem reflectirten Strahle mit der Normale eingefchloffenen 

Winkels, wie ebenfalls leicht ohne Figur erhellen wird, 
u 


pt—u _ u 
t-+ pu r+t 
woraus leicht: 
u(rft) _ u(r+2t) 


P= errt)—u tir+at)orz 
Bei die Gleichung des zuruͤckgeworfenen Strahls in diefem 
alle: 


 JIPErG+E)— 


[r?—t(r+2t)]y + u(r+-2!t)x=r?u. 
Nach (15.) muß man diefe Gleichung nach t differentiiren, wo⸗ 
durch man erhält: 
du 


— (r+4t)y + [2u+ («+25 ]x = "nz . 


Aber, wegen der Gleichung t? Fu?=r?: 
du du t 

t+ un =0d; er u 
Alfo 
— (r+4)uy + [u?—(r+2t)t] = — rt 

(r+At)uy + [(r +At)t— A] rt 
und man muß alfo t, u aus den Gleichungen: 
. ft V"=r 

[r—t(r+2t)]y + u(r+2t)x = r?u 

(r+4t)uy + [(r+4)t—2r?]x = rt 
eliminiren. Man erhält aber weit einfacyere Gleichungen, wenn 
man aus den beiden leßtern Gleichungen zuerfi x, und dann aud) 
y eliminirt, wobei man nur, um die Nefultate zu vereinfachen, 
ſtets auch die erfte der drei obigen Gleichungen zu berüdfichtigen 
hat. Die Gleichungen, welche man auf diefe Weife erhält, find: 

tt 2zul=r? 
3r(rkt)x = 2tu?ꝰ + rt(r+t). 
| 3r(t-F-r)y = 2u? 
und, wenn man 
u = ı? —t’ = (r+t)(r—t) 

ſetzt: 
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te 2er 
r(&k—r) = 2!t(r—t) 
Iry = Qu(r—t). 
Um aus diefen Gleichungen t, u zu eliminiren, dividire man die 
beiden leßten durch einander, erhebe auf beiden Seiten img 
Duadrat, und addire auf beiden Seiten die Einheit; fo wird 
3 _u 9? +(3x—r)” _t’+u? _r? 


3ıx—r tt’ (K—r)® 13 








t=+ ——— 
— Y9y2 + (3x—r)® 
Setzt man diefen Werth im die zweite der drei obigen Öleichun- 


gen, fo wird 


{9x +y?)—r?}(3x—r) — %r (3x—r) 
era TO Yon? 
9" +yY)—r: | Ir 


Oycr an I Va | 
woraus fid), wenn man auf beiden Seiten quabrirt, die rationale, - 
feine Umbiguität der Zeichen darbietende Gleichung: 

{x 4) - j = Art (97? + (Ir)? 
des vierten Grades für die Cauſtica in dem vorliegenden Falle 
ergiebt, 

18. Kehren wir nun wieder zu der Beftimmung des Zeichene 
in der allgemeinen Gleichung (16.) zurück, Man fönnte vielleicht 
meinen, daß das eine der beiden Zeichen dem alle, wo der ſtrah— 
lende Punkt innerhalb, das andere den Kalle, wo diefer Punft 
außerhalb des gegebenen Kreiſes liegt, entfpräche. Dem ift jedoch 
nicht alfo, fondern beiden Faͤllen entfpricht ein und daffelbe Zei= 
den, wovon. man fich durch folgendes Naifonnement überzeugt. 
Um zu dem in (17.) behandelten Salle überzugehen, feße man 
in der allgemeinen Gleichung a=—r, b=o0; ſo wird diefe 
Gleichung: 

(4&® +39) —[x—r)? + y?1°?=277 (yly? — N’) FIRya—r)?. 
Aus diefer Gleichung die in (17.) gefundene Gleichung herzus 
leiten, führe in mweitläufige Rechnungen, und ift zu unferm ge— 
genmwärtigen Zwecke auch nicht nöthig. So viel ift aber Flar, 
daß fowohl die für den Fall, wenn der ftrahlende Punft inner- 
halb, als auch die für den Fall, wenn der ftrahlende Punkt 
außerhalb des gegebenen Kreifes liege, geltende allgemeine Glei- 
hung fr a=—r, b=o indie in (17.) gefundene Gleichung 
übergehen muß, Entfprächen nun den beiden in Nede ftehenden 
Fällen verfchiedene Zeichen, fo müßte ſich ſowohl die Gleichung 
46* + y9)—Ix—r)’ + y?]?=27 {y[ly? —a&—n’] —2xy(x—r))*, 
als auch die Gleichung 


46* +y9)-[a—- rn’ Hy? =r7lyly— a-n°]+ 2xy(x—r)}? 


* 
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auf die in (17.) gefundene Gleichung bringen laffen, welches 
offenbar ungereimt iſt, und nur. in dem Salle ftatthaft feyn 
wuͤrde, wenn das Glied mit dem doppelten Zeichen fir a=— Tr, 


b ⸗o verſchwaͤnde, welches aber, wie man fieht, bier nicht der. 


Fall iſt. Daher entfpricht den beiden in Rede ſtehenden Fällen 
nur ein Zeichen, und cs ift alfo willführlih, in welchem Salle 
man das Zeichen allgemein zu beftimmen fucht. 
Wir betrachten den Fall, wenn der ftrahlende Punft außer⸗ 
- halb des gegebenen Kreifes liegt. Man denke ſich von dem ftrah- 
lenden Punkte an den gegebenen Kreis zwei Berührende gezogen, 
und bezeichne die Coordinaten der Derkirnusöpnuft: durch ‚t, u; 
fo überzeugt man fich leicht von der Nichtigkeit der Gleichungen 
? Fu =r,a+-bu=r, 
Im Allgemeinen ift niht bt — au =o, weil aus den 
Gleichungen 
at + bu=r?, bb — au= 0 
folgen würde: 
(a2 -h*)t=ar?, (a +h*)u—=hr? 
und hieraus, mittelft der Gleihung t? Fu? =r?: 
a + br, 


fo daß alfo der frahlende Punkt in der Peripherie des gegebenen 


Kreifes liegen müßte, da doc) hier Feine befondere Bedingung 
rücfichtlicy der Lage des gegebenen Punktes vorausgefeßt worden 
ift. Set man nun * 

J at + bu — r?=0 
in die Gleichungen: 

(bt—au)(txFuy—r?) + (ty—-us)(at bu ?)=0 
(at+bu) (txFuy—r?) + (tx + uy) (at + bu—r?)=2(au — bt) (ux —ty) 
(f. 16.); fo erhält man fogleich 

tx uy — ? =), w—ty=0 
oder 

x+y=t+ u, w—ty=0 | 
woraus ſich ohne Schwierigkeit x — t, y=u ergiebt. Alfo 
find die Berührungspunfte der beiden von dem ftrahlenden Punkte 
an den Kreis gezogenen Berührenden zugleich Punkte der Cauſtica. 
Alfo muß die Gleichung der Gauftica erfüllt werden, wenn man 
für x, y die aus den Gleichungen 

x - y!=r?, x+-by=r? = 


ficy ergebenden Werthe feßt. Nehmen wir nun der Kürze wegen 


den ftrahlenden Punft in der Are der x an, . und feßen alfo. : 


b=0; fo erhält man aus vorftehenden Gleichungen: 
r? (a%—r?) J 
a® i 


Die allgemeine Gleihung (16.) wird für b=o: 


ra 
x 7,3 
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f4a®—r?) (x®+y?)—r?(2ax+a?)}®=27r8a®y?((x+a)?—y?+2x(x}ha))? 
— (x®4+y*)—r?(2axta?)}) =27rt a? y? f(x thatr)?—(x?+y?)j2. 


‚Seht man num für x und y die obigen Werthe; fo wird 





(a? —ı?)? = = +a?r? + 2r?+2r?(a? + ar | 
a? 
wo man offenbar das untere Zeichen nehmen muß, da nur 
Ki en = — = = (a — *2) 
/ a . a 


ift. Alfo muß man auch in der allgemeinen Gleichung der Cau⸗ 
ftica dag untere Zeichen nehmen, fo daß alfo diefe Gleichung 


[4a +b2)(®+y2) —r[(x+a)? + (y+b)2]}° 
—=271% {(ay+bx)[(x+a)?—(y+b)?]—2(x+a)(y+b)(ax—by)}?, 


oder 
{4(a? +b®)(x? +y?) — r?[(xta)? + (y+b)?]}? 
= Wrt(bx—ay)? (x? + y?—a? —b?)? 

wird. 


19. Betrachten wir nun noch den befondern Fall, wenn 
die Strahlen alle einander parallel find, wobei / wir der Einfach- 
beit wegen ‚die Are der x der gemeinfchaftlihen Richtung der 
Strahlen parallel, und den Mittelpunft des Kreifes wieder alg 
Anfang der Coordinaten annehmen wollen. Die Coordinaten 
irgend eines Einfallspunftes feyen, wie früher, t, u; fo if 

?”+ "or, 


Die frigonometrifche Tangente des Winkels, welchen der einfal= 
u 


lende Strahl mit der Normale einfchließt, iſt = — It p die 


trigonometriſche Tangente des von dem reflectirten Strahle mit 
der Are der t oder x eingefchloffenen Winkels; fo ift, wie auch 
ohne Zigur leicht erhellen wird, 


% 


u 
PT .pou 
1+Pp— — 


die trigonometriſche Tangente des von dem reſlectirten Strahle 
mit der Normale eingeſchloſſenen Winkels. Alſo 


pp—u u 2tu 
s t+ pu ur pen a. | 
Folglich die Gleichung des reflectirten Strahls: 


2tu 
— — — t 
—— ) 


i 


2tux — (t?— u?)y=r’u. 


y-u-m 
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Differentiirt man nach) t, fo wird 
du _ _t Au _, __2lur—ty) 
aTtuan Tage 
t{2(tx-uy)—r?} = 2u(ux—ty) 
2(t?—u?)x +Auy—mrt. 
Man muß alfo jest -t, u aus den Gleichungen 
? > Wo r? 
2tux — (tt! —-u’)ym=ru 
2(t?—u?)x + 4uy = r’t 
eliminiren, Aug den beiden letzten eliminive man zuerft x und y; 
fo erhält man: 
2+Wmr, r(%—t)=Wu?, r’ymu’. 
Addirt man zum Duadrate der Gleichung 
2r?x — t(r?+2u?) 
das vierfache Quadrat der dritten obigen Gleichung, fo wird 
4r(x?+y?) =t?(rt+4r?u? 4 4140) 4 Aus 
= t?r?(r?+4u?) +4u?(t? + u?) 
= r?(r?—u?)(r? + 4u?)+ 4r?u* 
== r6 + 3r? u? 
A(x?+y?)—r? = 3u? 
{A(z? + y?)—r?)? = 27(u?)? 
und folglih, weil u =r? y iſt: 
| KR +y)—r 2 2Ary⸗ 
eine Gleihung des fechiten Grades. 


2%. Die in (17.) und (19.) betrachteten Brennlinien 
haben verfchiedene merkwuͤrdige Eigenfchoften, von denen wir jeßt 
einige beweifen wollen, indem wir mit dem in (17,) betrachteten 
Salle, wo der frahlende Punkt in der Peripherie des gegebenen 
Kreifes Liege, beginnen. Nach (17.) iſt | Ä 


— ift die trigonometriſche Tangente des von der Normale in dem 
Einfallgpunfte (t, w) mit der Are der x eingefchloffenen Winkels. 
Eben fo leicht erhellet, daß — die trigonometriſche Tangente 


x—;ır 
des Minfels ift, welchen eine von dem entfprechenden Punfte 
(x, y) der Cauftica nad) einem um die Abdfeiffe + Ir von dem 
Anfange der Coordinate entfernten Punkte in der Are der X ge— 
zogene gerade Linie mit der Are der x einſchließt. Demnach 
giebt obige Gleichung folgenden Satz: 

Für irgend einen firahlenden Punft-in der Peri- 
pherie des gegebenen Kreifes und für einen beliebi- 
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gen Einfallspunkt conſtruire man den einfallenden 
und zuruͤckgeworfenen Strahl. Durch den ſtrahlen— 
den Punkt ziehe man einen Diameter, und nehme 
auf demſelben einen feſten Punkt an, welcher von 
dem ſtrahlenden Punkte um zwei Drittheile dieſes 
Diameters entfernt iſt. Zieht man nun durch die— 
ſen feſten Punkt mit der Normale in dem Einfalls— 
punkte eine Parallele, fo wird deren Durchſchnitts— 

punfe mit dem rveflectirten Strahle ein Punkt der 
Cauſtica feyn. \ 

Man hat hierin ein leichtes Mittel zur Gonftruction der 
Cauſtica durch Punkte. Da der reflectirte Strahl die Cauſtica 
jederzeit berührt, fo ergiebt fi) aus obigem Saße aud) eine 
leichte Methode durch einen gegebenen Punkt der Cauſtica an 
diefelbe eine Berührende zu ziehen. Man zieht nämlicdy von dem 
Beruͤhrungspunkte nach dem felten Punfte eine gerade Linie, 
und mit diefer durch den Mittelpunft des Kreifes einen parallelen 
Radius; fo wird deffen Endpunft ein zweiter Punkt der gefuchten 
Derührenden feyn. 


21. Die Länge des einfallenden Strahl ſey = Q, die 
fänge des von der Cauſtica begränzten Strahls = Q’; fo ift 
g=rt+mrud,g= Ta? +g—u):. 

Aber nad) (17.) 2 
tr? +u?=r?, r(3x—r) = 2t(r—t), Iry=2u(r—t); 
2t(r—t)+r? e Zu(r—t) . 


ee "ae Er 
- _ r?—t(r-+2t) _ _u(r+2t), 
Kb — — — — ar Page 


4 _9r2 2 — 2t )2 
Kt + gu) 


_r’+r(r+2t) _2r(r+t), 
ee a u 
: (tr? ⸗ te ꝓᷣuꝰ 452 4 2t 2(64t) . 
Alſo | 
Q=Yxr(r+t),Q' =4fir(r+t), 


d. i. =4+Q, woraus fih ein neues fehr einfaches Mittel, 
die Cauſtica durch Punkte zu befchreiben, ergiebt. Verbände man 
diefes Mittel mit dem in (20.) angegebenen, fo würde man die 
Cauſtica felbft befchreiben Finnen, ohne die reflectirten Strahlen 
zu ziehen. | 
22, Um die Cauſtica zu rectificiren, differentiire man die 
Gleichungen Ä 


t?-u?er2, r(3x r)=%i(r—t) ; Zry=2u(r—t), 
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ans denen die Gleihung der Cauftica durch Elimination von t, - 
u erhalten wird, in Bezug auf t, indem man u, X, y als von 
t abhängig betrachtet. Dies giebt 


ttum =0, oe 22) 
Ov 
I: = 2-0); — Qu. 
Folglich, an man ae dritte durch die zweite dividirt, da be: 
kanntlich Be or = it: " 





und, f wenn man für * — Werth aus der ten Steigung 


e t: 
ſet öy _ _Ir—t)tru? 
x u(r— 24) ° 
oder, wenn man u? mittelſt der Gleichung u⸗ * = nr — t? eli⸗ 
minirt: 
oöy _ (Kt (r+ 2 
x — u(r—2t) ; | 
wobei au bemerken, ver — t? — (x — m tRiſt. Alſo 


dy (r—t)(r +21)? 
(#) = 79 - 28)? 


| Oy Ä 2r3 
er (#) = erh (ea? z 
Ferner iſt ws dem Dbigen — 


dx = erg. 


Alfo, wenn wir den Bogen der Cauſtica — s fegen: 


= Sof D=SZET rer 


d. i. nach leichter Reduction: 


— _.2Y2r —_+; 
= fa — En r+t) ?o. 


Seßt man nun r Fitz, — 02; fo iſt 
Sera Ei = 2Yr+t, 


s — 4Y2r(r+t) + Const. 
Fuͤr t — — , u Z o wird x=—r, y=o, fodaß alfo, wie 
auch von felbit angenblicklich erhellet, der ſtrahlende Punkt ein 








Alſo 
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— der Cauſtica iſt. Will man daher von demſelben den 
ogen rechnen, fo muß 5 0 werden ‚frt=—rn Die 
giebt Const = 0. Alfo ee | 
| s = 3V2r(r+t) 

d. i. nad) (21.) | a 

24233 +Q=QNrT, 
woraus fich. ein leicht in Worten auszuſprechender Satz ergiebt, 
und zugleid) erhellet, daß ſich die Cauſtica geometrifc) rectificiren 
läßt, Man überfiche leicht, daß _die obige Rectificationsformel 
ſich nur auf die eine Hälfte der Cauſtica erſtreckt. 

At der einfallende Strahl dem Durchmeſſer des gegebenen 
Kreiſes gleich, d. i. Q 2r, fo ifts=!r Dies iſt offenbar, 
die Laͤnge der halben Cauſtica, da dieſelbe augenſcheinlich auf 
beiden Seiten des durch den ſtrahlenden Punkt gehenden Diame— 
ters ganz auf gleiche Art liegt. Die Chorde dieſer halben Cauſtica 
ft offenber — — Wir — Ir 4r. Ufo iſt die 
halbe Cauſtica ihrer doppelten Chorde glei. In 
dem von. dem ſtrahlenden Punkte um $r entfernten Punfte auf 
dem durch den ftrahlenden Punkt gehenden Durchmeffer bat die 
Gauftica offenbar eine Spiße (point de rebroussement). 


23. Die auf den reflectirten Strahlen orthogonale Trans— 
verfale iſt eine got. der . Sauftica- abgewickelte Linie,” Für die 
Cauſtica durd) —— iſt die Gleichung dieſer orthogonalen 
Transverfale nach (12.) 

—— — (x? +y?+r?)—n?(a?+b?+r?)}?. 
Alſo, indem man m-n=0,m=—.n ſetzt, die Gleichung 
einer der durch Abwickelung der Eanftica durch Zuruͤckwerfung 
erzeugten Linien: 

Ar? (x - a) +(y—b)?} 2 0324 92) - (aꝰ +b?)}? 

ax? 42 -2 (ax y) Saꝰ 4 /b(x3 Hy?) (lat + br). 
Folglich, wenn man den ſtrahlenden Puntt in der Peripherie des 
gegebenen Kreiſes annimmt: 

4r2 1x2 y +7? — —B == Iron 
und fra=—ır,b=0: 
‚My? + (Fr) = It yt—r)?. 
Denken wir ung nun einen mit dem gegebenen Kreife concentri⸗ 
ſchen und mit dem Radius Ir beſchriebenen Kreis, und nehmen 
den Punkt diefes Kreifes, deffen Entfernung vom Dittelpunkte 
— + 3r iſt, als ftrahlenden Punkt an, fo it nah (17.) die 
Gleichung der Cauſtica durch Zuruͤckwerfung fuͤr dieſen Salt in 
Bezug auf das vorige Coordinatenfyftem : 
4.912|9y2 + (—3x— 3r)2}= 9x2 + y?)—9r2 |? 
d. i., wenn man mit 9,9 dividirt: 
Ar?fy?+(x+r)?} = {a + y? _rn]2 


Gauftifche Flaͤchen und Linien. 383 


Alſo iſt immer die Cauftica durch Zurüdwer 
fung für einen firablenden Punkt in der Peripherie 
des gegebenen Kreifes die Evolute einer ganz aͤhn— 
lichen, nur in umgefehrter Lage liegenden Cauſtica 
für einen. dem.gegebenen Kreife concentrifchen, aber 
mit dem dreifachen Radius befhriebenen, Kreig, 

Umgekehrt ift die Evolute der Cauſtica für ei— 
wen frablenden Punkt in der Peripherie des gege 
benen Kreiſes eine ganz ähnliche, nur in umgekehr— 
ter Lage liegende Cauſtica für einen dem gegebenen 
Kreife concentrifchen, aber mit einem dreimal flei- 
nern Nadins befhricbenen, Kreis, Der firahlende 
Punkt für die Evolute ifi die Spike der gegebenen 
Cauftica (22). . 
| 24, Bir wollen jegt die Spige der Cauftica als Anfang 
der Coordinaten annehmen, und die Polargleihung derſelben ſu— 
hen. Die Abfeiffe der Spige der Cauſtica ift = Ir; alfo 
braucht man in der Gleichung 

9x? + y?)—r?}? = Ar? {9y? + (3x—r)?} | 

‚ der Cauftica bloß x + Ir für x, oder 3x Hr für 3x zu feßen, 
wenn die Spige als Anfang der Coordinaten angenommen werden 
fol, Dadurch erhält man leicht die. Gleichung: 

242 +m=rhYe4y, 
oder, wenn wir der Kürze wegen r — 3a feßen: 
u x? + J* + 2.x = + 20x? +y2 . 
Zür die polaren Coordinaten , 6 in Bezug auf die Spiße der 
Cauſtica als Pol it 

| I xzec00sp, Jy—esinp,x?+y?=o?. 

Alfo | 


| e + 2ecspy—m FR, 
welches die -Polargleihung der Cauftica ift, | 
Belchreibt man mit dem Halbmeffer & — tr einen dem ge⸗ 

gebenen concentrifchen Kreis, fo iſt deflen Gleichung in Bezug 
auf die Spiße der Cauftica als Anfang der Coordinaten: 

x? + y? + 2x0, 
und folglich die Polargleichung diefes Kreifeg: 

ed + 2acısp—=0. 
Alfo ü 


0-1 =+Aa,e.e my + a. 

Demnad ift der Radius vectorder Cauſtica im: 
mer dem Radius vector des mit dem Radiugt4r um 
den Mitttelpunft des gegebenen Kreiſes befchriebe- 
nen Kreifes gleich, wenn man denfelben um den 
Durchmeffer diefes Kreifes vermehrt und vermin- 
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dert. Die Spige der Cauftica ift als Pol ange 
nommen. " 

Man’ überfieht leicht, daß ſich hieraus ebenfalls eine Leichte 
Conſtruction der Cauſtica ergiebt; auch ift Far, daß alle 
durch die Spike gehenden Chorden der Cauftica eine 
conftante Größe haben, nämlich alle zwei Drittheis 
len des Durchmeffers des gegebenen Kreifes gleich 
find, weil offenbar jede folche EChorde = 2a + u = 4a = 
gr = 3.2 iſt. 

25. Die Cauſtica bat noch die merkwuͤrdige Eigenfchaft, 
daß fie eine Epicycloide ift, welches ſich auf folgende Art beiweifen 
läßt. Ein mit dem zurüchwerfenden Kreife concentrifcher Kreig, 
welcher mit dem Nadius & = Ir befchrieben ift, werde als Baſis 
angenommen. Der erjeugende Kreis fey mit demfelben Radius 
bejchrieben. Berm Anfange der Bewegung berühre der erzeugende 
Kreis die Bafis in dem Punfte, deflen Coordinaten x—=+ a, 
y=0 find. Für irgend eine Lage des erzeugenden Kreifeg feyen 
x, y die Coordinaten des befchreibenden Punftes, x, y’ die 
Eoordinaten des Mittelpunftes des erzeugenden Kreiſes; fo uͤber— 
zeugt man fid) leicht von der Nichtigkeit folgender Gleichungen: 

x? 4 y2 = (20)? — 4u2 
(—r)2 +» (y-y%®!?=oe, 

wobei man zu bemerken bat, daß der Mittelpunft der Baſis der 
Anfang der Coordinaten il. Denkt man fid) die Punkte (x, y) 
und (x, y) durd) eine gerade Linie verbunden, ſo ſchließt diefelbe 
mit der Are der x nad) der Seite der pofitiven x einen Winfel 
ein, deffen trigonometrifche Tangente 

—— 

u 
iſt. Diefer Winkel ift der Außenmwinfel des Dreiecks CAC’ 
(Fig. 6.), welches nad) der Natur der Bewegung, wie leicht 
erhellet, ein gleichfchenfliges Dreieck ſeyn muß. Die trigonome— 
trifche Tangente eines der Winfel an der Grundlinie diefeg Dreis 
ecks iſt 








— 
= x’ “ 
Folglich iſt 
27, Br 
y-y _ x 2* 
— —— ———7 — — ‚7 
x—x 1. (2), x y 
X / 


xy(x—r)=(y-y)(X?’—y?). 
Aus diefer Gleichung, und aus den Gleichungen 
x? + y?— 402 
(x—-r)2 + (y-y”? mau. 


f % 
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muß man x’, y’ eliminiren. Aug der erfien und dritten Gleichung: 
findet man leicht: = | | 
- u J-y=-+t —— 
Man uͤberzeugt ſich aber ſogleich, daß y— y’ und xy' ſtets 
entgegengeſetzte Zeichen haben (ſ. Fig. 6.), und muß daher in 
obiger Gleichung das untere Zeichen nehmen, fo daß alfo, wenn 
man zugleich x — x’ aus der Gleichung | 
xy (x— x) — (y—y) (x? —y?2) 





beftimmt, 
‚,_ ax? —y’?) — 20x y 
we ri 
ober 22 22 Qx’ ’ 
WIN v_,_%J 
a ae Fa ES 


it. Alſo auch 

20 (x — a) x(20 —- x), 20y y (20 - x), 
woraus durch Diviſion: 

— 

x—o i 
Setzt man diefen Werth von y’ in die Gleihung x? + y? = 40°; 
fo erhält man: | 
en _ 2a) _ > 203 


’ 
xy 


r . 
x—ıı 





=5, „= 


“OrprR—n!  TVprazen 
Folglich J | 
| 2a (x— «) | Relx—a) ) 
2a(x—ae) u nn, 20 — ⸗ ’ 
———— 
1 Au. 20 (x — e) 
Yy:+@—ar) YPrlRma)? 
» y2:4 x? —ı22 x 


— — ⸗ — —/ 2 2—42)2 Au? 2 Ixzn\2 
re ya Te 
oder, wenn wir für a feinen Werth zr feßen: 

9(x + y?)—r?}? = MR }9y? + dx—r)?] 
die Gleichung der Cauſtica (17.). 

Alſo iſt die Caufticaeine Epicycloide, Die Bafis: 
ift ein dem zurückwerfenden Kreife concentriſcher, 
mit dem Radius tr befchriebener Kreis, Der erzeu— 
gende Kreis ift cin eben folder Kreis, Die Spike 
der Cauftica ifi'der Anfangspunft der Bewegung 
des erzeugendem Kreifes. | 

26, Auf ähnliche Art wollen wir nun aud) die Haupteigen- 
fchaften der Cauſtica fir‘. parallele Strahlen betrachten. Die 
Gleichung: diefer Linie iſt nah (19, ) | | 

My) =reye. 
Supplem, zu Klügels Wörterb. 1. j Bb 
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Die Axe der x ift den einfalfenden Strahlen parallel, und der- 
Mittelpunkt des zurüchverfenden Kreifes ift wieder der Anfang 
der Eoordinaten. Daß die Curve auf beiden Seiten der Are 
der x auf gleiche Art liegt, fällt fogleich, in die Augen. Eben 
fo leicht erhellet aud) aus der obigen Gleihung, daß die Curve 
auch auf beiden Seiten der Are der y ganz auf gleiche Art 
liegt. 
"Die Länge der reflectirten Strahlen ſey = Q’; fo iſt 

| Q = ext)? +(y—u)? 
d. i., weil t? Fur? if: 

= Yx: +y?—2(txFuy)+tr?.: 

Aber (19.) 


__ t(r? + 2u?) u3 
a u 7 Br BE 
Alfo — 
2 2 
—— (r — _t + u | 
x2 4 y2 * ——— = rt? At? uꝰ Mu* 
Art Ar? 


212 4 4uꝰ (t2 4 u?) _ t2+ Au? 
a Ar? 04 j 
Q’ = 44-3? Au? = 1 14 I = It mir u. 


Der reflectirte Strahl ift alfo immer der halben 
Abſciſſe des Einfallspunftes gleich, welches ein leich- 
te8 Mittel zur Confteuction der Cauſtica an die Hand giebt. 
Fur y=0 wid x—= + Hr, und man überzeugt fid) leicht aus 
der Eonftruction der Cauftica, daß fie in jedem diefer Punkte 
eine Spiße hat. 

Da nad) (19.) | 
r? (2x —t)=2tu?, r’y=u? 


ift; fo folgt durch Diviſion: 





Alfo 


Hieraus en fich) fogleih, daß die durch irgend einen 
Punkt der Cauſtica mit der Normale des entſpre— 
henden Einfallspunktes gezogene Parallele die 
Are der x in einem Punkte fhneidet, deffen Entfer- 
nung vom Mittelpunfte des zuruͤckwerfenden Krei- 
ſes der Länge des entfprechenden zurädgemworfenen 
Strahls gleich iſt. | 
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27. Bir gehen nun wieder zur en der Cauſtica 
für parallele Strahlen über. . Rad) (19.) ift 


yx=t(r? Fu), y=uw., 
Alſo „wenn man nad) t differentürt: - 
dox du 
ar: = xꝛ 4 2u? + tus j *3 = au» 0 v 


Aber, wegen der — ?+- u =r: 


ou t 


und demnach: 





mer ar, N a; 
R Gtu — Gtu _ tn 
x rw Km)  w—t? 
(u? ar + 4?u? (u? +t?)2 = — 
14 * — t2)? Eu (u? — t?)? (u? — 12)? ’ 


y (x? +2u2—4t2) dt Sa 
Pr V 
zot = 3 + Const , 


Nimmt man die Bogen von der Are der y oder u an, ſo iſt 
offenbar s= 0 für t=0, d. i. Const=0, Folglich unter 
diefer Vorausſetzung 


werte +Q=3q, 


woraus leicht in Worten auszufprechende Säße folgen. Man uͤber—⸗ 
fieht leicht, daß die Formel s = zt fi) nur auf den erſten Qua—⸗ 
dranten der Cauftica erſtreckt. Die ganze Länge eines ſolchen 
Duadranten ift — #r, die Fänge der ganzen Cauſtica alfo 
—4.4r=6r=3.,?2r, d. I, dreimal, fo groß als der Durd)- 


meffer des zuruͤckwerfenden Kreiſes. 

3. Suchen wir num auch die Evolute der Cauſtica zu 
beſtimmen. Sind x, y die Coordinaten der Evolute, fo erhält 
man, wenn (x, y) = 0 die Gleichung der gegebenen Curve 
bezeichnet, bie Gfeihung der Evolute, wenn man x, y aus den 
drei u = 
’ — 0 

2 Fo, 0%). 

2y dx — 0 


} Ox? +03? _ 0 
er a 
eliminirt, Nach (27.) ift | | 
ey _ 2tu 
Ox u?—r2 ? 


"=x + 
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Oy\2. _ x: + Ay? 4 
14+() = Sm 


Ferner iſt — | z 
| dry (2) >(&) Fa 








TR TR 
Aber, da 
\ ou _ t 
dt um 
it: 
ox/ _ la? —t?)? +8? u?  2lu? +t?)? 2r? 
— gg mar. [—— — 
er an 
ex  r? + 2u? — 4t? .  3(u?—t?) 
0?y = Ar$: 
. %& " ° 3w—r?).u 
. Ox?HAy? _ Ox::+0y2. 0x? __ 3u (u? —t?) 
2y * —— — Ar? ' 
Oy. Ox? + 0y? _ 6tu? _ tu? 
ox ÖOy Mi 2r2 
t(r? +20?) , Btu?  , t(r?— u?) ;„ #8 
Ir? Gr 0.7 2r2 —— 
; u? 3u (u? —1t?) , Ur? -+2t?) 
7 Ar? — Ar? Ne 
Man muß alfo jeßt aus den Gleichungen 
3 2 2 
— 2 e en, t? + uꝰ =r? 


t und u eliminiren. Zunaͤchſt ift 
| 4t (tꝛ + u?) + u?r? + 4u?t?r? 


x? y?= . 46r* 
At? (tꝰ Fu?)+u?r?2 4? +u? I’ x⸗ 
—— 16r? — 0416 .7 0.46 


4(x?+y?) — (jr)? = it? 
; ‚ IE Zur, 
{4(x°+y?) — (4r)?}® = (2) =2?7(2) x?. 


Bergleicht man diefe Gleihung mit der Gleichung der Cauſtica 
(26.); fo wird man fogleicy auf folgenden Sat geführt: 

Die Evolute der Cauftica für parallele Strah— 
len ift eine diefer Cauftica ganz. ähnliche Eurvez fie 
ift eine Cauftica für parallele Strahlen in Bezug 
auf einen zuruͤckwerfenden Kreis, welcher dem gege- 
benen zurücwerfenden Kreife concentrifch, aber 
nur mit einem halb fo großen Radius befhrieben 
iſt. Auch find bei der Evolute der gegebenen Cau- 
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ftica die Strablen nicht, wie bei (eßterer, ı der Are 
der x, fondern der Ure der y parallel, immer in de 
zug auf ein und daffelbe Coordinatenfyftem. 


Umgefebrt ift demnach aud) jede Cauſtica durd) 
Zurüdwerfung für parallele Strahlen bei’m Kreife 
die Evolute einer ganz ähnlichen Eurve für einen 
mit dem gegebenen concentrifhen, aber mit einem 
doppelt fo großen Radius befchriebenen Kreis. Die 
Strahlen bei beiden DÖrennlinien find auf einan- 
der ſenkrecht. 


29, Suchen wir jetzt die Gleichung einer Epicycloide, 
welche von einem Punkte in der Peripherie eines mit dem Radius 
© beſchriebenen Kreiſes beſchrieben wird, wenn die Bafis ein mit 
dem Radius 2 beſchriebener Kreis iſt. Der Mittelpunkt der 
Baſis ſey der Anfang der Coordinaten. Fuͤr irgend eine Lage 
des erzeugenden Kreiſes, ſeyen x, y die Coordinaten des be— 
ſchreibenden Punktes, x, y“ die Coordinaten des Mittelpunktes 
des erzeugenden Kreiſes; ſo iſt | 

i x? + y3 = 9a? 
(x -x) 4 (y-y)}’=0. 
Denkt man ſich die Punkte (x, y) und (x, y) durch eine ge— 
rade Linie verbunden; fo fchließt diefelbe mit der Are der x nad) 
der Seite der pofitiven x hin einen Winfel ein, deflen trigono— 
metrifche Tangente 
y-y 


if. Nach der Natur der Aufgabe ift in dem Dreieck CAU 
(Fig. 6.) der Winfel bei C’ offenbar doppelt fo groß als der 
Winfel bei C. Die trigonometriſche Tengente des letztern iſt 


— 
x 3 


alſo die teigonometrifehe Tangente des erftern 


Der Außenivinfel des genannten Dreiecks bei A ift der Summe 
der Winfel bei C und U’ glei. Folglich 


y 2xXy 
y-y _ x ' x?2—y? _ y(&x?—y”?) 
x—x wer X y xl? By)" 
x xy’? 


Ans diefer Gleihung und den beiden erften obigen Gleichungen 
muß man nun x, y eliminiren. Aus den beiden Öleihungen 
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(x—r)? + (y-y) = 0 
‚ £(y— Dr) yon) yt I 
findet man leicht: 
ax (X⁊ — 3y’ 2) 
Yxr?(x?—3y2)2 + y2(3x?—y)? 
h ay’ (3x? —y’?) 
(tm äy2)? 2 y?ldr?— y'?)? 
unter der Vorausſetzung, daß die Quadratwurzel — — 
men wird, are man diefe Brüche —x — x, 


nicht = — X, y—y gefeßt bat. Das Quadrat 2 * 
meinſchaftlichen Hames if iſt a 


= xt + a? til y 
= 9,0% = 27? 0°. 
Folglich 


. 
> en 





y-y)- 





2702(#—ı) = x’(x’?—3y'?) 


| Mar (y’—y)=y'(I3X?—y"), 
oder 


Ma) ga? x’ — Ax’y’ 
27a? yY—y) = y (2770? —4y°?) = 270? y' —_4y3 
: d, i. 
9a? (Ix - Lx) = Ar’y’? 


u 27adymm 4yi, 
woraus durch Diviſion: 
3y y ER. 5 
K-ı”7 =7 z’ im 
Ferner iſt 
Alſo 


nz 


27a°x = 2x (9a? + 2°). 


27? .at (x? + y?) = 4x'?(9a? +2y’?)? + 16y'6 
= 49a? — y’?) (95? +2y’?)® + 16° , 
woraus nach gehoͤriger Entwickelung: 
3(z’ 5-402) = Ay? 
27(x 42 - 442 24. (452 )⸗ 
d. i., wegen der Gleichung 
2742 y 45233 
(x 4 - 442) 1084 y2, 
oder, wenn man auf beiden Seiten mit 4* imultiplioire: 
{4(x®+y?) — (4a)? }? == 27(40)* y? 
Die in Rede ſtehende Epicyeloide iſt alfo eine 
Cauftica durch Reflerion für parallele Strahlen 
bei einem zjuräcdmerfenden Kreife, deffen Radius 


— 4 ift. 


Wie diefer Sag ſich umkehren laͤßt, fällt fogleich in die 
Augen, 
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30. Für die Cauſtica durch Brehung in Bezug auf den 
Kreis wollen. wir hier nur ein Paar befondere Fälle betrachten, 
für welche ſich die Gleichungen aus dem VBorhergehenden leicht 
ableiten laffen, da allgemeine Unterfuchungen in zu große Weit- 
läufigfeit führen würden. Der Mittelpunkt des brechenden Kreifes 
fey auch hier der Anfang der Coordinaten; die Coordinaten dee 
ftrahlenden Punktes feyen x, y', und das Brechungsverhältniß fey, 
wie gewöhnlich, =m:n. Die Gleichung einer orthogonalen 
Zransverfale der gebrochenen Strahlen ift nad) (12,): 


— nr) y)2}=| m? hy) nt rhy 2]? 
Die Cauftica durch Brechung ift die Evolute diefer Curve, 


Mit dem gegebenen Kreife concentrifch fey mit dem Radius 
R ein nener Kreis befchrieben, und X, Y feyen jeßt die Coor—⸗ 
dinaten des frahlenden Punktes. Mollte man nun aus obiger 
Gleichung für diefen Kreis und diefen flrahlenden Punkt die 
Gleichung einer orthogonalen Zransverfale der von dem Kreife 
zurückgeworfenen Strahlen ableiten; fo müßte man «=X, 
y=Y,r=R,m=—n feen, woraus fi) ergiebt: 


ar? ((x- X) + y-YP)=Rrf Rt). 


Liegt der firahlende Punkt, deffen Coordinaten x, y find, in 
der Peripherie des mit dem Halbmefler x befchriebenen brechenden 
Kreiſes; fo ift 

. x’? + y — r? ; v ’ 
und folglich die Gleihung der orthogonalen Transverſale der ges 
brochenen Strahlen: 5 


n ? , ⸗ 
ie — ESS e DE > un 2 al 0 


Um diefe Gleichung‘ mit der obigen Gleichung der orthogona= | 
len Zransverfale der zurückgeworfenen Strahlen zu vergleichen, 
fege man: 


| !=-X,y=-Vor=R. 


Dies giebt folgenden merfwürdigen Fehrfaß: 

Die Eauftica durch Brehung für den Kreis und 
für einen ftrablenden Punkt in deffen Peripherie ift 
die Cauftica durdy Zurüdwerfung.in Bezug auf den- 
felben firablenden Punft und für einen zuruͤckwer— 
fenden Kreis, welcher dem erftern concentrifcy und 
mit einem Radius befchrieben iſt, den man erhält, 
wenn man den Radius des erftern Kreifes mit dem 
Verhaͤltniß des Sinus des drehungsmwinfelg zu dem 
Sinus des Einfallswinkels multiplicirt. 


Man ſchließt Hier namlidy von der dentität der durch Ab- 
wicfelung erzeugten- Linien auf die Jpentität der Evoluten, Rad) 
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a ift alfo die gefuchte Gleichung. der Cauftica durch Drehung 


e 


ur einen in der Peripherie des brechenden Kreiſes liegenden Punkt: 

4m? (x? 4 y2)(x® + y2) — n®r2 [(s+ RN) + (yHy)2]j3 

= 2/m?n?rt(xy’—x'y)2 (x? - y2 x 2 —y2j2 , 
oder | | 
x2 4m* (x2 + y2) — n®?[x2 + 2 172.42 2(xe + yy)li? 
= 27/m®n?(xy—xy)2(x2 -y2—r%)2 , 

31. Ferner verhalte fich die Entfernung des ftrahlenden 

Punftes von dem Mittelpunfte des brechenden Kreifes zu dem 


Radius diefes Kreifeg wie der Sinus deg Einfallswintels zu dem 
Sinus des Brechungswinkels, d. i. | 


r2 _ n? = ax + y? 
x2+»y? m r 


Seht man diefen Werth von m? in die Gleichung der orthogo- 
nalen Transverfale der gebrochenen Strahlen in (30,); fo wird 
diefe Gleichung: 
art (2 hy2)l(K—w)2L(y—y’)2} 
= 1a? +y?) (er Hy —rr)—r2@2hy2—i2)}e, 
Art (Kt hy) 2 H(yoy)2} 
= [a +y)a® +y2)—r]— HK? hy2_r2)02 
oder, wenn man das zweite Glied wie eit Quadrat einer zwei⸗ 
theiligen Groͤße entwickelt: | 
IX? +y2)(x® + y2)—r?}2 
= day? —rB)[RK? + y2) (2 -yP)— ri] Art y2 2) 
| + atKe Hy) RK NH y)R 
oder, wenn man dag ziveite Glied entiwicelt- und nach r ordnet: 
|(x2 +y®)(® + 32)—rt|? 
= Ar? | +y2)2 (124y2) ——— | 
= 4r2 La +y2)x—r? xP + [@2 + y2)y—ı? 7} 


eh Ki ee pl T [» — pr 1 
tr - (an) (a r 


r2x’ J [ . r? y' 2 
nd 2 — x? [y? — — — 





Setzt man | 
— r?y’ 
fo wird diefe Gleichung: Ä 
RX V)? = AR (KK)? + (yY) 


=Y,r=R; 
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und Fällt alſo mit. der Gleihung der orthogonalen Transverfale 
für zuruͤckgeworfene Strahlen in (30.) zufammen. Dies führt 
auf folgenden Lehrſatz: F 
Fuͤr den Kreis und fuͤr einen ſtrahlenden Punkt, 
deſſen Entfernung vom Mittelpunkte des Kreiſes 
ſich zu deſſen Radius verhaͤlt, wie der Sinus des 
Einfallswinkels zu dem Sinus des Brechungswin— 
Fels, ift die Cauſtica durch Brechung einerlei mit 
der Cauftica durch Zurädwerfung für denfelben 
Kreis und für einen firablenden Punft, deffen Coor— 
dinaten | \ 
r!r _ nm , ry m, 
try mt za y2 mt 
find, wenn x, y die Coordinaten des gegebenen 
firablenden Punktes bezeichnen, und r der Halb- 
meffer des gegebenen Keiſes ift. 
Nach (18.) ift alfo die Cauſtica durch Brechung in dem 
vorliegenden Falle: 


{Ant (X? +y?) (x? +y2) — r?[(m?x+n?x’)? + (m?y+n?y’)27]}? 
= ntr?(xy—xy)?{mt(x?y?) — n?(xX?+y?2))?. 

Allgemeinere Unterfuchungen über die Örennlinien durch Bre— 
hung bevm Kreiſe hier mitzutheilen, verbietet der befchränfte 
Kaum um fo mehr, da die allgemeinern Gleichungen fehr com— 
plicirt ausfallen muͤſſen. Es find nun noch einige Saͤtze über 
Drennlinien im Allgemeinen zurück, zu denen wir jeßt übergehen 
wollen, | 

32. Wir gehen dabei von einem geometrifchen Problem aus, 
welches aud) in anderer Nücficht wichtig und merfßirdig. ift. 

Sey die Gleichung 

Vz=y(x,y)=0 
einer Curve gegeben. Man foll die Gleichung einer Curve finden, 
welche alle die geraden Linien berührt, die mit den Normalen 
der gegebenen Curve nach einem gegebenen Gefeße fortfchreitende 
Winkel einfließen, wobei wir annehmen fönnen, daß dieſes 
Gefeß durch die Gleichung 
i v’=g(x,09)=0 

ausgedrückt fey, wenn die in Rede ftehenden Winfel überhaupt 
durd) © bezeichnet werden. | | 

Die Coordinaten der gefuchten Eure feyen X, Y. Die 
Gleichung der Normale der gegebenen Curve in dem Punkte 
(x, y) if: | ! 


2—2 — —A 
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Der Winkel diefer Normale mit der Are der x ſey = 0; fo it 
tango = — = . 


Die Beruͤhrende der gefuchten Curve in dem Punkte (X, Y) 
fchließe mit der Are der x den Winkel w@ einz fo ift, wie leicht 
erhellet: | 
vo =0— © 
‚_ tango—tang® _ cos@+y'sin® 
a 1+tangutang © " sin®—y'cosQ@ ” 
wenn wir der Kürze wegen 
| — 
Eu). 


ſetzen. Die Gleichung der in Rede ftehenden Berührenden, welche 


nach den Bedingungen der Aufgabe auch durch den Punkt (x, y) 
geht, iſt: 
2 — y— (u — x) tango, 
woraus man mittelſt des Obigen leicht findet: 
coos O 4 sin 28 (sin 9—y’cos9)y—(cos®+ sin 0) x 
"sin 8—y’c0s® sin@—y’cos® 
oder der Kürze wegen; . 
z=wrvV,:32- u— v’=0, 


wo v eine Function von ©, y, dagegen v’ eine Function von 


x, y, 9, y ift, wenn wir diefe Größen als unabhängige ver⸗ 
änderliche Größen betrachten. Die Gleichung unferer Berührenden 
ift aber auch, weil diefelbe durdy den Punft (X, Y) geht: 


Aus der Veggleichung beider Gleichungen der Berührenden ergiebt 
fih alfo: PR 


BE. ER 


Nimmt man nun x ald unabhängige veränderliche Größe an, 
und differentüirt in Bezug auf diefelbe; fo wird 


Ov _OYOK Ge „OL AK 
RT d ARE 
Alfo | 
Av‘ Oovr  öv' 


öv v 
Ruin Aug =: 
Da die Berührende durch den Punkt (X, Y) gebt; fo ift nad) 
dem Obigen 
" Ve.Y— vi. v0. 
Differentüirt man, indem. man X und Y. als conftant betrachtet, 
die Function V in Bezug auf x; fo erhält man: 


Cauſtiſche Flächen und Linien. 395 
Alſo iſt nach dem Obigen unter derſelben Bedingung 
| 2 0 — 


0 
FF Ä 
Weil aber V von x, y, 9, y abhängt; fo ift 


OV _ foV OV\ dy |, (OV\ 08 e 

2560 4 69) IE az 

wo die eingefchloffenen Differentialquotienten partielle Differen- 

tialquotienten bezeichnen. Wir haben alfo folgende Öleichungen: 
v0, V’=0, "’=0 


RE 
(x + )% =0 
EEE 


Differentiirt man die fünfte von Neuem, fo erhält man die fieben 
Gleichungen: | | 
| ve0,V=0, ”=0 


BVN ./OV\ Ay, fOV\ 00 , [AV\ Ay 
(2) tete) 
—X dv’ Ay, (rV\ /Ay\? . _ 
a 7E Zee 
av’ aV\ Oy_ 
+ 
av, (OV”\ 08 _ 
tn 
aus denen man die ſechs Größen 
dy 89 6 
| Kr De 
eliminiven fan, welches die gefuchte Gleichung zwiſchen X, Y 


giebt. | 
Man könnte indeß auch y = er aug der Gleichung V’= 0 


entwickeln, und den gefundenen Ausdruck für in die Zunction 
V feßen, weldye nun bloß von x, RL © abhängen wird. Dann 
iſt * geſuchte Gleichung das Reſultat der Elimination der 
Groͤßen | 


2) 
x, 8 =, er 
aus den ſechs Gleichungen: 


/ 
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v=-0,7=0,V0-0 
ONE Ur 
——— 
(te): 
Iſt O eine conſtante Groͤße, ſo werden dieſe Gleichungen: 
v-0,V-0 


OMU ms 
aus denen man nun bloß 


Fi 
3, Y⸗ = | 
eliminiren muß. 
Die Function V ift nach dem Obigen 


cos®--y’ sin & __ (in 9—y’ cos 0) y - (cos®+ y’sin 2 
sin 8—y’cos® sin®—y’cos@ 0 


Durch partielle Differentiation erhält man: 
(7) _c0s®+ysin® (F)=- Pr 
— nn — 3 


— sin@— y’cos®’ \oy 
oV 1+y? 
(75) = er cos 57%) ⸗ 
—x 
(7) = Dur ns cos 9)2 " 


Hieraus erhält man mittelft des Obigen leicht folgende Gleichumg: 
(1+y? ) cos en — cos 7, — 
=0,. 


+ A422) — (X) 


Da nun aud) 


Y-y- cos + y’sin © 


sin @— y’cos 9 
it; fo erhält man, wenn zur Abkürzung 


(X—x) 


gefegt wird: 
— K_x — 9% 9 (sin 9 —Y'cos@)(1+y”) 
—⸗ 


„se 

y — )yn 

— ———A— 9 Lyana)lity): 
08 
y -u47 9), 
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Folgiich ai 
Er ee., 
ty 4 9) 


Segen wir nun die Entfernung der run (x, y) ud’ (X, » 
von einander = 05 [0 iſt 
c606614* y7 — 


7 =, 08 
J (147 n 


wo die Quadratwurzel . pofitiv und negativ genommen werden 
fann. Man nennt zuweilen E den fhiefen Kruͤmmungs— 
balbmeffer der gegebenen Curve in dem Punfte (X, y), weil, 
wie augenblicklich erhellet, ç der Krümmungshalbmefler r der ger 
gebenen Curve in dem Punkte (X, y) wird, , wenn man 00 
ſetzt. Da nun bekanntlich 


— 1 EBERLE > SOLLE TC 
y” _y" 


ift, mo mat die Quadratwurzel immer pofitiv — ſo wollen 
wir, unter derſelben Vorausſetzung, damit, det, Ausdruck von @ 
in den Ausdruck von r Übergehe, wenn man 0—0 nimmt, 
auch 


— — —— 
— 3— 
ſetzen. Der Grund, warum man dem Ausdrucke des Kruͤm— 


mungshalbmeflers das negative Zeichen giebt, wird hier alg bes 
fannt voraugsgefeßt. 


Es erhellet leicht, daß 


— 
cos fr 
— 


e ü 





09 
1ı+ | - urn) S_. 
* Yı+y? 
iſt. Dies giebt, weil 
e — os 
Vi +y 2 * * 
iſt, die merkwuͤrdige a... .. 
rcos® „89 cos 9 


= 0 == 
1 tn 


33. Man fann nod) andere merkwuͤrdige Relationen finden. 
Es iſt naͤmlich 
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try Hy __iry: ds 
= y’ = y’ +y = y’ 25 
1+y°?_, _ „X Ä 





Aber nach-(32.) — 
cos (sind —y’cös 0) — 


1 2 


cos ®(e0s® + y’sin ®). ——— a — 


OR 


x{=xı+ 


A 
Alſo 
ER — 0 ecos 0) 
— 5 
tr 
a. re0os®(cos@ +y’ sin®) 
Yzy-— Ep Z 
Arm 
Aus der leiten Gleihung in (32,) findet man: 
r= R 
cos 9 — 0 22 
Folglich nach gehoͤriger Subſtitution: 
a A 
* Os 
3 
— e(eos®+y’sin®) 
Y=y 9 Ös — — 
| Ox 
34, Seßen wir der Kürze wegen 
OY F 
x > Y, 


fo it nach (32.) 


Yo 


cos +y’sin® 
| sin®—y'cos@® ’ 
woraus leicht erhalten wird: 
— cos®—Y’sin® 
y sin®-+-Y’cos@® 
und hieraus ferner: 
| — * 
1+Y =. (sin6—y' 006) ° 
1+%: 
I (ein 6 + Too 6}: ’ 
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ui. : 
Os os 
es _ Ox ös X 
IX — sin@— y’cos0’ Ox " smn8FYcoaBd’ 


woran ſich ferner, wenn man nur dieſe Bruͤche umkehrt, leicht | 
ergicht 


= = sin 0 — cos 0X | 
* = sin 0 4 cos et. 
Serner findet man aug biefen Steigungen — Stimination: 
| no co, | 
J * co.0% + sin on : 


fo. wie umgekehrt: 


Öx _ oX OY - 
F > ein 977 4 cos 9 , 
—X* ex + sin et 
Endlich) ift 
y ct 0 4 y 
BT 1 ycot®' 
Solglich , 
— —— 
—— 
08 \2 





14 V cot 0 = 





1—y co 0 = — 


08 
0X _1+yY 
—— ct 0 
0X 
de 
Öx 1+yY 


1-yctO 0 
ox 


35. Beſtimmt man * = aus den beiden Teßten Gleichungen 
in (33.); fo erhält — 
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Os _ e 

6x” 

õs — ey’ 

x: . (Y—-y)sn® —(X—x)cos® - 
oder, wenn man die letzte rn mit 7 g= y Multipfieirt:' 

Os 

öx " " (Y—y)cos® z (X—x)sin@ ’ 

os _ _ o 

oT nn een 


Beſtimmt man hierang © Zur 2 m ſetzt die entfprechenden Aus⸗ 


druͤcke i in die Gleichungen für 5 2. in (3. ); fo erhält man 
nad) einigen leichten Neductionen: 
0X 


xX—-x 0Y u Y—y 
cS — e 3 os a e = 
Alſo 
oy 
Y-y= (X-z2)3r- 
Differentürt Egg - x, fo wird | 
RK U_ KL. 8 oY 
0X Ox x 0X? 'Ox | Ki 
"a oY Pr ax = 
aa Km 
Alſo — 
re — BY OX — 
| — a 20 MY 0X 
= 0X 0X? 'ox 


Durch Differentiation der — 
V (OYN? 
— —— 
erhaͤlt man aber ſogleich: 


08 as Or. 
IX a = ax m ° 





an as 98 628 AX 
in u ;s 
14 /Y=(%) - Ar 
ans 05 0°S 0X 
x” — OR Or ® 
= | 
und folglich nach (34.) 
| os 
X 05 0:5 X 


IrYraoıx AI 
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Aber nach (34, ) / 
9° 65 08 
ds sin X 2X F 


| m. - morY cs6 1 + Y'cot® 


Folglich 
PR = os n9S 8X 
x x öx 


Serner ift 

e⸗— ne 

Solglich, nr man differentürts u 
-5= — * u — ud 

d. i. nach — Dbigen: 


woraus fich die merkwürdige Relation: 
x 085 = sin9ds—de 
ergiebt. 
36. Der Krimmungshalbmeffer der dem an der Coor⸗ 
dinaten X, Y entfprechenden Curve ſey = R; fo if 


Nach (35.) if ‚ = 
or : o0Y X 
u I =Y= AN | 





Ferner iſt auch 


y_y 0% + ysinO  .__ _eosd(l+y”?) 
IT mo -ychHe® — sin®— ycosd 
— — 
| Öx 
Alfo 
Y-yY_ 605 011437 Ye dꝛx X 
 X—x — e(sin®— y’c06)?: 0x: Ox 
Nach (34.) ift 
os J 
— X = (sin 0— y eos > . 


x” sin —y'cos®’ Öx 
Supplem, zu Kluͤgels Wörterb, 1. Cc 
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Alſo 
ER cos 0 (1 528 
—— 


e(sin@—y’cos 9). 
Da nun nach (34) . 
— 1452 
— (sin 0- y cos ®)? 
iſt; fo iſt | 
3 (sin —y’ cos 8)? F 
R dry? ———— "ös 
— Er a ——— ———⏑ — ’ 
(sin —y * 0)* —ãRS 





— 
> os _ 88 
R= —g,; Roa9=em» 


Wir haben. alfo jegt die folgenden drei Relationen gefunden: 
1 + 00 _ c0s® 
7ToGos Zn 
0S = sin90s—0k , 
0S 
Rcos®= eg 


Aus dieſen Relationen laſſen ſich manche andete ableiten, von 
denen wir nur noch folgende bemerken: 








1,00 468 
za, en 
oe _e 
7 gt 0 —1, 
Oo _ rsin® 1 
05” o\ 
R(14152) 

ı - rc0s®d Rcos® 

e = d = 


9 j - de 
irrt sin 8 — 7. 


37. Bon den bewiefenen Sägen läßt fih nun folgende 
Anwendung auf die Theorie der Brennlinien machen, wobei wir 
den Einfallswinfel ſtets durch ©, den entfprechenden Refractiong- 
oder Reflexionswinkel durd) ©, das Brechungsverhältniß durch 
A: % bezeichnen wollen, fo daß alfo immer 





2 
sino x’ 
und fir die Zuruͤckwerfung A = —A, A + —=0 if. Der 
Kruͤmmungshalbmeſſer der gegebenen zurüchverfenden oder bre= 
chenden Curve ſey =r. Wir wollen annehmen, daß die eit« 
falfenden Strahlen alle eine gewiſſe Curve berühren. Die Curve, 
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welche ſaͤmmtliche gebrochene oder zuruͤckgeworfene Strahlen bes 
rührt, iſt die Cauftica der gegebenen brechenden oder zuruͤckwer⸗ 
fenden Curve. Die den Winkeln © und ©' entfprechenden 
ſchiefen Krümmungshalbmeffer diefer Curve find die Laͤngen des 
einfallenden und gebrochenen oder zuruͤckgeworfenen Strahls, 
und ſollen durch Q und ( bezeichnet werden. Dann haben wir 
nad) (36.) | 

09 „ c059 1 eo cl 1 


— — “sun 


8 ur r’os ” Dr 7° 
Differentiirt man die Gleichung. 
sin® 
me” Const 


in Bezug auf s ale veränderliche Größe; fo erhält man: 
sin 9’ cos 05° — sin @ cos 0 =0, 


— x 30 
und, wenn man die vorher gefundenen Werthe von Erd Se fub- 
ftituirt : 


PP — —— N * — h— — — 


sin _ 2 
sin 7 4 | 
berechnet. Beſtimmt man nun nad) befannten Methoden den 
Kruͤmmungshalbmeſſer x der gegebenen Curve, fo läßt fi), weil 
auch.@, als die Entfernung des Einfallspunftes von dem ftrah- 
| Ce2 | 
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{enden Punke gegeben ift, g' mittelft der in Rede ftehenden Gleis 
dung berechnen. Durch © und E ift Lage und Länge des ge⸗ 
brochenen - oder zuruͤckgeworfenen Strahls beſtimmt, folglidy ein 
Punkt der Cauftica gefunden, Daß ſich auf diefe Weife beliebig 
viele Punkte der Cauftica finden laſſen, fällt in die Augen. 
Bringt man die Gleichung auf die Form 


sin © cos ©’? sin ©’ cos ©? sin® c08® — cos ® sin &’ 


2 e x 
und feßt oo 
sin@ = sin © : 
fo wird: u 
— cos @'? __#cos 8° _icos® — 2’cos ® 
ei en r ö 


unter welcher Form die Gleichung auch zur Rechnung bequem if. 
ft der Einfalswinfel © — 0, fo ift auch sin —=0, 9 =. 
Alfo iſt | 





re 
wenn der einfallende Strahl o auf der gegebenen Curve normal 
it. Iſt im Fall eines flrahlenden Punktes diefer Punkt unend- 
lich weit von der gegebenen Curve entfernt, fo if 
- 2. a... d-% - 

— 0 — * 

e er 
A die brechende oder zuruͤckwerfende Curve eine gerade Fin, 
ſo ıft | 





— de _ ı_X e _X 
—— — =0, — eye 

38, Wir wollen und jegt den allgemeinften Fall_ denken, 
wenn Strahlen auf eine gegebene Curve A unter gewiſſen nad) 
einem gegebenen Gefeße fortfchreitenden Winfeln auffallen, und 
von mehrern andern gegebenen Curven B, C, D, E, ..... 9% 
brochen oder zurückgemworfen werden, indem wir ung die Aufgabe 
ftellen, die Cauftica für die legten gebrochenen oder’ zuruͤckgewor⸗ 
fenen Strahlen zu beftimmen. Nach (32.) — (36.) bejtimme 
man die Curve, von weldyer die einfallenden Strahlen ſaͤmmtlich 
berührt werden, wobei natürlidy die Gleihung der Curve A ale 
gegeben vorausgefeßt wird. Hieraus beſtimme man nun nad) 
den obigen Methoden die Cauftica A’ der Curve A, von welden 
die gebrochenen oder zurückgeworfenen Strahlen, d. i. die aul 
der Eurve B einfallenden Strahlen, ſaͤmmtlich berührt werden, 
fo daß man nun auch die Cauftica B der Eurve B, hieraus 
wieder eben fo die Cauftica C’ der Curve C, und, auf die 
Weife fortfchreitend, offenbar die Cauftica der legten gebrochenen 
Strahlen beftimmen kann. Sind z. B. nur zivei Curven A,t 
gegeben; fo mögen r,, Er, €. daflelde in Bezug auf di 
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Curve B bezeichnen, was r, E, E in Bezug auf die Curve A 
bezeichnen. „Die Brechungsverhältniffe für beide Curven feyen 


sin® 2 sin®, _4, 
sin® 2’ sin@, 4 





Nah) (37.) iſt: 
2 cos &'? 2c0s 6? _ 1c0s 0’ — X’cos® 


e j 14 r* 
cos ꝰ cos O22, c0s &, — , eos 0. 
eı Fu Iı ’ 
woraus: Ä 
FR cos 0°? 
70050: , 100 — 1c®’ 
ee 
_ X, cos © 2 
mE 
eı s ri 


pr 


Die Strahlen E und E, bilden aber, wie augenblicflich erhellet, 
eine gerade Linie, in welcher die. beiden Einfallspunfte liegen, 
Bezeichnen wir alfo die Entfernung diefer beiden Einfallspunfte 
von einander durd) e, ſo ift offenbar e=p, +0, d i. | 


X, cos 9, 1 cos 9? 
21,cos@? 2,c0s©,-4,cos@, —4 cos?  4cos@-#cos@© 
ei I ® x 


Nimmt man in diefer Formel E, als die unbefunnte Größe an, 


fo ift flar, daß man mittelft derfelben für eine doppelte Brechung 


v 
£ 
| * 


oder Zuruͤckwerſung ſogleich die Cauſtica der zweiten Curve B 
conſtruiren fann, ohne zuerft die Gauftica der erften Curve A zu 
eichnen. Schließen die beiden gegebenen Eurven ein brechendes 
Medium ein, welches auf beiden Seiten von einem andern ho= 
mogenen. brechenden Medio umgeben wird; fo ift mit vorfichender 
Gleichung die Gleichung 

sin@ _sinO, _ 2 

sin® " snO, 
zu. verbinden, und die Cauftica nad) doppelter Brechung wird 
ſich immer leicht conftruiren laffen, mit völliger geometrifcher 
Benauigfeit, da im Begentheil in der Dptif gewöhnlich die 
Dice des von dem beiden gegebenen Eurven eingefchloffenen bre= 
enden Mediums vernacdyläfjige wird. ze 


39. Nach (36.) ift ferner . 
05 + 0e = sin 905, 08’ + de’ = sin @’ds ; 
08 + de _sinO _ 7 
Sta” me T 
OS + do _ 85’ + 08’ 
u u 
woraus dur) integration: 
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Ste Ste 


| 7-6, 
wenn C eine Eonftante bezeichnet, 


Laͤßt man die Bogen S und S' in zwei zufammengehörenden 
Punkten der entfprechenden Eurven anfangen, ſo daß alfo, wenn 
S=0 if, au IS = 0 if, und bezeichnet die den Anfangs- 
— entſprechenden Werthe von e und E durch Qo und @o; 
o i | 


Sollen die Strahlen von einem Punkte ausgehen, und die 
brechende oder zuruͤckwerfende Curve fo befchaffen feyn, daß nad) 
der Brechung oder Zuruͤckwerfung die Strahlen ſich aud) wieder 
in einem Punkte vereinigen; fo muß man in vorftehender Gleis 
hung allgemein S= GO feßen, wodurd) diefelbe in 

e—o _ ee R 

= oO > 
oder 


j —_ da e’o 


7-5=°- 7 5 Const 
übergeht. E und ( find hier die Entfernungen des Einfalls- 
punftes von dem firahlenden Punkte und dem Vereinigungspunfte 
der Strahlen. Die allgemeine Bedingung alfo, welcher Gurven, 
die durch Brechung oder Zurückwerfung Strahlen, die von e i— 
nem Punkte ausgehen, wieder in einem Punkte vereinigen, 
genügen muͤſſen, wird durch die Gleichung 
* — — == Const 

dargeftellt, Sole Curven hat Quetelet, der ihre Natur in 
verfchiedenen Abhandlungen näher unterfucht hat, aplanetifche 
!inien (lignes aplanetiques) genannt. Die allgemeine Glei— 
hung derfelben iſt migtelft obiger Bedingungsgleihung leicht ge= 
funden. Sind naͤmlich refpective a, b und a, A die Eoordinaten 
des ſtrahlenden Punktes und des Vereinigungspunftes der Strahlen, 
fo wie x, y die Coordinaten irgend eines Punktes der aplanı- 
tifchen Linie; fo folgt ans obiger Bedingung augenbliclich: 

Ga Hy? _ NYSE _ gonst 
und man uͤberſieht leicht, daß diefe Gleichung, wenn man fie 
rational machen wollte, den vierten Grad erreichen würde, Zu 
weitern Unterfuchungen über diefen Gegenftand fehlt hier der 
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Raum. DM. f. Quetelet Correspondance mathematique et 
physique an verfchiedenen Orten. 


Für den Fall der Zuruͤckwerfung hat man in allen bisherigen 
en nur 0) = — ©, sin" = — sin@, cos O = c08Q, 
= — 4 zu feßen, wodurd man leicht erhält: | 

1,1:.2 

e * e "rcos9’ 
eine Gleichung, welche, auf aͤhnliche Weife wie vorher, eine 
leichte Gonjtruction jeder Cauftica durch Zuruͤckwerfung an die 
Erg giebt. Für einen ſenkrecht einfallenden Strahl iſt O=0, 
alſo 

1,14 2 Ä \ 


Iſt die zurüchverfende Linie eine gerade Linie; ſo ir», 
0O. Alfo 


Für die aplanetifche Linie durch Zuruͤckwerfung ift 

e-+ e = Const, 
fo daß alfo diefe Linie immer eine Ellipfe oder eine Hyperbel ift, 
je nachdem E und E gleiche oder ungleiche Vorzeichen haben. 


40. Den in den Artikeln Brennlinie und Diacauftica mit— 
getheilten hiſtoriſchen und literarifchen Bemerkungen fügen wir 
noch folgende bei. | 

Die allgemeinen Säge, von denen wir in diefem Artifel 
ausgegangen find, hat in Deus auf ebene Eurven zuerſt Que— 
telet in den Memoires de l’Acad&mie royale des sciences 
de Bruxelles. T. IH. p. 89. bewiefen. Gergonne und 
Sarrus haben diefelben nachher auch auf frumme Flächen er= 
weitert (Annales de Math. T. XVI. p.1.), Einen elemen- 
taren Beweis des Fundamentalfaßes (2.) in Bezug auf ebene 
Eurven gab zuerft Timmermanng in der von Duetelet 
herausgegebenen Correspondance mathem, et physique. T. 1. 
p- 336. , nachdem fchon vorher Dupin in feinen Applications 
de Geometrie p. 195. einen elementaren Beweis deſſelben Satzes 
‚in Bezug auf frumme Släcyen für den Fall der Neflerion gegeben 
en Auf frumme Flächen ausgedehnt ward der Beweis von 

immmermanng durch Gergonne in den Annales de Ma- 
them. T. XVI. p. 307. Anwendungen der allgemeinen Säge 
auf befondere Sälle bei ebenen Eurven gab Gergonne in den 
Annales de Mathem. T. XVI. p.65. Mit der Beſtimmung 
der Cauſtica des Kreifes durch Neflerion und Refraction hat fid) 
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vorzüglihd Thomas de St. Laurent befchäftigt in drei Ab- 
handlungen in den Annales de Mathem. T. XVII p. 1. p.128 
T. XVIII. p. 1, Im alle einer Brechung hat Gergonne 
diefe Unterfuchungen zu vereinfachen gefucht ebend. T. XVII. 
p- 49. Die allgemeine Gleichung der Cauſtica durch Res 
fraction beim Kreife ift noch nicht gefunden, Noch gehören 
einige Abhandlungen von, Gergonne und Sturm hierher, in 
den Annales de Mathem. T. V. p. 283. T. XI. p. 229. T. XIV, 
p-1. T. XIV. p. 129. T.XV. p. 205. T.XV. p.345. T. XVI. 
Ä B; 247. Ferner ſ. m. noch eine Differtation von Aug. de la 

ive Aber die Brennlinien (Genf. 1823. 4), die ich mir nicht 
babe verfchaffen können. Fruͤher als alle dieſe Geometer hat 
vorzüglich Malus fih mit diefen Unterfuchungen befchäftigt 
(Journal de l’&cole polytechnique. T. VII. Memoires pre- 
sentes a l’Institut. vol. II. Paris. 1811.), Seine Rechnuns 
gen find aber, wie Gergonne (Annales de Mathem. T. XVI. 
p- 313.) urteilt, nicht frei von Fehlern. Einiges findet man 
aud) in Littrow’s Analytischer Geometrie. Wien. 182. 
8. 347. und in Brandes Lehrbuch der höhern Geometrie. 
Leipzig.1822.8.467.8.468.8.487. Der Arbeiten von Petit und 
GE. Lambert it ſchon oben Erwähnung gefchehen. Zu den von 
Kluͤgel mitgetheilten Altern Nachrichten bemerfe ich nur noch, 
daß auch Carr ſich mit den Brennlinien befchäftigt hat (Men, 
de Paris. 1703.). Bon der Brennlinie der Parabel hat Fuß 
gehandelt (Nov. Act, Petrop. T. VL). Tſchirnhaufens 
Yuflöfung ward als falſch erfannt von Caſſini, Mariotte 
und de la Hire, als Commiffarien der franzöfifchen Akademie, 
Neber die Sauftica der logarithmifchen Spirale f. m. den Art. 
‚ Spirale (61.) und (68.). 


Ciſſoide. Raupach Disquisitio analytica circa cis- 
soideım. P, I. St. Petersb. (Halle.) 1806. 


Sombinatorifche Analyſis. Jungius, die Lehre von 
den Permutationen und Combinationen, dem binomifchen Fehr: 
age, der Theorie der unmöglichen Größen und der Gleichungen. 

erlin, 1806, 


Schweins, Analyfis, combinatoriſch bearbeitet, Heidel- 
berg, 1820, 


Köcher, Combinationslehre mit Anwendung auf Analyfis, 
Leipzig. 1822, 


Sommer, Spyftem der topiſch- arithmetifchen Combing- 
tionglehre. Braunſchweig. 1822. 

Spehr, vollftändiger Lehrbegriff dev reinen Combinationd- 
Iehre mit Anwendung auf Analyfis und Wahrſcheinlichkeitsrech— 
nung. Braunſchweig. 1824. 
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v. Ettinghauf en, combinatorifche Analyſis. Wien. 1826, 


ir trefflichen Abriß der combinatorifcyen Analyſis ent» 
£ aud) | 

Thibauts Grundriß der allgemeinen Arithmetif, vorzuͤg⸗ 
lich) in feiner neueften Ausgabe. Auch f. m, 

Brandes, Worbereitungen zur höheren Analyfis. Leipzig. 
1820., worin ein recht guter für erfte Anfänger berechneter Abriß 
der Combinationsichre und combinatorifchen Analyfis gegeben 
iſt, und 

Prasse, Institutiones analyticae, Lips. 1813., worin . 
der eombinatorifche Theil fehr gut behandelt iſt, wie fih von 
dem VBerfaffer, der zu den erften und eifrigiten Bearbeitern der 
— Analyſis gehoͤrte, ſchon von ſelbſt erwarten 

t. 


Viele treffliche einzelne Unterſuchungen enthalten: 


Oettinger, Differenzial- und Differenzen-Calcul. Mainz. 
831., und . 


Dettinger, Forſchungen in dem Gebiete der höheren Ana 
lyſis. Helvelberg. 1831, 


Auch f. m. | 


Scherf, mathematifche Abhandlungen. Berlin. 1825., vors 
zuglidy die zweite Abhandlung Uber die allgemeine Auflöfung der 
Gleichungen des erftien Grades, und die dritte Abhandlung ber 
die Anzahl der Kombinationen mit \eingefchranften Wiederholun— 
gen zu einer gegebenen-Elaffe, (fo wie an verfchiedenen einzelnen 
Stellen manche hierher gehörende fharffinnige Bemerkungen. 


Noch verdienen als einzelne Abhandlungen erwähnt zu 
werden: 

Ohm, de elevatione serierum infinitarum secundi ordi- 
nis ad potestatem exponentis indeterm. dissert. Erl. 1811. 


: Bauer, Potenzirung, WMultiplication und Divifion ver 
Reihen aller Ordnungen. Halle, 1823, | 


Ueber das Wefen und den Nuten diefes wichtigen Theile 
der Analyfis glaube ich nichts Beſſeres fagen zu koͤnnen, ale 
was von dem vereivigten Begründer dieſes Woͤrterbuchs, der 
felbft zu den erften und glüclichften DBearbeitern der combinato— 
rifchen Analyfis gehörte, darüber fchon im erften Theile beige 
bracht worden ift. Merkwuͤrdig ift die Erfcheinung, daß die für 
die Theorie der Analyfis unftreitig fehr wichtige Erfindung 
Hindenburgs die Gränzen Deutfchlande nur wenig Uberfchrit- 
tenz und namentlidy bei unfern weſtlichen Nachbaren im Ganzen 
nur geringe Beachtung gefunden hat, Liegt der Grund diefer 
Erfcheinung zum Theil wohl in dem mehr auf dag wirklich praf- 
tifch Anwendbare gerichteten Sinne unferer Nachbaren im Welten, 
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fo trägt dody gewiß auch die bei aller ihrer Schönheit compli- 
eirte ' Charafteriftif feinen geringen -Iheil der Schuld, und es 
ſcheint uns daher Noth zu thun, in den Lehrbüchern auf mög- 
lichtte Vereinfachung der Bezeichnung zu fehen, wozu z. B. 
Thibaut in dem oben angeführten Werfe fchon einen trefflichen 
Anfang gemacht hat. Nur ift freilich auf der andern Seite fehr 
zu swünfchen, daß, wie dies früher bei der Hindenburgifchen 
Charafteriftif der Fall war, eine Bezeichnung möglichit allges 
mein eingeführt und befolgt werde, Wer foll aber hier der Ge- 
feßgeber feyn! 


Gombinatorifches Sntegral. Dan denke ſich einmal 
einen beliebigen analytifhen Ausdruck, und unterfcheide in dem— 
felben zwei Arten von Größen. Die eine Art bezeichne man 
durch fateinifche, die andere Art durch griehifche Buchftaben. 
Kommen nun z. B. in demſelben die drei griechiſchen Buchitaben 
Y, 8,9, auf beliebige Art mit lateinifhen Buchftaben verbuns 
den, vor, und man feßt flatt der gedachten griechifchen Buch— 
ftaben das erfie, ziveite, dritte Element irgend einer Complerion 
von drei Elementen oder einer Ternion, fo heißt, wenn 
diefe Arbeit mit allen Complerionen einer dritten combinatorifchen 
Klaffe vorgenommen wird, das Aggregat aller fo entfichenden 
Größen ein combinatorifhegs Integral. J 

Sey z. B. der gedachte analytiſche Ausdruck 

(ar + ez)?, 
und die combinatorifche Klaffe die dritte Variationg- Klaffe zur 
Summe 2 mit Zulaffung des Elements 0. Nimmt man die 
Subftitution auf die angezeigte Art vor, fo entftehen aus 


den Complexionen der Klaffe folgende Glieder 
130 ı 1 (a® + 02)2 
DET Eu a ae (a® + 1z)1 
DI.0E (a + 22)0 
1,0,1.. SEE eh (at + 02)! 
1,1, 0 sun een (at + 12) 
7: 7% ı (a? + 02)0 


und die Summe aller Glieder zur Rechten ift dag combinas 
torifche Integral oder Aggregat. 

Der analytifhe Ausdruck, in dem die griechifchen Buchſta—⸗ 
ben vorfommen, heißt das allgemeine Glied, die griechifchen 
Buchftaben heißen die veränderlichen, die übrigen Buchſtaben 
die beftändigen Groͤßen. 

Es giebt fo viele Gattungen combinatorifcher Integrale, als 
ſich combinatorifche Klaffen denfen laffen, worauf die Entivicke- 
lung des combinatorifchyen Integrals gegründet wird, Die Gat- 
tung combinatorifcher Integrale, bei welcher die combinatorifche 
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Klaſſe alle Aufloͤſungen darſtellt, welche einer oder mehrerer Glei⸗ 
chungen dergeſtalt Genuͤge leiſten, daß fuͤr die unbekannten oder 
veraͤnderlichen Groͤßen bloß Null oder poſitive ganze Zahlen ge— 
ſetzt werden duͤrfen, iſt vorzuͤglich wichtig und bisher am meiſten 
unterſucht worden. Das oben betrachtete combinatoriſche Inte⸗ 
gral gehört zu dieſer Gattung, indem die dritte Variations— 
Klaffe zur Summe 2, mit Zulaffung des Elements O, auf 
welche ſich deffen Entwicelung gründete, alle Auflöfungen dar— 
fiellt, welche der Buchitabengleichung 
| yte+rı=?2 u 
fo Senüge leiften, daß ſtatt der unbefannten oder veränderlichen 
Größen y, 8, n bloß Null und pofitive ganze Zahlen gefegt 
werden dürfen, 


Zur vollftändigen Beftimmung eines combinatorifchen AJutes 
grals der letztern Gattung gehören 1) das allgemeine Glied; 
2) das Verzeichniß der Buchltaben des Fleinen griechifchen Alphas 
bets, welche die veränderlichen Größen bezeichnen; 3) die Be— 
dingungsgleichungen. Daher werden combinatorifche- Integrale 
diefer Gattung gewoͤhnlich fo bezeichnet, daß man 1) dem allge- 
meinen Gliede das Zeichen f als Zeichen der Summe zur Linfen 
vorfeßt, und an den oberiten Punkt zur Rechten einen Horizon 
talſtrich anhängt, der fo weit reiht, al8 dad allgemeine Glied; 
2) unter dag allgemeine Glied dag Verzeichniß der veränderlichen 
Größen in Klammern eingefchloffen, und 3) noch kiefer die Be— 
dingungsgleichungen feßt. Das obige combinatorifchye Jutegral 
würde fich hiernach 3. B. auf folgende Art fchreiben laſſen: 


/® + 62 )9 
(y; e,n) 


| yte+ı=?. | 
Henn alle vorkommenden kleinen griechifchen Buchftaben vers 
änderlihe Größen bezeichnen, fo fann man auc der Kürze 
wegen die zweite Zeile ganz’ weglaflen, und obiges Integral 
j. 3, bloß fo fhreiben: 
| (ar + e2 )? 
yvter7=3; | 

bedeuten aber bloß einige der vorkommenden griechifchen Buch- 
ftaben veränderliche Größen, fo darf die zweite Zeile nie wegge⸗ 
laffen werden, 

Die Auflöfung der Bedingungsgleichungen fällt gang der un 
beftimmten Analytif und den beiden fogenannten Discerptiong- 
problemen in der combinatorifchen Analytif anheim. Mit den 


combingtorifhen Integralen ſelbſt laſſen fich aber verfchiedene 
Veränderungen und Verwandlungen, gewiſſe Dperationen vor- 


— 
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ı nehmen, wodurch eim gewiſſer eigenthuͤmlicher Calcul entfpringt, 
den man den combinatorifchen Integral» Ealcul ge 
nannte hat. Die erfte dee und der Name combinatorifcher In⸗ 
tegrale rührt von Kramp her (Hindenburgs Sammlung 
combinatorifch analytifcher Abhandlungen. Eıfle Sammlung. 
©. 91 — 122, zweite Samml. ©, 341 — 368), Eine eigent= 
liche Theorie diefer combinatorifchen Ausdrüce bat aber zuerft 

HM Rothe aufgeftellt, in der mit vieler Deutlichfeit abge= 
faßten Schrift: Theorie der combinatorischen Integrale von 
H. A. Rothe. Nürnberg. 1820. Zugleich) hat Rothe in 
diefee Schrift die Anwendung diefer Theorie anf verfchiedene Une 
terfuchungen der Analyfis gezeigt. Den Liebhabern der combina« 
torifchen Analyfis iſt daher das Studium diefer Schrift fehr zu 
empfehlen. Wo es auf eine einfache Bezeichnung fehr complicir« 
ter Ausdrüce anfommt, werden die combinatorifchen Integrale 
häufig mit großem Bortheil angewandt. 


Gomplanation, Ebnung. Man vergleiche Hierbei vor 
züglid) den Artifel Stereometrie im vierten Bande, 


Bolzano, die drei Probleme der Rectification, Complas 
nation und Cubatur fireng erwieſen. Leipzig. 1817, 


Complementum decadicum , gleichbedeutend mit: 
Nritbmetifhes Complement eines Logarithbmen im 
Artikel Complement. 


Conchoide. C. Witte, Conchoidis Nicomedeae ae- 
quatio et indoles. Gött. 1813. 


Confokale Kegelfehnitte find Kegelſchnitte, welche einen 
gemeinfchaftiichen Brennpunft-haben. Die Erweiterung des Bes 
griffs auf Flächen der zweiten Ordnung üft leicht. | 


Coniſche Flächen Heißen alle diejenigen Flaͤchen, welche 
von einer geraden Linie befchrieben werden, die, über eine ge— 
aebene belicbige frumme Linie im Naume hingleitend, bei diefer 
Bewegung immer durch ein und denfelben Punkt, welcher die 
Spitze der Kegelfläche genannt wird, geht. Die gegebene 
frumme Linie heißt die Directrir; die fich bewegende gerade 
Linie, von welcher die conifche Fläche befchrieben wird, mag die 
erzeugende Linie genannt werden. 


1. Die Coordinaten des gegebenen Punktes, durch wel—⸗ 
chen die erzeugende Linie immer hindurch geht, ſeyen a, b, c; 
die Gleichungen der Directrig feyen 
ix,y,2)=0,F(x,y,2)=0. 
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Die Gleichungen der erjeugenden Linie in einer belichigen Lage 
derfelben ſeyen — Er 
x=oz F-e,y=Pßı +. 

Da die erzeugende Linie immer durch den Punkt (a, b, c) 
geht, fo it 
azectae,b=fe+f, 

und folglich find . 
x — azao(lz—c), y—b=Pf(z2—ec) 
die Gleichungen der erzeugenden Linie. Kigentlich find dies aber 
die Gleichungen einer jeden durch den Punkt (a, b, c) gehen 
den geraden Linie im Naume, da doc) die erzeugende Finie im— 
mer der Ördingung genügen muß, daß fie einen Punft mit der 
Directrig gemein hat. Sind daher X, y, x die Coordinaten 
dieſes Punftes, fo hat man die folgenden vier Gleichungen: 
IHx,y,s)=0, F(xX,y,r7)=0; 
x— azael?’—c), „—b=P(2’—c). 
Aus diefen Gleihungen fann man x, y', z eliminiren, wo— 
durch man eine Gleichung ziwifchen a, 6 und gegebenen Größen 
erhält, fo daß alfo 4 eine beftimmte Function von «@ ift, wenn 
die durch die Gleichungen 
x — aze(lz—c), y—b= ß(z—c) 
charafterifirte gerade Linie- in der conifchen Släche liegen foll. 
Man kann folglich 











— ß = g(e) ’ 
oder, weil ; 
_x—a _Y- 
ee ee \ 
i | 
ſt, y-b _ x—a 
ern, —:) 


ſetzen, und dies ift alfo die gefuchte allgemeine‘ Gleichung der 
conifhen Flächen, welche man folglic) erhält, wenn man aug 
den Gleichungen Ä | 
f(x,y,2)=0, F(x,y,2)=0; 
x—amalz—c),y—b=Pf(z—c) | 
die Größen x, y, z eliminirt, und in der fich hieraus ergeben- 
den Gleichung $ = Y(e) 
_.x—a ß y— 


a —= ’ 
2 —c z—c 


”’ 








feßt. 

2. Iſt nun zunaͤchſt die Directrir ein Kreis, fo find, 
wenn wir feinen Mittelpunft ald Anfang der Coordinaten, feine 
Ebene als Ebene der xy annimmt, feine Gleichungen: 

"+ yP mr, 2=0, 
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wenn r den Halbmeffer bezeichnet. Um alfo die Gleichung der 
eutfprechenden conifchen Fläche zu finden, muß man nach dem 
Vorhergehenden zunaͤchſt aus den Gleichungen 
xy? = r,2=0; 
x — azmalz—c), y—b=f(z—c) " 
die Größen x, y, 2 eliminiven, Da 2 0 ift, fo hat man 
bloß die drei Gleichungen 
"+y ar, z=-a=z—ao, y—b=— fc 

zu betrachten, aus denen man augenblicklich ziwifchen & und 4 
die Gleichung 

(a—ac)? + (b—-fc)?=r? 
erhält. Seßt man nun \ 
x—a y—b 








fo wird die gefuchte Gleichung der conifchen Flaͤche: 
a — e(x—a)]?); | 


Pan | 2 — 0 


 ' 
z—cC — — 2 
+ er 


Auch erhält man leicht durch Entwicelung der Quadrate: 
0? a? — 2ace + c?$? — 2be$ = r? — (a? +b?), 


folglich) j 
x— a x—a 
(=) — 2 (=?) 
n1y—b\? y—h 
+ e (I) — 2be (12) 
die Gleichung der, conifhen Flaͤche. Nimmt man die Spige des 
Kegels, d 1. den Punkt (a, b, ce), als Anfang der Coordis 
naten an, und eine durch diefen Punkt gelegte mit der Ebene 
der Directrir parallele . Ebene als Ebene der xy, fo muß man 
nach dem Artifel Coordinate i. d. 3. in obiger Gleichung res 
fpeetive x Pa, yt+b,z+refürx,y,z feßen. Dies giebt 
die Gleihung Ä 


CI wi) (dee - rn, 
oder 








= r?— (a?+b?) 








(a?+-b?—r?)z? + c?(x?+y?) — 2acız — 2beyz = 0 
der conifchen Fläche, wo nun —a, —b, — e die Coordinge 
ten des Mittelpunfts der Directrir in Bezug auf das angenont- 
mene Spitem find, obgleich man auch, wie aus vorftehender 
Gleichung leicht erhellet, diefe Coordinaten fi) durch) a, b, c 
ſelbſt bezeichnet denken kann. 

3. Für den geraden Kegel kann man die Gleichungen der 
Fläche aud) auf folgende Art finden, Die Coordinaten der 
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Spitze feyen x, y, z in Bezug auf ein beliebiges Coordinaten« 
foftem. Die Gleichungen der Are und der erzeugenden Linie in 
einer beliebigen Lage der leßtern feyen | 

x — az +c,y=bz+c; 
und W 
 xeazrt+c,y=bz+re,. 


Beide Linien gehen durch die Spitze. Folglich hat man 
Xxma” +c,y=b’recd; 
wma’ +c,y=bzr +ie,, 
u. demnach find die Gleichungen der Are und ber erzeugenden 
Linie: | 
x—- v=alz—-ı), y- y=blı-z), 
und * 
x— x =a(z—z), y—y-= b(z—r). 
Der Winfel der erzeugenden Linie mit der Are, welcher hier eine 
conftante Größe ift, fey = 9; fo iſt nach allgemeinen Prineipien 
der analytifchen Geometrie A 
14 aa“ + bb’ 


cos = — =, 
Y1i+ra?+b:.Yıra?+b? 





Aber a 
= 25, vV= ie; 


’ n 








folglid) 
— ıı Yy 
08 @ | — — 
VE — 
— — x‘ ey, 
ref) +) 
die gefuchte Gleichung. der Fläche des geraden Kegels. Sekt 
man cos O=M, fo läßt ſich diefe Gleichung leicht auf fols 
gende Form bringen: | | | 
{a(x-xr) + b(y—y)+ 22° 
= M?(l+a2 +b2){x— x)? + vs)? + (2m). 
Sir den Durchfchnitt der Ebene der xy mit der Kegelflaͤche muß 
man z=Ofeßen, Dies giebt die Gleichung dieſes Durchſchnitts: 
la (x -x) + b(y-y)— =}? - 
= M’(t+a?+b?) (xx)? +(-y)”+ 72). 
4, Iſt die Directrix eine Ellipfe, deren Gleichungen 
a2y? 4 b?r?= a2b?, z=0 
find, fo muß man aus diefen Gleichungen und aus den Gleis 
chungen 





x — a=elz—c),y—b=fl(z—e). 
wieder X, y, z eliminiren, und dann 








% 
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feßen, Die Eliminstion von x, y, z giebt 
a2(b—-Pc)? +b?(a—ac)?=a:b?, 
Folglich ift I 
a? lb(z—c) — c(y—h)}? 
+ b’la(z—c) — e(x=- a)? 
die Gleichung der Kegelfliche mit elliptifcher Directrir. Nimmt 
man die Spiße der Kegelfläche als Anfang der Coordinaten au, 
fo wird ihre Gleichung 
'a?(bz—cy)? + b?2(az—cexr)? = a?hb?z2. 
Liegt die Spise der Kegelfläche in der Are der. z, d. h. iſt der 
entfprechende Kegel ein gerader, ft a=b=0, folglid 


'222v2 "zn222 — n'2h’2,2 
are)’ eh c?2? = ath?s?, 


| = Ay — 


a’ b 
oder, für — =n,—-=ı, 
m? y? + n?x? = m?n?z? 


die Gleichung der Kegelflaͤche. | 
Conjointe, ſ. Regel und Kettenregel. 
Conſtante Groͤße, ſ. Beſtaͤndige Groͤße. 


aaa Functionen, f. Stetige Zunctionen 
4 d. 2 


Gonvergenz der Reihen. 1. Seyen 
to⸗ ta ty 5 ta bay 2* 
die auf einander folgenden Glieder. einer reellen oder imaginären 
Reihe, deren allgemeines Glied, als Function des Auder betrach— 
tet, wir durch tu bezeichnen. - Die Summe der n erften Glieder 
diefer Reihe fey 
Sn = t, +t, + t, 4 t, + or. > tnel . 

Wenn nun Sn fid) einer beſtimmten Gränze s defto mehr nähert, 
je größer n wird, und diefer Gränze beliebig nahe gebracht wer— 
den kann; fo beißt die Reihe convergent oder convergis 
rend, und s heißt ihre Summe, weldyes man befanntlicd) 


durch 
s — to +, +, +, + +. 


bezeichnet. - Nähere fih sn feiner beftimmten Gränze, wenn n 
wächtt; fo beißt die Reihe divergent oder divergirend, 
Divergente Reihen haben, im. eigentlichen Sinne des Wortg, 
feine Summe, fondern find bloß als analytifche Größenformen 
zu betrachten, welche, gewiffen allgemeinen analytifchen Bedin— 
gungen genügen, fo wie z. B. die Binomial- Reihe 
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n(n—1)(n—?2) 


der Bedingung genügt, daß für jedes n und.m 

27 25,m$ — n4ınS 
iſt. Man hat daher auch zuweilen zwiſchen arithmetifchen und 
analytifchen Summen ‚unterfchieden (Reihe, 34). 


Soll alfo die Reihe 


| to; tı5 tz, 3, 145 — 
convergent ſeyn; fo. muß die Differenz 
Sntnm — Sn = tn + tn+ı + int? +... + inte 

für jedes ganze pofitive m der Null ſich fortwährend nähern, 
wenn n waͤchſt, und muß der Null beliebig nahe gebracht wer— 
ben fünnen. Da’ dies aud) für m—1 gilt; fo ift flar, daß, 
wenn eine Reihe convergiven foll, ihr allgemeines Glied t. ſich 
"der Null fortwährend nähern muß, wenn n waͤchſt, obgleid), 
wie wir fogleicy fehen werden, diefe Bedingung nicht allein hin— 
reicht, um daraus die Convergenz einer Reihe ſchließen zu koͤnnen. 

Wir betrachten zunächft, wenn nicht das Gegentheil aus— 
druͤcklich bemerkt wird, bloß reelle Reihen, und wollen jetzt obige 
Begriffe an einigen Beifpielen erläutern. 


2, Eine der einfachften und am häufigften vorkommenden 
Reihen ift die geometrifche Reihe ' 
1,2, 2,27, Pu m 
Wenn der abfolute Werth x größer als die Einheit, oder 
x—=+1 if; fo divergirt die Neihe (1.), weil unter diefer Vor— 
ausfegung‘ das allgemeine Glied x" fi) nicht der Null nähert, 
wenn n waͤchſt. Da aber, wie man leicht findet: | \ 

Sntm — Sn = xa 4 xt p ant? 4... + zutn-t 

j— ım 
— 1—x 
ift; fo nähert die Differenz Sam — Sn, wenn der abfolute Werth 
von x fleiner als die Einheit ift, für jedes m ſich offenbar der 
Gränze Null, wenn n wählt, und die Neihe. convergirt alfo in 
diefem Falle. Dies erhellet aud) daraus, weil 


Sn = 1 — x? + x —— xn=1l * 


— 1 xxn 
FE TM 


ft, indem ſich der Null nähert, wenn n waͤchſt, voraus— 


gefeßt, daß der abfolute Werth von x fleiner als die Einheit 
ift, Die Gränze von sn, für wachfende n, ift alfo in diefem 
Salle der Bruch J 





* xul1 4 x 4 x2 4. .. Fau-lox, 


1 —xın 
1i—x 








— 
1— x’ 


Supplem. zu Kluͤgels Wörterb, l. Dd 
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und demnach: 
I =1+ x? LI + HR +... 





1—x 
Unfere Reihe hat folglich auch nur in diefem Falle eine wirkliche 
Summe; fonft genügt fie bloß der durch die Gleichung 
1=(1-x) {1 +xı +? + + rt Rt...) 
ausgedrückten allgemeinen analytifchen Bedingung, für jedes x. 


Man überzeugt ſich leicht, daß die Reihe 
at,, at,, at,, at,, at,, ... 
mit der Reihe F 
J Lo; Lug kay tz u tan oe 
gleichzeitig comvergirt und divergirt. Iſt nämlich 

sn — to +t, +#t, #t, +... + ta-ı 
; Sn =at, +at, Fat, + at; +... + atn-i 5 
fo ift,flar, daß — % 

Sn = Asa, Sntm — Sn = a |Ssahın — Sn} 
it. Gonvergirt nun die Neihe 
Doz tun day bsy base 3. 

fo fann man n fo groß nehmen, daß, rücfichtlid) des abfolu- 
ten Werth, 
Sntn — Sn 4 
ift, wo A eine beliebige pofitive, nach fo kleine Größe bezeichnet. 
Man kann alfo aud) n immer fo groß nehmen, daß, rückſicht— 
lich der abfoluten Werthe, | 


Sntn — sn < 2, alSıtm — 5} <A; 
Sntn — Sn < 2 
it, fo daß alfo die Reihe 
| at,, at,, at,, a | PEREERN 
ebenfalls. convergirt, ; | 
Ganz auf ähnliche Art überzeugt man fi) von dem umges 
fehrten Satze, woraus dann weiter fogleicy folgt, daß die Reihe 


at,, at,, ata, at,, at,, oo. 
divergirt, wenn die Reihe 
‚ ‚ to, t,, tı5 t;, t, “... 
divergirt. 
Die Reihe 
| a, ax, ax?, axd, axt, .... 
convergivt und divergirt folglich unter denfelben Bedingungen 
wie die Reihe 
1, x, 22,23, 3,5, 5 


9 
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welches alfo offenbar aud) von. der Reihe 
xa, xa+l, xah?, xat3, zaht, vor. 


oder J 
axuad, ‚axatl, axat?, axat3, aut, ou. 
gilt. | 
3. Man babe ferner die Reihe 
1 
1, 3 3» EPs SEITE Eu 


deren einzelne Glieder ſich fortwährend der Null nähern, Deffen 
ungeachtet iſt dieſe Reihe doch divergent, wie mittelft folgen— 
der einfachen Betrachtung erhellt. Es ift nämlich) 


04 1 4 Ä 1 1 
a TTS IT a er 
Die Anzahl der Glieder diefer Reihe it = n, und jedes Glied 
derfelben, das lebte ausgenommen, > 5. Daher iſt fuͤr je— 
des n 
s2n 41 — Sn-tı > n.303 >. 
Folglich nähert fich offenbar diefe Differenz nicht fortivährend der 
Null, wenn waͤchſt, und unfere Reihe ift demnach divergent. 
Diefes DBeifpiel zeigt, daß eine Reihe divergent feyn fann, wenn 
auc) ihr allgemeines Glied, indem. der Index waͤchſt, fich fort- 
während der Null nähert. Obige Reihe hat alfo auch feine 
Summe, 
4. Die gegebene Reihe fey: 
1 41 1 1 


Die Glieder diefer Reihe, vom (n+1)ten an, find: = 
1 1 


1 
1.2...n’ 1.2..n(n+1)’ 1.2..n(n+1)(n +2)’ 
Diefe Glieder find refpective eben fo groß oder Fleiner als: 
1 


A 4, 1 1 
WERTE RETTET —— 
und ihre Summe it folglid) Fleiner als 
1 1 1,14 1 
It Fra tar } 
d. i. nad) (2.) Fleiner als | 
1 1 _ 1 1 
1.2...n,_ 10 1.2...a—1'n—1 ' 


Diefe letztere Größe nähert ſich aber der Null fortiwährend, wenn 
n waͤchſt. Alſo iſt die gegebene Neihe eine convergirende Reihe, 


“ 
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und hat folglich eine Summe, die wie durch e bezeichnen wol⸗ 
len, fo daß ao 
1 


eelritatmsttn Deut, ; 
ift, un 


1 
e=1+7 aatmatnat- tan 
ſo iſt der * kleiner * 


— 


— 


41,_ 

1.2.3 ment Pe 5 
Fuͤr n —1 findet man 

Ä e = 2,7182818 . 
und der Sehler ift kleiner als 

1 
36288000 * 

Aus der Lehre von den Logarithmen weiß man, daß e die Ba— 
ſis der natürlichen oder hyperboliſchen ——— iſt, welches 
jetzt nicht weiter zu unſerm Zwecke gehoͤrt. 

Wir wollen nun die Bedingungen der Convergenz bei den 
verſchiedenen Arten der Reihen etwas naͤher unterſuchen, wobei 
wir, wie in dieſem Artikel überhaupt, vorzuͤglich Cauchy (Cours 
d'Analyse algebrique. Paris. 1821. Exercices de Mathe- 
matiques. 20m® Livr. Paris. 1827, p. 221.) folgen werden. 
Auch ſ. m. zwei Abhandlungen von Abel und 8, Olivier in 
Crelles Journal. I. S. 313. IL S. 31., und eine Kecenfion 
des obigen Werks von Cauchy in den Jahrb. für wissen- 
schaftliche Kritik. 1829, S. 217, von Dirkſen. 


I. Reihen, deren Glieder ſaͤmmtlich pofitiv find. 
5. Wenn fänmtlihe Glieder der Reihe 


tos tin fa, tz, t4 ... 
pofitiv, und die Glieder 
tn, in+i5 Enh25 ta3, Inhss ve. 
refpective kleiner als die Glieder der convergirenden Reihe 
To, Tı, Ta, T5, Ta, or. 
fi nd; fo convergirt die Reihe 
on tus tan tn tun een 
Segen wir | 
= +t, tr +t3 +... + toi; 
S=-T + T, +T,+T, +... + Ta; 
fo iſt | u 
Sn-+n — Sn = Ta-+ Tn+ı + Ta+z +... + Ta+m-i . 


* 
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Nach der Vorausſetzung iſt: 
tn <Ta 
' tantı < Top 
tanfa < Ta+2 
tönym=-ı < Taspm-i » 
Alfo 
ton + tznkı + tan-+r2 +... + tanpın-ı < Sn+m — Sn > 
d. i. | 
S2n--ın — s2n < Sn-Fn — Sn * 
oder, für n=x: ı 
Sctn — 5 < Sn-Fin — Sn: 
Da nun nad) der Vorausfegung die Reihe Br 
To, T,» T,, T, T,, ... 
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——— fo kann, für jedes m, wenn m waͤchſt, die Differenz 


Sa-tm — In der Null beliebig * gebracht werden (1.). 


Alfo 


fann aud), "für jedesem, wenn x waͤchſt, die Differenz Sn — 8x 


der Null beliebig nahe gebracht werden, fo daß folglic) 
toy t, 5 bay day top een 
eine convergirende Reihe ift (1.). 
Wenn ſaͤmmtliche Glieder der Reihe 
top tun tay tan tan or 
— ‚ und die Glieder 
ta 5 tn-tiz En}25 Int3s Inpsy one. 
refpective größer als die Glieder der divergirenden Reihe 
Ä Tor Ti, Ta, Tas Ta, .. 
find; fo divergirt die Reihe 
Loy ty5 kan tan bay or 
Sey wieder | 
sn — to tt, Ft: +t3 +... + toi 
SET T, T, T, +... + Ta-ı 5 
fo ift 
Sntm — Sa = Ta + Tat + Tar2 + eo. + Takn-i 
ten > Ta 
tan+ı > Tn+i 
— > Tn-+2 
— — Tn-£m-1 
ta + tanpı + tanz tanpn-ı > — — Sn 
$2n-Fın — $2n Ss Sn-kn — Su > 
oder, wenn wir Zn * feßen: 
Sam — 55 > Sam — — 
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Da nun nad) der Vorausfeßung die Reihe 
To» Ts T;; T;; T, ; ....o 

divergent iſt; ſo kann, fuͤr wachſende n, die Differenz 

Su-kn — Sn ’ 
alfo um fo mehr, für wachfende x, die Differenz 

Sı-ın 5 5 
der Null nicht beliebig nahe gebracht AN woraus unmitfel- 
bar folgt, daß die Reihe | 


Loy tun iantzn tun en 


gleichfalls divergent iſt. 
6. Wenn ſaͤmmtliche Glieder der Reihe 


ER 
poſitiv ſind; ſo ſuche man die Graͤnze L, welcher ſich, wenn n 


waͤchſt, die groͤßten Werthe von RAN nähern. Dann ift die ge= 
gebene Reihe convergent 0 divergent, jenachdem L< 1 r oder 
L>1 it, 
Sey zuerſt L<1. Man nehme eine beliebige, zwiſchen L 
und 1 a „Groͤße T; fo daß alfo 
L<T<i 


iſt. Da fih, wenn n waͤchſt, die größten Werthe von (t, — 
nach der Vorausſetzung immer mehr und mehr der Graͤnze L 
nähern; ; fo muß es einen Werth vonen geben , von welchen an 
immer 


— 


(u < T,tn < Ta 


ift, tie groß man m aud) annehmen mag. Man fi che alfo, daß 
es immer einen Werth von n giebt, für welchen die Glieder 


tn, tn+i5 In2 5 Eins inaty 
refpective Eleiner al die Glieder der Reihe 
Te, Ta+, Tn+?, Tat+3, Tn4s, ....) 
find, Letztere Reihe iſt aber, weil T <1 if, eine convergi- 
‚rende Reihe (2,). Alfo convergirt auc) die gegebene Reihe (5.). 


St ferner L>1, fo nehme man wieder eine zwiſchen L 
und 1 liegende. Größe T, für welche alfo 


"1>T>1 
it. Da nad) ber Vorausſetzung, für wachſende n, bie größten 


Werthe von (hr der Gränze L fi) fortwaͤhrend und bis zu ei⸗ 
nem beliebigen Grade nähern; fo wird es einen Werth von n ges 
ben, von welchen an immer 


1 
(In)Ja > T,tn > Ta 
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I — =, san 
ift, wie groß man auch n nehmen mag, Man ficht alfo, daB” 
es immer einen Werth von m giebt, für welchen die Glieder der 


Heide a 
ing tnty in-+25 tnö3, Emma veo. 
refpective größer als die Glieder der Reihe 
. Ta, To+, Ta+2, Ta+3, Tatt, 2... 

find. Da nun legtere Reihe, weil T>1 it, divergent iſt (2.);, 
fo ift auch Die gegebene Reihe divergivend (5.). 

7. Wenn die Zunction f(x) für fehr große Werthe von 
x ſtets pofitiv bleibt, und das Verhältniß | 

i(x+1) 

f(x) ' 
ich fortwährend und bis zu jedem beliebigen Grade der Größe 
nähert, wenn x waͤchſt; fo nähert die Größe | 

, - 1 . 
[E(x)}® 
für wachſende x fich derfelben Gränze, Ä | 
Wir wollen zuerft annehmen, daß L, welches offenbar po— 
fitio ift, einen endlichen beftimmten. Werth habe. Da nun nad) 
- der Borausfeßung " 
Nu: f(x+1). 
| 0.0 Fix) 
für wachfende x der a L beliebig nahe gebracht werden 
kann z fo muß es eine Zah h von folcher Beſchaffenheit geben, 
daß für x—=h und x >h dag Verhältniß | 
. fix+1) 
| f(x) 
ſtets zwiſchen den Gränzen L— © und L-+ © enthalten iſt, 
wie klein man audy © nehmen mag. Demnad) find die Brüche 
f(h+1) f(h+2) . f(h+n—1) _fth+n) | 
Fin) ’ Fhrt)’""flh+n—2)’ flh+ n—1)? 
für jedes ganze pofitive n, ſaͤmmtlich zwiſchen den Graͤnzen 
LG, LO enthalten, wie klein man auch © nehmen 
mag. Das geometriſche Mittel zwiſchen diefen Bruͤchen iſt 











f(h+1) £(h+2)  flhrn—1) flh+n) |" 
sch) "flh+1)""" f(h+n—2)f(h+n—1 ’ 
(Mittel in d. 3. 13.), welches folglich auch zwiſchen deu ange- 
gebenen Gränzen enthalten ift, wie klein man aud) © nehmen 
mag (a. a. O.). Diefes geometrifche Mittel ift aber. 
1 


(ef 


welche Größe alfo andy immer zwiſchen den Graͤnzen L— ©, 
L-+ © enthalten ift, fo daß wir alfo 
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nfers. 


fetsen Finnen, wo a cine zwifhen — O und + © enthaltene 
Größe if, Sehen wir jetzt h-n=x; fo wird | 
/ 1 


f(x) ch — 

m) =Lre, 

f(x)=f(h).(L+o)—h, 
1 1 


Ä h 

| ER) = [fCh)ElLhe)'"” x. 5 

In diefer Gleihung fann man offenbar h_alg —— betrach⸗ 

ten, indem man, um x beliebig wachfen zu laffen, bloß, h un- 
verändert laffend, n beliebig wachfen zu laffen braucht. Naͤhert 

fi) nun x der Graͤnze @; fo nähern fi) die Größen 


Ä TIO Sy E Re ge 
offenbar beide. der Graͤnze 1, und 


1 
Ik(x) * 
naͤhert ſich alſo einer Groͤße von der Som L+o, wo « 
zivifchen den Graͤnzen — © und + © enthalten if. Da man 
aber © beliebig klein annchmen fann ; fo ift flar, daß 


1 
| (fix) }X | 
fi) der Graͤnze L nähert, wenn x ſich der Graͤnze » nähert, 
Iſt ferner L— 2, fo ſey H eine Groͤße, welche beliebig 
groß genommen werden kann. Da 
f(x+1) . ” 
f(x) 
größer als jede belichige Größe werden kann; fo fey heine Größe 
von ſolcher Befchaffenheit, daß, fürx—h und x >h 
f(x+1) 
Ä Zn en 
if, Daher find die Brüche \ 
f(h+1) f(h+2) f(h+n—1) f(h+n) 
f(h) ° f(h+1)’"" flh+n—2)’ flh+n— 1) 
ſaͤmmtlich größer ald H, und es iſt folglich auch das geometri⸗ 


ſche Mittel 





f(h+n)ın 
| nt > H (a Q D,,) « 


Sir hpn=x ergiebt ſich, wie vorher: 
1 
f(x) Ih 
cn] u 


* 
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ex) >#£(h). — 
| 
—E — —— 
Folglich, wenn x ſich der Sränje” © nähert: 


Lim (fx) )® >H, 
fo daß alfo die Gränze, welcher 


(ER) |® 
ſich naͤhert, wenn x ſich der Graͤnze o nähert, En als jede 
gegebene, noch fo große, Größe, d. i. ſelbſt — « iſt. 

Denft man ſich für h in dem vorhergehenden Beweiſe eine 
fer große ganze Zahl gefeßt, fo ift flar, daß der vorhergehende 
Satz auch für den Fall gilt, wenn für x bloß ganze Zahlen ges 
feßt werden. Hat man alſo eine Reihe 

JJ TERN 
mit poſitiven Gliedern, und das Verhaͤltniß 


naͤhert ſich EN der Seine L, wenn n es der — 
co nähert; fo naͤhert 


F 
; (in )® 
unter derfelben Vorausſetzung ſich derſelben Graͤnze. 
Fuͤr f(x)—= x iſt 
| f(x+1) _ * 
Fr) =41 + ” 
und nähert fi) alfo der Graͤne 1, wenn x ſich der Gränze © 
nähert. Unter Bauen ON nähert alfo auch | 
R= 
fih der Gränze 1. | 
N Ä \ | ü 
u — aza + ban-t 4 cxn-2 4 dan=3 os. 
ift 
1 n-1 n—2 
£(X +1) _ a(! ty tr Cor — ar te 
* a+ 2 43.4 
und nähert fich folglich der Sräne 
" a 
— 1, 
a 


wenn x fid) der Gränze nähert. Unter derfelben Voraus: 
fegung nähert alſo auch 


x 


Graͤnze nähert. Alſo naͤhert auch 
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faxn + hxn-i 4 cxn-2 4 dxn-a 4... 
ſich der Graͤnze 1. 
Für f(x) = ILx iſt 


f(x 1) TEE er DE 1649) 
——— — Er u 


Fa) ix x 
und nähert ſich folglich der Graͤnze 1, welcher Gränze alfo auch 
“ * 1 
(Ix}x | R | 


fi) nähert, wenn x fich der Graͤnze oo nähert. 
Fuͤr n=1.2.3 ...n if das Verhaͤltniß 


tn. i 
—=n+1, 


und nähert ſich folglich der Gränze ©, wenn n ſich derſelben 
ee 

fich der Gränze ©, wenn n fich derfelben Graͤnze nähert. 

5 Mit Hilfe des in (7.) beiwiefenen Satzes läßt fich num 
der in (6.) bewieſene Sag auch auf folgende Art ausdrücen: 

Wenn ſaͤmmtliche Glieder der Reihe 

Loy tun ban bay bay een 
pofitiv find, und für wachfende mn das Verhaͤltniß 
* tn : 

ſich der Graͤnze L nähert; fo ift die obige Reihe convergirend 
oder divergivend, jenachden L< oder >1 if. 

Fuͤr die Reihe 











Pa —— 1 1 
er er ee a ee 
z. B. ift | 
— 1 ee, ‚1 tn+ı 1 
Mr 1.2.3..(n—1)’ ul Wr Fe vet, wen 
Nähere alfo n fich der Gränze », fo: nähert 


tn-+1 


tn - 
fich der Graͤnze L=0O<1. Alſo ift die gegebene Neihe con- 
| eat, wie wir fhon in (4.) auf anderm Wege gefunden 
aben. 
Das hier beiviefene Kriterium der Convergenz und Divergenz 
einer Reihe it in allen den.Fällen anwendbar, wo L nicht — 1 
iſt. In diefem Halle iſt es jedoch nicht immer ganz leicht, über 


RE 
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die Eonvergenz oder Divergenz mit Beftimmtheit zu entſcheiden. 
Solgende Säge, die wir ebenfalls von En Eee koͤn⸗ 
nen oft von Nutzen ſeyn. 


9 Wenn in der Reihe 
Loy ty tan ta y Bay oeon0e > | 
jedes Glied Fleiner ift ald das zunaͤchſt vorhergehende; fo ift 
dieſe Reihe mit, der Reihe . 
j to> 2t,, 4t,, 8t,, 161,55 St, 5 ...n 
zugleich convergivend und divergirend. 


Sey zuvoͤrderſt die erftere Reihe convergirend. Da Jedes 
Glied diefer Reihe Eleiner ald das naͤchſt —— iſt; ſo iſt, 
wie ſogleich erhellet: 

,w=b 

2, == 2t, 
At, ep | 

8, < 2%, + ts + U + 2%, | — N 
16, << t 2, 2t.0 - 21, #2 4 2% + —* * — 


uff u. ſ. f. 
Setzen wir nun 
T,=% 
T, =t 
T=etb+b 


T,=zt, +6 +% +t; 
Ts = — t; = t⸗ * t,o + tu + tı2 + ts + t,4 + ts 
uff uff 
fo find die Glieder der Reihe 
Cop Mus At,, St,, 100,., 3Uy. 5 #r0r > 
wenigſtens vom dritten an, refpective Fleiner ald die Glieder der 


Reihe 
TTV AT Tr Er 
Die beiden erften Glieder find in beiden Reihen einander glei, 
Da nun nach der VBorausfeßung die Neihe 
E Fe Pe Te IE RUE 
convergirt; fo comvergirt offenbar aud) die Reihe 
To; T, ’ T;, Tr; Tıss Tzı> .„...,7 
alfo auch (2.) die Reihe 
2703 25, 2755 2775 2WTisr Tas ee: 
oder die —— 
J— IT, FOR 
ſolslich convergirt nach (5.) auch die Reihe 
boy 2,5 At,, 8t,, 16t5, 32t **4*4* 
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Iſt die Weihe 


ee Eee 
divergent; fo ift nach der Vorausſetzung 
u=b 
21, >u +, 
4, >t, tu, +, + . 
8, >t, rt rt, + to + tıs +t. tt, +ta 
u. ſ. f. ut f. 
und es find alfo, wenn wir bie Aggregate auf der rechten Seite 
nad) der Reihe durch | 
Tor Ts To, Tıas Tas +++,» 
bezeichnen, die Glieder der Reihe 
> to, 2t,, At,, Bt,, 1öt,g 9 .... 
refpective größer als die Glieder der Reihe 
To; Tz, To, Tyan Taos vrre 
welche, fo wie die Reihe 
" Kay bis day bay tan wenn 
offenbar divergirt. Alfo divergirt nad) (5.) auch die Reihe 
| Bas Di, Ab. Bi, BCE, Ba 
Die gegebene Reihe fey z. B. | 
11 11021 
I gr ge 
fo erhält man nach dem vorigen Saße die Reihe 


4 1 1 1. 1 
1, 2.7 4. 7 8.5 16.755 32. — 22223 


320 
1 1 1 ı 41 , 
’na-1? Aa? Ba—i? 


1, (em! (HIN, (grad, (M-n, (Hal, cu. 


Dies ift eine geomekrifhe Neihe, deren Erponent (4)-— if, 
Dieſer Erponent ft <1,=1, > 1, jenachdem «a >1, =1, 
<1 if. Ufo iſt vorfiehende Reihe convergent, wenn « > 1 
if, Divergent dagegen, wenn a=1 oder « <A iſt (2). Un— 
ter denfelben Bedingungen ift alſo auch die gegebene Reihe con— 
vergent und Ddivergent, Die erſte der drei folgenden Reihen ift 
convergent, die beiden andern find divergent: 


ı 1 1 1 1 
1, „> zZ zı 5 z7 3 
1,3; 35 3; 3 2) 0 


‚12a d1a ı 

9 ya’ y3’ y#’ y5’ Y6 ..... 
Der bier bewieſene Saß iſt oft bei der Beurtheilung der Conver- 
genz und Divergenz einer Reihe von befonderem NRußen, 
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10, Wenn für wachfende n der Bruch 


_logtn_ tn 


108 (-,) 
(ic der Gränze L fortwährend und beliebig nähert; ſo iſt die 
Reihe | 
3 to⸗ 1,5, ta; t. ta⸗ ts ren 

convergirend oder divergirend, jenachdem L>1 wer L<Lif. 

Sey zunddft L<1. Man nehme zwifchen L und 1 eine 
Größe a, fo daß alfo 

L>aı>i1 


iſt. Da fih nun für wachſende n das Verhaͤltniß 
logtn — log (-) 
log (2 Rs ) log n 


der Graͤnze L fortwährend nähert, und bderfelben beliebig nahe 
gebracht werden kann; ſo wird es offenbar immer einen Werth 
vonen geben, fuͤr welchen, und uͤber welchen hinaus, dDiefes Vers 
hältniß größer als a if, Man wird aljo für dieſen, und für 
größere Werthe von n immer haben: 


log GE) 


logn 5 
108 (+) > logn«, F -> ne, tn < — 
Die Glieder der Reihe 


JJ a 
werden alſo immer endlich einmal ſaͤmmtlich kleiner ſeyn als die 
Glieder der Reihe 
ze 111 1. 1 
1, ur. re zu 5 4240 

Da nun dieſe Reihe, weil a>1 iſt, convergirt (9.); ſo con⸗ 
vergirt auch die Reihe 

Loy ton taſta⸗ta, eroe (5.) 
In dem Kalle L<1 hat man, wie vorher, 


2 : L < a< 1; 
108 () 

—Togn 
108 (;-) — lognt, > — ne, tn > * 


Demnawh ſind immer endlich — die Glieder * Reihe 
t,,t,; t, > ty 5 00. tn 5 tn+iy u... 








>a, * — a — 


<a, () iR logn; 3 
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ſaͤmmtlich größer als die Glieder der Reihe 


1 1 1 1 1 1 
’ Zu 7 Zu ? u... na? (n+1)e’ „....2. 


welche, weil a < 1 iſt, divergirt (9,), Daher divergirt aud) 
die Reihe Zu; 
Pe ee (5). 


11. Wenn 
| to⸗ kıs bay Bay Bay een 

Bo, U; U y U, Ug, or... 

convergirende Reihen find, deren Summen wir duch stund s’ 

bezeichen wollen; fo it 


to + Uo> t, + U,;> t, + uU,, t, 4 u t, +, .... 
gleichfalls eine convergivende Neihe, deren Summe — s 8 ift. 


Sey 
n=b Hit, +, P t, P..... + tacı , 
zw tu +, +u,+..+ Un—t 5 
fo nähern fich dieſe Summen, für wachfende n, fortwährend den 
Gränzen s und S, und fönnen, wenn man nur n groß genug 
nimmt, diefen Öränzen beliebig nahe gebracht werden. Man fann 
alfo n immer groß genug nehmen, daß die pofitiven Werthe der 
Differenzen s— 5, S — Sn kleiner als jede gegebene, noch fo 
fleine, Größe © werden. Nimmt man nun n fo groß, daß die 
abjoluten Werthe diefer Differenzen beide < 30 find; fo iſt der 
abſolute Werth der Größe 

. (8) + (F—5n), 
d. i. der abfolute Werth der Differenz 

J (s+s) — (sn+sn) 
offenbar < ©, Es ift aber Ä 

Sn+s&n = (to+u,) + (t, +u,) t+..+ (tn—ı + Uun-ı) 3 
und man kann alfo n immer fo groß nehmen, daß der abjolute 
Werth der Differony 

(s+!)— (sn+sı) 

Eleiner als jede gegebene, noch fo fleine, Größe wird, woraus 


der zu beiwveifende Sag unmittelbar folgt. 
12, Wenn wieder 


kun kon bay tz, bay wen 

Uoy Un Un, Ugy Ugy or. 
convergirende Reihen, und deren Summen refpeckive s und s’ 
find; fo ift a 2 oo 


* 


| Convergenz der Reihen. 43431 


to uo⸗ 
t,u, + t,u, 
ou, Fu, +t,w 
vu + tm, +0, +, 
bu, tw + bu/r Ftbu, tm 
u. ſ. f. | ff 
eine convergivende Reihe, deren Summe = ss’ if, 
Die Summe der n erften Glieder der beiden erſten Reihen 
wollen wir, wie vorher, durch sa, Sn, die Summe der n erfien 
Glieder der legtern Reihe dagegen durch IS. bezeichnen, Es ift 
sasn — tu, rt ru. +. + tn, 
tu, +tt,u, Fbu, +... + ta-ıu, 
+ti, +1, tu, +... + ta-ıu, 
4 t, Un—2 + j Un—2 + t, Un-2 + ... + t_1 Un—2 
+ t,Uun-ı + t, un-ı + t, Un-ı +... + tn-ıln-ı, 
Alſo, wenn man fid) diefes Product nach) den Diagonalrei- 
hen geordnet denft, offenbar | 








Sn < $n sn . 
N er t — 1 
Iſt ferner m die größte in —— enthaltene ganze Zahl, nämlich 
_n—1 d ——— —2 
mNoder m =, 


jenachdem n ungerade oder gerade iſt; fo iſt offenbar immer 
Sn > Sm+iS’m-+ « 

Laͤßt man nun n fortivährend zunehmen, fo wird offenbar auch 
m fortivährend wachſen, und nad) der Vorausfeßung werden fich 
alfo die Summen 81, Sm-tı. der Gränze s, die Summen su, 
Sunzı der Graͤnze s, die Producke Sansa, Smtı Simrı der Gränze 
ss fortwährend nähern, S ift nad) dem Obigen immer ziwifchen 
Sn Sy Sintı Snzı enthalten, und wird fich alfo, für wachſende n, 
ebenfalls —— der Graͤnze ss naͤhern, woraus der zu be⸗ 
weiſende Satz ſich augenblicklich ergiebt. 


II. Reihen mit poſitiven und negativen 
Gliedern. 


13. Die poſitiven Werthe der Glieder der Reihe 
J.. O eee 
wollen wir immer refpective durch) 
009.019 225 230 Qay er 
bezeichnen; fo ift Flar, daß der abfolute Werth der Summe 
to +, +, + tb; + eo. + tacı 
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nie größer ale 
® eo te, trete # --.. + on 
feyn kann. Auch ift der abfolute Werth von 
tn + tn+t + tnr2 + ++. + tan 
nie größer ald der abfolute Werth von, 
en + ent + enp2 + · · + enta-i © 
Seen wir nun ® 
eb +, + Pt, + eo , 
shn=eo te Free te ++. + en⸗13; 


fo ift der abfolute Werth von 8240 — Sn nie größer als 8 nkın 
— 8m. onvergirt die Reihe , 


” @o» Pı» Pay O3; Bay eenee 
fo fan, wenn nm waͤchſt, die Differenz 


s nm — s’n 7 
für jedes m, der Null beliebig nahe gebracht werden (1.); alfo 
fann, wenn. n waͤchſt, offenbar auch die Differenz 
Sn-Fın — Sn 5 
fir jedes m, der Null beliebig nahe gebracht werden; fo daß 
folglich die Reihe 
m ER SE SUE NEBPRER 
ebenfalls convergirt (1.). 
Wenn die Glieder der Reihe 
003 Qıy @29 O3 y Oyy **** 
ſich der Null nicht nähern, indem der Index n waͤchſt; fo di- 
vergirt die Reihe | 
%o5 tu bay tay kay **6* 
Es ift nämlich) 
sn41 — Sn = tn 
Sn-p2 — Sn+1 = takt 
Sn+3 — Sn+? = tn-+2 
Sn — Sn+3 = in+3 
u. ſ. f. u. ſ. f. 
ſo daß alſo die abſoluten — der Differenzen auf der linken 
Seite der Reihe nach 
@ny en415 En+25 ichs ... 
find. Da nun diefe Größen fich nad) — "Borausfsung der 
Null nicht nähern; fo nähern ſich auch die in Rede ſtehenden 
Differenzen der Null nicht, d. i. 
Sn — Sn; 
oder 
Sn-Fın — Sn y 
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uͤr m 1, nähert ſich der, Null nicht wenn n a 
hr ift die —* * a = au: Folg 
Cop ty tas iyy buy sone 
divergent (1.). 
14. Die Reihe 
Co9 Eıy Qan Oay Lay **** 
iſt convergent, wenn, für wachſende m, die größten Werthe von 


(On x fid) einer Gränze ‚nähern, welche <1 ift (6.). Naͤhern ſich 


dagegen, für wachſende n, die größten Werthe von ( our einer 
Gränze, welche >1 it; fo fann En, für wachſende n, ſich 


nicht der Null nähern, Naͤhert ſich naͤmlich (on)*, für wach— 
fende n, einer Gränze, welde > 1 iſt; fo giebt e8 einen Werth 
von n, für welchen 


1 
(on). > 1 
1 
(en-+i nH>4 
| 1 
(En-+2 art? >1 
u. ſ. f. u. ſ. f. 
if, woraus fi) unmittelbar ergiebt: 
an >11 
en+ı >1 
en+2 >1 
u. ſ. f. u. ſ. f. 
o daß alfo für wachſende n, ſich offenbar der Graͤnze Null nicht 
—— uns diefen Bemerkungen ergiebt fid) folgender Lehrſatz: 
Wenn On der abfolute Werth des allgemeinen Gliedes einer 
Reihe 
to⸗ta, ta, 35 tu, ———— 
it, und, für wachfende n, die größten Werthe von (Qu) ich 
a beftimmten Gränze L nähern; fo ift bie Meihe 
to, t,, t,5 t. L/ERERTTT 
convergent ober divergent, jenachdem L<1 oder L>1 ift. 
Nah (7.) kann man diefen Satz aber auch auf -folgenden 
Ausdruck bringen: 
Wenn fir wachfende n. der abfolute Werth des Verhaͤlt— 
nifles: 
tn-F 
Ey 
fi) einer beftimmten Gränze L nähert; fo iſt die Reihe 
Supplem. zu Klügeld Wörterb, I. Fe 
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SE TEE IE DE EEE 
convergent oder divergent, jenahdem L <“1 oder L > 1 ift. 


15. Wenn'die Glieder einer Neihe abwechfelnd pofitiv und ne— 
gativ find, und, ihren abfoluten Werthen nad), wenn der Inder 
waͤchſt, der Null ſich beftändig und beliebig nähern, indem fie zu— 
gleich fortwährend abnehmen; fo it die Reihe — convergent. 

Die Reihe fey 

t,, tt, Ft, — t; 5 it; — te, see. 
die abfoluten Werthe der einzelnen Glieder: 
to > t,; t,, t 3?» t, t,, .oe.® 
nehmen beftändig ab, und koͤnnen der Null beliebig. nahe gebrasbt 
werden, wenn man nur den under des Gliedes hinreichend wach- 
fen läßt. Es iſt 
Sn-Fın — Ss = + {tn — ati # inr2 — ... + — *2 8, 
wo die obern und untern Zeichen außerhalb und innerhalb der 
Klammer ſich nicht auf einander beziehen ſollen. Fuͤr m — 2u iſt 
8 tn — tn.-i + tn2 — . — tn241 
= tn — (ti — ta42) — .... — (inp2ued — tn?) — Inu 
= (tn—tarı) + (tnp2—tn43) + 0. + (imp2ae2— tatzuet) . 
Sir m—=2%u +1 dagegen ift 
Ss = ta—tn+ı + taı2 — .... + tn20 
= tn — (Etii — ta-2) — .... — (ink2zuet — in-r2a) 
= (ta—ta+ı) + (in+2 —tn43) +... + (tap2a—2 — ta+2u1) Fint2u 
fo daß alfo in beiden Fällen 
S=tn — (in+i—tnr2) — Eti-2 — tat) — ui. 
= (ta—tmrı) + (inpz—in43) + (inpe—ta4s) Fe. 
ift, wo die Größen 
tn en int 
Int — inı2 
An — ins 
tn-43 — tn·· 
u. ſ. f. u. ſ. f. I 
nach der Vorausſetzung ſaͤmmtlich poſi itiv ſind. Demnach iſt 8 
offenbar poſitiv, und 
8 Ditn, Sits — tai, 
d. i. S zwiſchen 

tn und tn — t 
enthalten. Der Unterfchied zwiſchen dieſen beiden Graͤnzen iſt 
= tn, und kann nad) der Vorausſetzung, für wachſende n, 
der Null belichig nahe gebradyt werden. Daher kann um jo mehr, 
für wachfende n, S der Null beliebig nahe gebracht werden. Es 
fann alfo aud), für wachſende n, die Differenz 
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Sn--m = Sn y 
für jedes m, der Null beliebig nahe gebracht werden, fo daß 
alfo.die Reihe | | 
| mt dt mt ta bay an F 
convergirt (1. .Cauchy hat dieſen Satz nur an einem Bei— 
ſpiele fuͤr die Reihe | 
1, —-4, + 35 — 4, + * — 4, +} 7 on... 
erläutert. Aus (3.) wiffen wir, daß die Neihe 
as 3 As dı do Face. 

divergent iſt. Man fieht alfo hieraus, daß eine bivergente Reihe 
mit pofitiven Gliedern zuweilen convergent werden kann, wenn 
man die Glieder von gerader, Stellenzahl negativ nimmt. 

16, Wenn ſaͤmmtliche Glieder der convergirenden Reihe 

Po» Pıs @2> 035 43 .... 
pofitiv find, und | 
Po» Ps» Pa» Pa» Par ++... 
ift eine Reihe von Größen, welche ſaͤmmtlich pofitio find und 
die Einheit nicht überfteigen; fo iſt auch . — 
Co Po⸗- @ıPrıs @2Pa» @3Ps>» QaPay ++. 

eine convergente Reihe, F 

Sey | 

8 = 00 + %.ı Fe +... + On—1 
(o Po tar Fapı +... + On-1Pn—1 5 


fo ift | 
Snm — Sn = @n + Encht + nd? + 20. + Onmei 
Sm — 8 = goPo + EıPı + @2P2 + --- + en-+m-1Pn-+n- « 
Alfo nad) der VBorausfegung | 
 Spnkın — Sn > Sntn — Sn.» 
Da die erfie Reihe convergiet, fo fann, für wachſende n, die 
Differenz Sam — Sn, für jedes m, der Null beliebig nahe gebracht 
werden, welches alfo um fo mehr auch von San — Sn gilt. 
17, Wenn | 
00 9 Qıy Oay O3» Qay ron. . 
eine convergivende Reihe mit pofitiven Gliedern ift, und 


u 


has da di u ae 
Größen find, welche in Bezug auf ihre abfoluten Werthe die 
nicht uͤberſteigen, aber pofitiv und negativ feyn können; 
o iſt 


1. Potor Qutıs Qatas a ta, Cata⸗ ven. 
ſtets eine convergirende Reihe, 
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Sind nämlich 
(to)s (t3)s CEt- )- (ka)s (ka)s were 
die abfoluten Merthe der entfprechenden Größen in der zweiten 
Reihe; fo ift die Reihe 
eo(t, )> eı(t, )» e.(t3), 0, (t3); e4,(t,)> .... 
convergirend (16.). Alfo ift aud) 
Cotos Qrıtın Oat2y Qatzy Qatar ee 
eine convergivende Reihe (13.). 
18. ft alfo wieder 
Ro» 24 225 235 Qay ver. 
eine convergirende Reihe mit poſitiven Gliedern; ſo ſind auch 
0, cos 5, 23 coOs O., 02005 02, es cos G,, ea4 eos O4, «+++ 3 
e,5in O,, 0, Sin O,, 5inQ,, 0,51n@,, ea sin 0., +. 
eonvergivende Reihen. Eben fo find aud) 
eo, 0,605, E, c0s20, ę, cos 30, 0, 00549, ....; 
e,sin ©, g;5in?29, 6, sin 30, g,5in4Q, .... 
convergirende Reihen, unter der obigen Vorausſetzuͤng. 


19. Sind 
to⸗ 1, tb, tz, 4845 ur; 
Ugy U,; Un, Ugy Up or. 
convergente Reihen, deren Summen s und s’ find; fo iſt auch 
u Fu, td, Fu,t, #u, tb, + un en 
eine convergente Reihe, deren Summe s + s' ifl. 
Diefer Saß kann ganz auf diefelbe Art wie der analog 
Satz in (11.) bewieſen werden, 
20. Wenn 
top Ein kan day Eos ern; 
U U ,.Un; Ug> Bas a0.» 


convergente Reihen, und s, s ihre Summen ſi nd; fo iſt, wenn 


— 


auch die abſoluten oder numeriſchen Werthe der Glieder dieſer 


Reihen convergente Reihen bilden, auch 

t u⸗ 

t,u, + t,u, 

tu, +t,u, tu, 

vw, rt, bu rt; 

by rt, Fbu bu + tauo 
u. ſ. fi u. ſ. f. 

eine convergente Reihe ‚, deren. Summe = ss’ ift. 


Seyen Sn, Sn, I, die Summen der n erfien Glieder ber 
in Dede oa Keihen; ; fo ift 
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Hs — un = 
tn—1 Un=1 
+ { tn—1 Un—2 + tn_2 Un—i } 

+ {tn-iUun-3 + tn=-2Un=2 + tn=3Un-1 } 


+ {ta-ıu, + tn=-2u, +... t;tüne2 4 t, Un=i} 
wobei (12.) verglicdyen werden fann, | 


Bezeichnen wir die numerifchen Werthe der Glieder der beis 
den gegebenen Reihen durd) | 


Go» Pr» Qay Oz» Qay ve. 3 
— —F ‚ea Cs o.... ; 
und die den Größen 5, Sn, Sn analogen Größen für diefe beiden‘ 
Reihen, welche nad) der Worausfeßung ebenfalls convergiren, 
durch) On, On, Br fo ift; h 
On o’n — Zn = 
En-1 e'n—1 
+ { 0n=ı O’n—2 + On=2 e’n=1} 


Es fällt fogleicy in die Augen, daß, rücfichtlicy der. abfoluten 
Merthe, 
j On o’n — En > $n $’n — Sn 

if. Nah (12.) nähere ſich, für wachſende n, der, abfolute 
Werth von 


On o’n Zn 


der Null fortwährend, weil ſowohl on O’'n, ald aud Sn, ſich 
der Gränze oo fortwährend und beliebig nähert, wenn n wädhlt. 
Alfo nähert auch der abfolute Werth von 


$n $’n — Sn 


ſich der Gränze Null fortwährend und beliebig, wenn m waͤchſt. 
Da nun Sn, Sn ſich reſpective den Graͤnzen s, 8, alſo Sn Sn 
ſich der Gränze ss‘ fortwährend und beliebig nähert, wenn n 
währt; fo muß auch Sn fih der Gränze ss’ fortwährend und 
beliebig nähern, wenn n wächft, woraus der zu beweifende Satz 
unmittelbar folgt (1.). Ä 


Die Bedingung, daß die gegebenen Reihen, auch nad) der 
Meduction ihrer Glieder auf deren numerifhe Werthe, conver⸗ 
gent bleiben, ift nothwendig und wohl. zu beachten. Cauchy 
erläutert dies audy an einem Beifpiele (a. a. D. p. 149.), wel⸗ 
ches wir jedoch, der Kürze wegen, hier unterlaffen, da die Noth- 
wendigfeit diefer Bedingung ſchon aus dem allgemeinen Beweiſe 
deutlich genug hervorgeht. | 


u. 
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II. Reihen, welche nah den auffleigenden gan- 
zen pofitiven Potenzen einer veränderlihen 
Größe geordnet find. 


21. Sey | 
au, A,X, a,2?,a,x°, ayxt, ..... 
eine beliebige nad) den Potenzen von x geordnete Reihe, deren 


Eoefficienten pofitiv und negativ ſeyn fönnen. Die pofitiven 
Werthe der Coefficienten wollen wir durch 


Roy Ay Any Ay Agy eeoe. 
den pofitiven Werth von x durch 5 bezeichnen. 
Wenn A die Gränze if, "welcher fi), für wächfende n, die 


ı größten Werthe von — naͤhern; ſo iſt offenbar die Graͤnze, 
welcher ſich, fuͤr wachſende die größten Werthe von 


(en — = — 
nähern, =A&, Nach (14.) iſt alſo die Reihe 
Boy A, X, as x?, a, X, ax x, ..... | 
convergent ober divergent, jenachden AS<1 oder af > 1, 
d. i. jenachdem 


oder * 
iſt. Dies fuͤhrt auf folgenden Lehrſatz: 


Wenn a, der abſolute Werth des allgemeinen Coefficienten 
n in der Reihe 


ao, 4,X, a, xꝰ, a, xꝰ, AKT, sonne 
und 5 der abfolute Werth von x iſt; die größten Werthe von 


— ſich aber, fuͤr wachſende n, der Graͤnze A naͤhern; ſo con⸗ 
vergirt oder divergirt die obige — jenachdem 


oder 


iſt, oder, was daſſelbe iſt, die Reihe convergitt fuͤr alle zwiſchen 
den Graͤnzen 


1 


liegenden Werthe von x, und — fuͤr alle außerhalb dieſer 
Graͤnzen liegenden Werthe von x. 


Nah (7.) kann man diefen Sag aber auch auf folgenden 
Ausdruck bringen: 
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Wenn, für wachſende n, der numeriſche 2 des Ders 
haͤltn iſſes 


= 


ſich der Graͤnze A nähert; 6 convergirt die Reihe 
: Bü A,X, 8,22, 2,20, @yX® 5 ...4 


für alle zwiſchen den — 
* 1 und — F 


liegenden Werthe von x, — — fuͤr alle außerhalb dieſer 
Graͤnzen liegenden Werthe von x. 


22. Sey z. B. die Reihe 
4, 2, Iu?, Axt, 5x*, 6x9, ..... 

gegeben. Fuͤr diefe Reihe ift 

an _ N n+? __ 08 

Es n+1 n+1" 
Alſo A— 1. Demnad) 'convergirt die — fuͤr alle Werthe 
von x zwiſchen den Graͤnzen —1 und +1, divergirt dagegen 
für alle — 2* dieſer Gina liegenden Werthe vo nx. 


Fuͤr die Reihe 





1’ 7 3’4°’ 35°’. 
iſt 
an*4 ze 
an = n+1 





Afo A=1. Die Reihe convergirt und divergirt folglich unter 
denfelben Bedingungen wie die erſtere. 


Setzt man 


12*4, 


ſo koͤnnen die entſprechenden Reihen ſowohl divergent, als auch 
convergent ſeyn, welches ſich be bei der leßtern Reihe zeigt. 
Setzt man nämlic) at x—= +1, dann x— — 1; fo erhält 
man die beiden Reihen 
1,4, Joh go än ee 
— 1, +4, — yYtrası hr + 5 rn 

von en, die erſte divergirt (3. ), die zweite dagegen conver⸗ 
girt 


Die Reihe ſey 


=; Da)... 
a a a ns 


fo ift 
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1 @ 

aAnH _o.—n _ n 
— 775 — — — — „ 
u. — 


Folglich offenbar A— 1. Unſere Reihe iſt alſo convergent oder 
divergent, jenachdem x zwiſchen den Graͤnzen —1 und +1 ent» 
halten ift, oder außerhalb diefer Gränzen liegt. 
Für die Reihe Ä 
1 x x? x3 j xt . 
1°’1.2° 1.2.3’ 1.2.8.8° 
if 
an+ı _ 1 — 1 
ee 
Die Reihe ift folglicy für jedes zwifchen den Gränzen — ⸗ und 
+ » liegende x, d. i. für jeden beſtimmten reellen Werth von x, 
convergent. | | 
Für die Reihe 
1,1.x, 1.2x?, 1.2.3x3, 1.2.3.4x?, .... 


—ñ— 


iſt 
* =ı+1l,A=o0,—=0. 


Da zwifhen — 0 und +0 feine Werthe von x liegen können; 
fo ift flar, daß diefe Reihe immer divergirt. 
Die Anzahl diefer DBeifpiele würde fich leicht vermehren 
laſſen. 
23. Sind 
ao» A,X,Q, X, a, xꝰ, aa x*, ....3 
bo, h, x, b,x?,b,x’, b, x <... 
zwei Reihen, welche, wenn man der veraͤnderlichen Groͤße einen 
beſtimmten Werth beilegt, convergent ſind, und die Summen 
s, s haben; ſo iſt, fuͤr denſelben Werth von x, auch 
| a.+bo, (a,-+b,)x, (a, +b,)x?,(a, +b,)xX?,.... | 
eine convergente Neihe, und die Summe diefer Reihe iſt —s48. 
Die Richtigkeit dieſes Saßes erhellet unmittelbar aus (19.), 
fo wie man denfelben auch leicht auf mehrere Reihen ausdehnen 


kann. Sind nämlid für einen beftimmten Werth von x ;. B. 
die vier Reihen Ä 


By AK, as, xꝰ, a, x, AyKt en une 5 

555,2, 52,529, 5,8%, 2.55 

0 8, 7, 0,20, 0, 8 

4, 04,2, dr, dr, de, .... 
condergent, und s, 8, 8’, s“ refpective die Summen diefe Rei- 
ben; jo it auch | u 
a0+b;t+e,+d, (a Fb, +e,+d,)x, (a, +b,+c, +d,)x?, .... 


’ 
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fuͤr denſelben Werth von x eine convergente Reihe, und ihre 
Summe | 


‚=s+s®’+3s’” +3”. 
= > Eben fo- ergiebt ſich aus: (20) unmittelbar folgender 
a 
Wenn die Reihen 
Au, A,X, a,xX? at, arte: 2243 
b,,b,2,b,2”,b,x’,b,x*, .. 
fuͤr einen beſtimmten Werth von x convergent find, und conver⸗ 
gent bleiben, wenn man ſaͤmmtliche Glieder derfelben auf ihre 
numeriſchen Werthe reducirt; ſo iſt auch 
ab b 
{a,b, + a,b 1% | 
= | {a,b, karb: + a,b,}x? 
{a.b,;, Fa,b, + a,b, +a,b,}x° 
{aob, + ab; Ha,b, + a,b, + a,b, ;x* 
u. ſ. f. uff 
für denfelben Werth von -x eine convergivende Reihe, und ss’ ift 
die Summe diefer Reihe, wenn s und s die Summen der gege- 
benen Reiben find. 


Man üiberficht leicht, daß diefer Sat in folgender Glei— 
chung dargeitelle werden fann: - . 
(a. a, x +2,22 +. betr) 
* a,b, 

+ laob, + a,b, }* 

+ ja,b, + a,b, Hasbuie. 

+ {a,b, + a,b, — tabs} ‚x 
‚ er 46 ie rg 
unter der Vorausſetzung, daß bie — in einander multiplicir⸗ 
ten Reihen convergent ſind und convergent bleiben, wenn man 
für jedes Glied feinen numeriſchen oder abſoluten Werth ſetzt. 
Die Erweiterung des Satzes auf mehr als zwei Reihen unterliege 
feiner Schivierigfeit, 


Set man, wie offenbar verſtattet iſt, 


„abe, 2435 . 
a, mb, = 0, md, =... 
a,=b, =0o, md, =... 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


ſo dient der Satz, immer unter den gemachten Vorausſetzungen, 
zur Entwickelung der Potenz 


(a, + ax 4 a, x? + a,1’ + ...); 
wenn nm eine pofitive ganze Zahl ift, im eine convergirende Reihe, 
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25. Ein Polynom | 

| bu, + bıx + b,x? +... + bmmızmm + bnxm 

mit einer endlichen beftimmten von Gliedern, kann man 
offenbar als eine convergirende Reihe betrachten, bei welcher 
‚von einem beftimmten Gliede an fämmtliche Glieder verſchwin— 
den oder S O werden, indem ein ſolches Polynom offenbar im- 
mer eine beftimmte Summe hat, auch wenn man für alle Glie—⸗ 
der ihre numerifchen Werthe feßt. Dies führe, mittelft (24.), 
auf folgenden Satz: | 


Wenn | 
| On, A, X, R,X?, a, xX, a, æ, a.K°, 2er. 
eine Reihe ift, welche, für einen beftinmten Werth von x, con= 
vergent ift und auch convergent bleibt, wenn man für jedes 
Glied feinen numerifhen Werth feßt; fo ift für jedes beliebige 
Polynom - ge 
b, + b,x. + b,x? +... bunmızmel Bin xw 
mit einer endlichen Anzahl von Gliedern: 
(a,pa,X+a,xX? + ...)(bo+b,x+b,22 +... + bnx®) 
= a,b, Ä : 

+ a,b, + a,bo}x 

+ a,b, Fa,b, + a,bo x? 
a, bm + a, bn-ı+ a, bn=2 + ... + Amb, } xı 
a, bin + a, bn-ı + a, bn=2 + ... «+ am-Ffıb, } xm-+1 
a, bn+ a, bin-ı +a, bun-2 +..*+ Am+2b, } xım--2 


‚ 


— — — 


e * * e + . . “ . “ » ® . ° 


+ 
+ 
+ 
+ : : 
fuͤr denfelben Werth von x, und die Neihe auf der rechten Seite 
des Gleichheitszeichens it, unter den gemachten Vorausſetzun⸗ 
gen, ſtets convergent. A | = 

26. Eine Function 9 (x) fann, wenn es Äberhaupt mög- 
fih it, zwifchen den Graͤnzen x — — ae md x=+a nur 
auf eine Art durch eine nad) den pofitiven ganzen Potenzen 
von x fortfchreitende Reihe, welche ziwifchen den obigen Gräns 
zen ſtets convergent ift, dargeftellt, oder, wie man ſich gewoͤhn⸗ 
lic) auszudrücen pflegt, in eine ſolche Neihe entivickelt werden. 

Sey, um dies zu beweifen, ziwifchen den Graͤnzen x — — a, 
x=+to: BEE. 

g(x)=a, Fax +2, X Fa, 4 a x +... 

= b, thb,x +b,x? + b,x? + b,xr’t. +... . 
ſo daß diefe beiden Reihen zwifchen den angegebenen Gränzen 
ſtets convergent bleiben, Es iſt alfo für jedes x zwifchen dieſen 
Gränzen: 
u. Fax ra”! 4 .... bo +bz+ bt + eo; 
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| — alſo auch für x —0 sit, woraus. fogfeich a, = b,, 


/ 


ra —— x? -b,r’ +. 

(a ta, x +a,X°%.. J=xc, +b,x+b,x? +. 5 
fuͤr jedes x zwiſchen den obigen Graͤnzen. Alſo iſt auch für jes 
des nod) fo kleine x, welches nur nicht = O ift: 


a Fax ra +. ‚zb, + br + bir +. 
Laͤßt man nun aber x ſich der Graͤnze Null — ſo — 


dieſe beiden Größen ſich den Gränzen a, und b, (m. v. d. Art. 


Unendlich). Da aber dDiefe Größen für alle noch fo fleine x 
einander gleich find, fo. müflen — auch ihre Graͤnzen eins 
ander gleich ſeyn, woraus ſich a, — b., und 
Aa,x - a,” - ..=b — 

(a, +,xh..)=ıx(b, +bx +...) | 
ergiebt, für jedes x zwifchen den obigen: Grängen, Hieraus 
fchließt man auf diefelbe Weife, daß a,==b,, a, br 
a,=b,, ... iz womit alfo unfer en ‚me: 


IV, Imaginäre Reipen 


27. Wenn Ä 
Po» Pı» Pas Ps» Par sr en 5 
Go» Jı> Ja» Is» Jay ver. 

zivei beliebige reelle Reihen find; fo wollen wir die Reihe der 
imaginaͤren Ausdruͤcke: | 

Po + % ri 

pP» + qur—i 

Ps + g.r-i1 


überhaupt eine imagindre Reihe nennen. Cine ſolche Reihe it 
convergenf, wenn die obigen reellen Reihen beide comvergent 
a dagegen ift die imaginäre Meihe divergent, wenn die recls 
len Reihen entweder beide, oder nur eine bderfelben, divergent 


find, 


Bezeichnen wir die Moduli der obigen imaginären Ausdrüde 
(Unmöglicdye Größen 6.) nad) der Reihe u 


@o9 Or» QayQ@anQay ****. 3. 


GE fann (a a. D.) die nn Reihe — auf die 


* 


N 
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£0(c08@, + sin, Y—1) 
e,(cos®, + sin6,Y—1) 
e,.(c0os®, + sin, Y—i) 
es (eos 0, + sin@,Y—1) 


gebracht werden. Wir wollen uns daher im Folgenden jede 
imaginaͤre Reihe, bevor wir eine naͤhere Unterſuchung derſelben 
unternehmen, auf dieſe Form gebracht denken. 


2. Wenn, fir wachſendenn, die größten Werthe von 
. | 


(on)” ſich einer gewiſſen beftimmten Gränze nähern; fo ift die 
entfprechende imagindre Reihe convergent oder divergent, jenach⸗ 
dem diefe Graͤnze <1 oder >1 ift, 
Iſt zuerft diefe Graͤnze kleiner als die Einheit, fo ift nach 

(6.) die Reihe 
— Bas Or» 2259 235 Qay **** 
convergent. Folglich ſind auch 

00 eos 9, , 0, 605, , 26089, , 03 008 0,, ..... 5 

e.sin®,, e,5in®,, 98in®,, 0,81n@,, +... 
convergente Reihen (18.), und es iſt alfo auch die imaginäre 
Reihe felbft convergent (27.). 


Iſt L die Graͤnze, welcher, für wachfende n, die größten 
Werthe von (En)” ſich nähern, und L>1; fo nehme man die 
Größe T fo, daß, ie 

L>T>1 
ift. Da (on)” ſich der Graͤnze L belichig nähern kann, fo wird 


ed immer einen Werth von m geben, für welchen, und über wel⸗ 
chen hinaus, immer 


1 j 
(en) > T, en > Ta 
iſt. Es werden alfo immer einmal die Glieder der Reihe 


berfteigen. Die Glieder der leßtern Reihe wachſen aber, weil 
T>1 if, über alle Gränzen, fo daß alfo auch die Glieder der 
erſtern Reihe über alle Gränzen wachen, Nach dem Artifel Uns 
mögliche Größen (6.) iſt 


en = Ypn? + Qn?, 
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woraus erhellet, daß En nicht über alle Gränzen wachſen kann, 
wenn nicht wenigftend eine der Größen Pa, Ga, ruͤckſichtlich ih— 
res abfoluten Werthes, über alle Gränzen waͤchſt. Daher iſt 
im vorliegenden Falle immer wenigſtens eine der Reihen 


Pos Pı» Pa» Ps» Pas +++ ++ 5 

405 Jı > Ga» Is 5 14 uch 
alfo auch jederzeit die von diefen beiden Reihen abhängende ima⸗ 
ginaͤre Reihe divergent (27.). Daß eine Reihe, deren Glieder, 
ruͤckſichtlich ihres abſoluten Werths, uͤber alle Graͤnzen wachſen, 
divergent iſt, erhellet augenblicklich, weil fuͤr eine ſolche Reihe 
die Differenz 
ſ5n“m — En y 
für m—1, der Null nicht beliebig nahe gebracht werden kann, 
wenn mann wachſen läßt, welches doc) für jedes m Statt fin 
den müßte, wenn die Reihe convergent feyn follte. 


Nach (7.) fann man nun diefes TIheorem auch wieder auf 
folgenden Ausdruck bringen: 


Wenn das Verhältnif 
On-Hi 
en 
für machfende n. ſich einer ln beftimmten Graͤnze nähert; 


fo ift die entfprechende imaginäre Reihe — oder diver⸗ 
gent, jenachdem dieſe Graͤnze < oder >1 if. 


29. Seyen 


Po + g.r—1, Ppı + T. p +. —A....; 
u wur 1,1, +u 071, +7 -1,... 
convergente Reihen, deren Summen wir durch S und S’ bezeich⸗ 
nen wollen; ſo ſind auch 
Po» Pı» Pa» Ps» Pay «++ 5 
Gos Ju» Jän Ga» Gas *.. 5 
Los typ dan kan tan seen 3 
Uns U), U2, U, Uyy **6* 
convergente Reihen (27.), und mögen daher ie die Sums 
men Ss, 8,, 8,8, haben. Es ift. folglich | 
Ss=-s +, 171,9 =8 +8,11... 
Die Reihen 
Po + to> Pı F tıs Pz #t2> Ps + tan ver. 5 
Jo + U gms F u, q3 FU or .o . 
find gleichfalls convergent, und ihre Summen fin nd — ‚Sı Tr F 
(19.). Alſo iſt auch 


1 
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pp to (4. + u)r—t 
p, rt, +(qg + u,)r—ı 
pP: + t, +(g. + u)’ —ı 
B +6 (4. +3,)7-1 
nz A 
(p + gGY-—1) + (tu + w.r-—1) 
(pı + UTMT * (E. + u,Y-—ı) 
(p: + 27-1) +(t, + r—1) 
(p: + 9; 7-1) +(, + — 
eine convergente Reihe (27.), deren Si == 
s+35°+-(s,+4+5,)Y —1=s+s,1—1 + ”’+#,Y-1, 
d. i. — 84 8 if. 
30. Wenn 
to tı5 E25 155 ta⸗ta⸗***3 
Uoy U; U,, U,, Uyg, Us ***2*6 
zwei convergirende imagindre Reihen, und 8, S ihre Summen 


find, die Moduli der einzelnen Glieder dieſer beiden Reihen aber 
auch convergirende Reihen bilden; ſo iſt 


to u⸗ 
Lu, +t,%W 
t,u, #t,u, + t,w 
tu, #t,u, +t,.u, + t,%W 
to ua + tu, + tu; +t;ü, + tu, 
uff ch 
eine convergivende Ba Reihe, deren Summe —= SI if. 
Sy 
tn = en er On + ein HrY—1 
Un = e’n(cos On + sinO,„Y—1); 
fo find nad) der Vorausfeßung | 
Co» @ı» Pa» 03» 049 — 
dor rn dar Qu dar 
condergirende Ye Fa Folglich nähert u m ), fuͤr wach⸗ 
fende n, die Groͤß 
On—10'n—1 
+ {en=1e'n-2 + en-2e'n-i} 
+ ten-1en-3 + en-2e'n-2, + 0n-3 — 
* —— 


—— eng en-2' + +0: + ereae2 hei eamı 
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ſich fortwaͤhrend der Null, welches alſo um ſo mehr von den 
abſoluten Werthen der Groͤßen | 


En—-10n-1C008 On-1 + On-ı) i 
+ Lie n=2 a — + en-ae 'n-1 008 ( — On-1)} 
+ Leni 08 (Aut e, + en—20', COS ( On-2 + 8. Se, 
.. + QGen- em(P, + On-2) + ei em 008 (8, Ea)] | 
und re —— | € 
en—1E n—ısin ( Se Br). 
+ {en-ıen-28in( On-ı + On-2) + en—2 @'n-ı8in ( On-2 + On-ı)} 
+ Leni ssin (On 6, ).+ en-2e'; sin ( On-ı + ©, +. 
e n- sin (0. + On-2) + eren-ısin(O, +! 
gilt. Entwielt man aber die Größe | 
tn—1 Un=1 
+ {tne1ln-2 + tn-2 Un—1} 
+ {tn-1Un-3 + tn-2Uun-2 + men 
+ ita-ın, + tea, + eei th — + tt, un⸗u, 
nachdem man jede imagindre Größe durch ihren Modulus aus 
gedrückt ha hat; fo ift flar, daß der reelle Theil und der Eoefficient 
von VL in der aus diefer Entwickelung hervorgehenden Größe 
die beiden ‚vorhergehenden burd) Cofinus und Sinus ausgedruͤck⸗ 
ten Größen find, welche wir durch P und @ bezeichnen wollen, 
Die Summen der. n Ölieder der beiden gegebenen Reihen 
bezeichne man durch Sn, San, und die Summe der n eriten 
Gliee der Reihe, deren Convergen; un werden foll, durd) 
S’„; fo ift, wie in (20,), .. . 
SnSn -Sı=. 
tn—1 Un—t 
+ {tn—-1Un-2 + tn—2Uun—ı} a tn 
+ nei Un-3 + tne2Uun-2 + in-3 Un=1 } 
+ {tn-ıu, M — u, +... 4* br Un-2 + t, N 
Yo | 
SS —Sn=P+ ar-i, 
P und Q, für wachſendenn, ſich ber Null foxtwaͤhrend und 
Beliebig nähern. Daher: nähert auch SS, — I” n, für wad)- 
fende n, fich der Null immer mehr und. mehr. Die beiden ge= 
gebenen Reihen find aber convergent,. - ee nähert, fir wach⸗ 
fende n, SS‘, ſich der Gränze SS, und IS”, nähert fich alſo, 
für wachſende n, gleichfalls der Graͤnze SS’, fo daß folglich m 
Reihe, ie welche die Summe der n erften Glieder durch S’, 
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— wurde, convergent, und ihre Summe — SS’ if, w. u 
j. db. w. 


30. Betrachten wir num ferner noch die Reihe 
a, (c0s®, + sin®, r-1) 
.8,X(c0s®, + sn6,Y— 1) 
8,x2?(c0s@, + sn, Y—-1) - 
@,x?(c0os®, + sin6,f--1) 


N — . . eo mo. 8 9 ı ı BB ı—ı oe 


Die numerifchen Werthe von a. x — wir durch a. 
und & bezeichnen. Die Graͤnze , welcher ſich die groͤßten Werthe 


von — nähern, wenn n waͤchſt, ſey = A; fo ift AE die 


Gränze, welcher fi, die größten Werthe von (0, Bj" nähern, 
wenn n waͤchſt. Ag it F oder >41, jenachdem 


E< 4 ober :>4 


ift, oder jenachdem x zwifchen den Gränzen 
x=— Ri x. — 
— Bu — A 
enthalten ift, oder nicht, Seben wir nun, eine willkuͤhrliche 
ih der Vorzeichen der einzelnen Glieder annehmend, daß die 
eihe 
ag, A,X, as x?, a, x*, a,xt, 8,2°, 
mit der Reihe 
— od, a,$5, ee a,f?, — a,}?, a,$*, a,5°,. .... 
übereinftimme, Nach (28.) iſt die Reihe ° 
a,{c0s(#+8,) + sin(=+9,)7—1} 
a,£{cos®, + sine, Y—1} 
a,8°|cos(n+9®,) + sin(a+9,)Y-ı} 
‚o,&8{eos(n+6@,) +sin(2+0,)Y-ı} 
-a,$*{cos®, + sind, VCD 
05 J [ cos % + sin e — 
convergent sa divergent, —— As =; oder > 1, d. i. 
jenachdem x zwiſchen den Graͤnzen | 
het 
—— A 


enthalten iſt, oder. nicht: Aus obiger Meihe Aue man nadr 
a goniometriſchen zen die Reihe: 
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— 0,1008, + tin 6, Ty 
 @,8(60s®, + sin®,Y-1) 
— a,$?(cos@, + sin®,Y—ı) 
— a,8°?(c0s@, + sin, Y—-1) 
@,8*(cos®, + sin, Y-—1) 
a,85(cos®, + sin, Y—1) 
d. i. die Reihe 
a,(c08@, + sin®, r-7) 
a,x(cos®, + sin®,Y—1) 
a,x2( c0s®, + sin, Y—1) 
'2,%2°(c0os®, + sin, Y-—1) 
a,x*(cos@, + sin, —1) 
a,x5(c0os®, + sin, Y—1ı) 


s 
* »- . . 


welche alfo auch convergent oder divergent ift, jenachdem x 
zwifchen den Graͤnzen | | 


se 1 : 
Be — 7 


enthalten iſt, oder nicht. = 

Nac) einer fchon oͤfter gebrauchten Schlußweife ift die Gränze 
A einerlei mit der Gränze, welcher, für wachfende n, der nu— 
merifhe Werth von | 


an--i 
An 


ſich nähert. 
Aft in der Reihe 
| ao, A,2, A,2?, 8,2%, ay2%, 2... 
z eine imagindre Größe, fo fann man befauntlich 
z—=x(cos®+sin8Y-—1), m—=xın(cosn®+ inno —) 
ſetzen, wodurch die obige Reihe auf die Form 
Ad * 
a,x(cos® + sin eY-ı) 
a,x2(cos29 + Sin207 T7) 
a, xꝰ (cos 30 + sin39oY-—-ı) 
a4 x (eos 420 + sin48Y — 1) 


gebracht wird, unter welcher Form die Convergenz oder Diver- 
genz der Neihe num nach den vorher bewiefenen Kriterien beurs 


theilt werden fann, 
Supplem, zu Kluͤgels Wörterb. I. 5 Sf 
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Die in (23.) und (24.) beiviefenen Sätze gelten auch, 
wer x eine imagindre Größe iſt; nur müffen, in Bezug auf 
den Sag in (24.), die Moduli der einzelnen Glieder der 
Reihen 

Bor AZ; 8,27, 0,73, O5 .3 

bo, b,X, b,x?,b,x?,buxt, ....; 
auch convergirende Neihen bilden, wenn diefer Satz richtig blei— 
ben foll (m. vergl. 29. ). 


V. : Einige Anwendungen der beftimmten In— 
tegrale bei Beurtheilung der Gonvergenz und 
Divergenz einer Reihe. 


31. Sey f(x) eine Function von x, welche für poſitive 
Werthe von x beftändig pofitiv bleibe. Iſt num das Verhältniß 
f(x+09) = 
f(x) 
für unendlich große Werthe von x, und fir alle die Einheit 
nicht überfteigende Werthe von ©, beftändig zivifchen zwei end= 
lichen, aber von Null verſchiedenen, pofitiven Graͤnzen A und 
B enthalten; fo ift die Reihe 
f(0), £(1), £(2), £(3), f(4),.. | 
convergent, wenn, indent n und m pofitive ganze. Zahlen be= 
zeichnen, für unendlich große n dag beftimmte Integral 


— ——— 


verſchwindet, welches auch der Werth der Zahl m ſeyn mag. 
Im entgegengeſetzten Falle iſt die obige Reihe divergent. Wir 
nehmen hierbei auch an, daß f(x) eine ftetige Function fey. 
Bevor wir zu dem Beweiſe diefes Satzes übergehen ſchicken 
wir folgende Bemerkung uͤber die beſtimmten Integrale voraus. 
Nach dem Art. Beſtimmtes Integral (5.) iſt 


— J 


das Aggregat der Producte, welche man erhaͤlt, wenn man die 
zwiſchen ben Graͤnzen x=a, x—=A liegenden Werthe von 
f(x) mit — multiplicirt, defto genauer, je größer n if, vor 
ausgeſetzt, daB f(x), wenigſtens zwiſchen den obigen Gränzen, 
ftetig ft. Nach dem Art, Mittel (11.) i. d. 3. ift alfo 


A 
| TV. f(x)x= (A—a)M, 
wo M ein gewiffes Drittel zwiſchen den Werthen der Function 
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f(x) bezeichnet, melche zwiſchen den Graͤnzen x=a,x—=A 
liegen. Da nun M ziwifchen dem Eleinften und ‚größten Diefer 
Werthe enthalten (a. a. D.), und die Function f(x) zwiſchen 
den angegebenen — ſtetig iſt; ſo iſt klar, daß ſich M unter 
den zwiſchen diefen Gränzen liegenden Werthen der Function vor- 
finden muß, und daß mai daher | 
M=f{a+6(A-a)} 


ſetzen kann, wo © zwifchen Null und der Einheit enthalten iſt. 


Alſo iſt immer 
PR — = a-attatota-a)} 


Am deutlichtten wird das Dbige, wein man ſich zwiſchen den 
Graͤnzen x — a, x — A die Werthe der Function f(x) als 
Ordinaten einer Curve dargeſtellt denkt. 

Sey nun, um jetzt zu dem Beweiſe unſers obigen Satzes 
uͤberzugehen, | | | nn 

$n = (0) + Fl) FH E(2) +... + f(n-1) 

Entın — Sn =f(n) + f(n+1) + f(n +2) + ..+ fin+m-—1). 
Nach dem Art. Beftimmtes Integral (6.) iſt 


ST. or / Tee JA echt F@)dr 
n ni | 


n | . j — 
= f tetmört VVO 


d. i. nach) dem vorher bewieſenen Satze von den beſtimmten In⸗ 
tegralen: 
—J——— = 


f(n+®) + E(n+149,) +... + f(n+m—14 On-ı) , 
wo die Größen ©, ©,, 9, :.. Im-ı fümmtlich zwifchen O 
und 1 enthalten find. ‚Nach der Vorausſetzung find aber die 
Verhaͤltniſſe 

f{n+9) f(n+1+9,) I(n+-m—1+ On-ı) 
fin) ?°  Ein+ı) °°"  Fn+m-ı1) 
für unendlich) große mn fämmelich zivifchen den Gränzen A und B 
enthalten. Nach dem Urt. Mittel (7.) i. d. 3, ift alfo auch 
fun + f{n+1+9,) +... + f(n +m—1+ 8n-ı) 
In) Fr fln+1)+ ... + f(n+m-—1) 
Br (x JYoõx 
Sn+n — Sn 


— 
— 


zwifchen denfelben Gränzen enthalten, Folglich ift, fir unendlich 


große n, die Differenz 
“ Sn--m —'8n 
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swifchen den Gränzen 
n--ım nm 
| —. = f(x)öx, nn . f(x)odx 
enthalten, und es wird alfo diefe Differenz, da A und B nicht 
— 0 find, für unendlich große n, = 0, wenn das Integral 


— ——— 


für unendlich großen verſchwindet, wobei immer m ale beliebig 
angenommen wird. In diefem alle convergirt alfo nach) (1.) 
die Reihe en 

£(0), £(1), £(2), f(3), (4), ..-. 
Verſchwindet aber für unendlich große n das Integral 


— J— | 


nicht; fo ift, weil nach der Vorausfeßung diefes Integral poſitiv 
iſt, und auch A und B, alfo auch die Graͤnzen 


1 n-Fın 1 n-+m 
as. f(x)öx, Es, f(x)oOx 
pofitiv find, die Differenz 
Sn-Lm — Sn > 
für unendlich große n, offenbar niht = 0, in diefem Falle alſo 
die in Rede ftehende Reihe divergent. | 
32, Sey jetzt 
f(x+®) 
f(x) 
immer zwiſchen den beiden Gränzen 
f(x+1) 
1 und fx) 
enthalten, und die ziveite Größe nehme, für wachfende x, ent- 
weder immer zu oder immer ab. Im erften Falle kann man, 








wenn P a 
(x+ 
— << 
ift, offenbar 
u 
A= 500)’ B=1; 
wenn 
f(x+1) 
| #5) >1 
ift, dagegen | 


| f(®) | 
ſetzen. Eben fo kann man im zweiten alle, wenn 
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ift, offenbar 


wenn 
j f ( x) > 1 
uf, dagegen - 
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feßen, fo daß alfo der in (31.) beiviefene Sag in diefen Fällen 


immer feine Anwendung findet, 





33. Sey z. B. 
| — 
ſo iſt 
= 1i+x = 1 
 I(x) "U+x+69| em 
1+x 
f(x+1) [tr 1+x 10 _ 1 
"I@) an) ber 1 
. 1+x 
Alfo it offenbar s 
f(x+®) 
Bu Fix) 
immer zwiſchen den Gränzen 
1 und en 


enthalten. Auch ift immer 


f(x+1) x+1)_, 
I: TE ober > 


- jenachdem a pofitiv oder negativ iſt. Es iſt nun 
——— — 


1—c« 





Fuͤr unendlich große n verfchiwindet diefes Integral nur dann, 
wenn @>1 if. Fir a <1 verſchwindet daffelbe nicht. Dem⸗ 


nach ift die Reihe 
’ 11 


... 


comvergent oder divergent, jenachdem a > oder <1 iR. Fuͤr 


o=1 wird dieſe Reih — 
1, 35 4,4 72 4 .... 
und dag * Sntegeal = 
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nfın Ox — 
N = ntm+1) - Kn+1) 


_ıfntmril _ m 
=} n+1 \=ıl4 =}, : 
woraus fogleicy erhellet, daß diefes integral für n= » nur. 
dann verfchivindet, wenn m einen endlichen Werth. hat, daß dies 
aber nicht der Fall ift, wenn man z. ®. m=n, —=?n, 
=3n, ... feßt, fo daß folglich die in Rede ftehende Reihe di— 
vergent ift. J 
34. Wenn die Function f(x) für poſitive Werthe von x 
ſtets poſitiv bleibt, und, für unendlich große Werthe von x, ab⸗ 
nimmt, wenn x zunimmt; ſo iſt die Reihe 
EC(0O), £(1), £(2), 83), EM, vn. 
convergent oder divergent, jenachdem das Integral 


FASO: 


für unendlicdy große Werthe von n verſchwindet, oder nicht ver— 
chwindet. 


Nach (31.) iſt 





er) ⸗ = 
’n \ 


f(n+©) + f(n+1+9,) +... + f{in+m—1+ On-ı) , 


wo 9, ©,, ©; , +... Im-ı diefelbe. Bedeutung haben, wie a. 
a. O. Nad) der Vorausfeßung it alfo 


Nr < tn) ++ + + tn+m-n) 


I" soavax > n+1) + fa+2) +... + f{n+m) 


n 
nm | 
TV. f(x)ax < Sn-kn — Sn 
= | 


n..ım 
V. E(K)Ox > Sn4mfi — Sp+i . 
für unendlicdy große Werthe von n. Alfo ift auch)‘ 
f ’n-ın—i 
/ f(x)OXR < Snfmı — nei 


n—i 
n--ın—1 


’ 
d. i. 


f(x) õox > Sn-Fn — Sn» 
n-1 


Demnad) | 
Snin — Sn >> ["rnas 
4 n 


n+-m=1 z 
Sn--ın — Sn </ f(x)ox 
n—1 ö 
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und es iſt folglich u 


zwiſchen den Gränzen 


YA f(x) dx / nFın—1 gl x) öx 
n — 


enthalten. Verſchwindet nun 


| ST% 


für ne», fo gilt dies offenbar aud) von dem ziveiten Inte⸗ 
gral, und es iſt alſo in dieſem Falle 
$n-+ın — Sn = 0, 
d. i. die obige Reihe convergent. Sit — vorſtehendes Integral 
nicht S O, fo iſt klar, weil “offenbar nach der Vorausſetzung 
beide obigen Integrale poſitiv ſind, daß die nn 
Sn-Fın — Sn 
nicht = 0, die Reihe alfo divergent iſt. 
Sey z. B. 
I(1+x), 
1+x ’ 





i(x)= 


fo ift die Reihe | 
BU DB 

) 3% 2? 4’ gt) 

und Ä | 


— oa=: Kn+m+1)}®— 4{l(n+1)} 


R Ä | m‘ 
=4{ll(in£m+1)+1l(n+1)}. iſe 4 . 
Fuͤr m — n, — 20, =3n, = ... behält alſo dieſes Integral, 
auch fuͤr n — , einen endlichen Werth, fo daß folglicy obige 
Reihe divergent ift. 
35. Die Reihe | 
f(0), £(1), #(2), £(3), f(4), .... 
ift convergent, wenn, frn=e, nicht bloß das Product 
nf(n), fondern auch das Product 
n4sf(n), > 
für jedes poſitive „ noch fo kleine, o, verſchwindet. Dagegen iſt 
die in Rede ſtehende Reihe divergent, wenn das Product 
nf(n) 
eine gewiſſe pofitive Größe A beftändig Überfleigt, indem mann 
über eine gewiſſe beftimmte Gränze hinaus wachſen laͤßt. 
Sey N die größte unter den Größen 
nitöf(n), (n+ 1yrdfln+i)n. {N Hmm); s 
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fo ift offenbar | 
Sntn — Sn = f(n) + f(n+1) + ... f(uF-m—1) 


1 4 1 
ta te ta 


Fuͤr n= © verfhwinden nad) der Vorausfeßung und nad) (33.) 
beide Factoren diefes Products; alfo ift in dieſem Falle unfere 
Reihe convergent. Man hat hierbei zu beobachten, daß nad 
(33.) die Reihe 
J — — 1 it 

$ 2148? 3149 Ars’ Fi? .... 


8 


eonvergent iſt. 


I, von irgend einem Werthe von m an, nf(n) immer 
größer als die pofitive Größe A; fo ift 
1 1 1 
Sam — tn > ACH I + ..+ mil 
Solglich ift, weil die Reihe 
1, 4 4 .. 
divergent iſt (33.), auch die Reihe 
#0), (1), 802), EC3), (A), .... 
divergent. 
Hieraus folgt augenblicklich z. B. die Convergenz der Reihe 
o. — ı 14 1 
’ 2al2? 3a]3? Aula? 5alb’ ''""? 
deren allgemeines Glied 


1 
(xFi)Jei(x+1) 
iſt, vorausgefeßt, daß « >1 iſt. 

Einige Saͤtze über die Convergenz der Neihen ſ. m. auch 
Thl. IV. ©. 590, ff. Die in diefem Artikel mitgetheilten Säge 
find ſaͤmmtlich, wie ſchon erinnert, von Cauchy gefunden, welz 
cher ſich durch die Erfindung derfelben ein fehr bedeutendes Ver— 
dienft um die genaue Theorie der Reihen überhaupt erworben hat, 
namentlich) in Bezug auf die Anwendung derfelben zur numeri- 
ſchen annähernden Berechnung der durch fie dargeftellten Größen. 


Auch in dem Art. Binomifcher Lehrſatz in diefen Zuf. find 
einige der obigen Säße von der Convergenz der Neihen, aber 
auf andere Art, wie in gegenwaͤrtigem Artikel, beiwiefen, mitge⸗ 
theilt, und jene Beweife koͤnnen daher mit den bier gegebenen 
verglichen werden. Einen fehr leſenswerthen Aufſatz uͤber die 
‚Eonvergenz und Divergenz der Reihen von 3. L. Rabe f. m. 
auch in Baumgartner und Ettinghauſens Zeitſchrift für 
Phyſik und Mathematif. Bd. 10, Heftl. Wien, 1831. ©. 4. 
Auhf.m. Eytelweins Analyfis, II. ©. 719. und über die fo: 
genannten Halbconvergenten Neihen Legendre Exercices 
de caleul integral. T. I. p. 267. 
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Coordinaten. Die Veraͤnderung der Coordinaten iſt eine 
für analytiſche Geometrie und höhere Mechanik in jeder Bezie— 
bung fo wichtige Operation, daß es nöthig ift, hier alle dazu 
dienende Formeln an einem Drte beifammen zu haben, Wir 
gehen dabei ſogleich von dem zufammengefegtern Falle der Coor—⸗ 
Dinaten im Raume aus, weil es moͤglich ift, von dieſen zu 


Coordinaten in der . Ebene überzugehen, wenn man nur eine 


* 


Coordinate SO ſetzt. 


1. Denken wir uns alſo jetzt drei auf einander fenfrechte . 
en Linien, welche fi) in dem Punfte O fchneiden, und die 
oordinatenaren genannt werden. Diefe drei Aren beſtim— 
men drei auf einander fenfrechte Ebenen, weldye die Coordi— 
natenebenen beißen. Iſt nun M irgend ein Punkt im Raume, 
fo heißen die drei von ihm auf. die Eoordinatenebenen gefällten 


-Derpendifel feine Eoordinaten, welche aud) erhalten werden, 


wenn man fi) durch M drei mit den Coordinatenebenen paral- 
lele Ebenen gelegt denft, indem dann die von diefen Ebenen auf 
den Goordinatenaren von dem Punkte O, welcyer in diefer Be— 


‚ziehung der Anfang der Koordinaten genannt wird, aus 


abgefchnittenen Stüce offenbar den Eoordinaten des Punktes M 
der Größe und Lage (in Beziehung auf die Coordinatenebenen) 
nach gleidy find, Um aber die Lage eines Punktes im Raume 
durch feine Coordinaten vollfommen zu beftimmen, legt man jes 


‚der Coordinatenare einen pofitiven und einen negativen Theil, jeder 


Eoordinatenebene eine pofitive und eine negative Seite bei. jede 
Eoordinatenare wird. namlich durch den Anfang der Coordinaten 
in zwei Theile getheilt. Alle auf dem einen Theile liegende 
Eoordinaten werden als pofitiv, alle auf dem andern Theile lies 
gende als negativ betrachtet. Jener Theil heißt der pofitive, die— 
fer der negative Theil der entfprechenden Are. Die Seite einer 
jeden Coordinatenebene, auf welcher der pofitive Theil der auf 
ihr fenfrechten Coordinatenare liegt, heißt ihre pofitive, "die ans 
dere ihre negative Seite, Alle auf der pofitiven Seite einer 
Eoordinatenebene liegende Coordinaten find natürlich als pofitiv, 
fo wie alle auf ihrer negativen Seite liegende Coordinaten alg 
negativ zu betrachten. Man fieht leicht, daß nur unter diefen 
Vorausfegungen die Lage eines Punktes im Raume durch feine 
drei Coordinaten vollig beflimmt wird. Wäre nämlich bloß die 
abfolute_ Größe einer jeden. der drei Koordinaten befannt, fo 
würde fich immer noch fragen, in welchem der acht Förperlichen 
Minfel, die durch die drei Coordinatenebenen gebildet werden, 
der entfprechende Punft liege, da offenbar in jedem diefer acht 
Winkel dreien nur ihrer abfoluten Größe nach befannten Coor—⸗ 
dinaten ein, Punkt entfprechen fann. Kommt aber zu der Bes 
fiimmung der abfoluten Größe der Coordinaten noch die Beſtim⸗ 
mung ihrer Lage gegen die Coordinatenebenen vermittelit ihrer Zei- 
hen, iſt z. B. die erſte Coordinate pofitiv, die ziveite und dritte 


\ 
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negativ, fo ift hierin zugleich die Beftimmung enthalten, daß der 
entfprechende Punft in dem der genannten acht förperlichen Wins 
fel liegen müfle, welcher von dem pofitiven Theile der erſten, 
und den negativen Theilen der ziveiten und dritten Are ald Kan 
ten gebildet wird. In den meiften Fällen sverden die Coordina« 
ten eines beliebigen Punktes im Räume, mit Nückficht auf ihre 
Vorzeihen, durch X, y, 2, bezeichnet. Die Coordinatenaren 
heißen die Are der x, der y und der z, jenachdem fie vefpective 
den durch x, y, Z bezeichneten Goordinaten parallel find, 
fo wie die drei Koprdinatenebenen die Ebene der xy, der xz 
und der yz genannt werden, jenachdem auf ihnen refpective die 
Axe der z, y, x fenfrecht if. Alles Vorhergehende bezieht fich 
auf den Fall, wenn die Coordinatenaren oder Coordinatenebenen 
fenfrecht auf einander find, in welchem die Coordinaten rech t= 
winflige Coordinaten genannt werden. Man überfieht 
aber leicht, daß ſaͤmmtliche obige Begriffe fi) unmittelbar auch 
auf den Fall ausdehnen laffen, wenn die Coordinatenaren belie— 
bige ſchiefe Winfel mit einander einfchließen, in welchem die Coor⸗ 
dinaten, die immer durd) den gegebenen Punkt mit den Coordis 
natenaren parallel gezogen gedacht werden müffen, [chiefwin fs 
lige Coordinaten genannt werden, Irgend drei gegebene 
Goordinatenaren bilden ein Coordinatenfyfiem. Sind die 
Coordinaten eines Punktes in Bezug auf ein beftimmtes Cootdis 
natenfyftem gegeben, oder werden als gegeben betrachtet, und man 
ſoll durch diefe Eoordinaten die Coordinaten des Punftes in Bes 
zug auf ein anderes gegebenes Syſtem ausdrücen, fo nennt 
man dies im Allgemeinen eine VBerwandelung oder Ver 
änderung der Coordinaten. Das erſte Syſtem heißt dag pri- 
mitive, das audere das fecundäre oder neue Syſtem. Die 
zu diefer wichtigen Operation dienenden allgemeinen Sormeln im 
Zuſammenhange aufzuftellen, iſt der Zweck gegenwärtigen Artikels, 
2. Dazu iſt zunaͤchſt folgende Beſtimmung noͤthig. Sey 
M ein Punkt im Raume, beſtimmt durch feine Coordinaten in 
Bezug auf ein beliebiges Syſtem. MA ſey eine willkuͤhrliche von 
M ausgehende gerade Linie, fo daß nämlich M. als Anfangspunkt 
+ diefer Linie, und überhaupt ur der von M au ims Unendliche 
fich erſtreckende Theil derfelben betrachtet, dieſe Linie alfo nicht 
nach der andern Geite hin über M hinaus verlängert gedacht 
wird, Von M aus ziehe man, parallel mit den primitiven Coor- 
dinatenayen, und nach denfelben Seiten bin, nach welchen von 
dem Anfange der Goordinaten aus deren pofitive Theile hegen, 
drei gerade Linien. Die von MA mit diefen drei Linien einges 
fchloffenen, 180° nie überfteigenden Winfel, heißen die von MA 
mit den Goordinatenaren eingefchloffenen Winkel, und eg iſt Elar, 
daß durch diefe drei Winfel die Lage der Linie MA im Raume 
vollfommen beftimmt ft. Iſt M felbit der Anfang der Coordina— 
ten, fo iſt klar, daß die von M aus mit den Coordinatenaren 
parallel gezogenen Linien mit den pofitiven Theilen der Coordina— 
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tenaxen ſelbſt zuſammenfallen. Sind @, 8, y die von MA mit 
den Eoordinatenaren eingefchloffenen Winfel, fo find offenbar 
180° — a, 180° — ß, 180° —.y die von der der MA. entges 
gefeßten Linie MA’ ‚ welche man erhält, wenn MA über M hin- 
aus verlängert wird, mit den entfprechenden Aren eingefchloffenen 
Winfel, Die Loge der drei Aren eines ucuen Syſtems wird 
immer beftimmt einmal-durch die Coordinaten des -Anfangspunfs 
tes des neuen Syſtems in Bezug auf das primitive Syftem, und 
zweitens durch die Winfel, welche der pofitive Theil einer, 
jeden der neuen Coordinatenaren mit den primitiven Aren ein- 
ſchließt , immer den vorher gegebenen Beſtimmungen gemäß. Die 
primitiven Coordinaten follen im Folgenden immer durch x, y, z, 
die fecundären duch x, y', Z bezeichnet werden. Die Eoordina= 
ten des Anfangspunftes des fecundären Syftems in Bezug auf 
das primitive feyen immer a, b, c, und die von der Are der 
x mit-den Axen der x, y, 2 eingefchloffenen Winkel wollen wir 
ſtets durch X, V, Z, die von der Are der y mit den Axen der 
x, Yı 2 eingefchloffenen Winfel duch X, Y, Z; fo wie die 
von der Are der zZ mit den Aren der x, y z eingefchloffenen 
Winkel duch X’, V“, Z7 bezeichnen, 
3. Wir gehen von der ganz einfachen Betrachtung ziveier 
mit einander parallelen Ebenen E und E aus, indem wir jeder 
derfelben eine pofitive und eine negative Seite beilegen, fo daß 
jedocdy die pofitive und negative Seite der Ebene E’ von diefer 
Ebene aus nad) derfelben Gegend hin genommen wird, wie re— 
re die pofitive und negative Seite der Ebene E von diefer 
bene ans. Die Entfernung der Ebene E von der Ebene E, 
pofitiv oder negativ genommen, jenacydem E’ auf der pofitiven . 
oder negativen Geite der Ebene E liegt, ſey =e; die Entfers 
nungen irgend eines Punktes M von den Ebenen E und E mit 
Ruͤckſicht auf ihre Zeichen feyen refpective = t, und =, fl 
nun zuerft e pofitio, fo koͤnnen folgende Fälle Statt finden. Liegt 
M auf der pofitiven Seite, der Ebene E, fo find t und t beide 
pofitio, t iſt größer als t, und offenbar t=e+t, Liegt M 
auf der negativen Seite von F', zugleich aber auf der poſitiven 
Seite von E, d. i. zwiſchen den beiden Ebenen, fo ift t pofitiv, 
t negativ, —t pofitiv, und offenbar t + (—t)=e, bi 
t—t=e,t=e+t, Liegt endlich M auf der negativen 
©eite von E ‚ fo find t und t beide negativ, alfo — t und — t 
beide pofitiv, — t ift, größer ald — t, und offenbar —t 
e+(—1t),d etz=e—t, t=e+t. ‚Säge M in der 
Ebene E ‚ oder in der Ebene E, fo wäre im erſten Falle — 
t=e, im andern t =—e, = 0. Folglich im erften Falle” 
t=e+0=e +t, im andern t=e+(—e)=e+t. | 
Demnach ift in allen Fällen t=e+t. Wäre nun ferne e 
negativ, fo vertaufche ‚man, welches offenbar verftattet iſt, die 
pofitive und negative Seite einer jeden der beiden Ebenen mit 
einander. Dann a das pofitive — e die UL nUNg, der. beiden 


/ 
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Ebenen von einander, und —t, — find die Entfernungen des 
unftes M von denſelben. Alſo nach der fo eben bewiefenen 
leihung, da nun — e pofitiv if, -—t—=(—e) +(—t), 

u... —t=—e—t,t=e+t. Folglich ift in allen Faͤ 

len mit völliger Allgemeinheit | 

t=e+t. ur 

Daß alles diefes auch gilt, wenn die durch e, t, £ bezeichne 

ten Linien nicht auf den Ebenen E und E fenfredyt, fondern nur 

ſaͤmmtlich unter einander parallel find, fällt fogleich in die Augen. 


4 Bill man nun von irgend einem Syſteme zu einem ats 
dern diefem parallelen Syfteme übergeben, ‚wobei wir voraus» 
feßen, daß in beiden Syſtemen die pofitiven Coordinaten von den 
Anfangspunften aus nad) denfelben Gegenden hin genommen ivers 
den, fo folgt aus (3.) fogleih, daß in allen Fallen mit voͤlli— 
ger Allgemeinheit 

x=atr,y=b+y,z2=c+7 
ift, wo immer a, b, e die Coordinaten des Anfangspunftes des 
ſecundaͤren Syſtems in Bezug auf das primitive, und X, Y, 25 
%, y, 2 die Coordinaten- eines willführlichen Punftes M in 
Bezug auf dag primitive und fecunddre Syſtem bezeichnen, 


5. So lange nichts Anderes erinnert wird, wollen wir im⸗ 
mer annehmen, daß das primitive Syſtem ein rechtivinfliges, 
das fecundäre ein beliebiges fchiefivinfliged Syſtem fey, welches 
mit dem primitiven einerlei Anfangspunft hat. Was die Zeich- 
nungen betrifft, auf welche wir uns im Folgenden bezichen wer— 
den, fo bemerfen wir ein für alle Mal, daß diefelben ftetd ganz 
allgemein aufzufaffen find, und bloß zur Erläuterung unferer all» 
gemeinen Betrachtungen dienen werden, welche auch fehr gut 
ohne diefelben beſtehen koͤnnten. | 


6. Zuerft nehmen wir an, daß der willführliche Punkt M 
in einer der ſecundaͤren Axen, 3. B. der Are der x liege, wo⸗ 
bei Fig. 7. zu vergleichen it. Man ziehe nach dem Anfange O 
der Coordinaten die Linie OM, und fetze alſo t OM=Xx. 
Denft man ſich ferner durdy M drei Linien gezogen, welche den 
Ebenen der yz, xz, xy parallel find, und refpective die Aren 
der x, y, z in den Punften A, B, C fihneiden, fo ift Klar, 
daß durch die Linien OA, OB, OC die abfoluten Größen ver 
Eoordinaten des Punftes M in Bezug auf dag primitive Syitem 
dargeitellt werden. Nun find zwei Fälle zu unterfcheiden, jenach- 
dem M in dem pofitiven oder negativen Theile der Are der X _ 
liegt, d. i. jenachdem "= + OM, oder =— OM iſt. Fürs 
det das Erfte Statt, fo find X, Y, Z (2) die Winfel, welche 
OM ſelbſt mie den pofitiven Theilen der Aren der x, y, z ein⸗ 
fließt, und die Coordinaten x, y, z des Punftes M, mit Be—⸗ 
. rücfichtigung ihrer Vorzeichen, find offenbar die Cofinus der 
Winfel X, Y, Z für OM als Radius, fo daß alfo 
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x = OM.cosX, y = OM.cosY, 2 = OM.cos2 }) 
oder, weil wir angenommen haben, daß > OM=x ſey, 


x x cos X, y=xcosY, z=xcosZ 

iſt. 

Liegt ferner M in dem negativen Theile der Are der x’, iſt 
alſo — OM = x, fo find X, V, Z nicht die Winkel, welche 
OM felbft mit den pofitiven. Thetlen der Aren der x, y, zZ 
einfchlieht, indem diefe Winfel von der Verlängerung von OM 
über O hinaus nad) der andern Seite hin mit den pofitiven 
Theilen der Aren der x, y, z eingefchloffen werden: Die von 
OM ſelbſt mit den pofitiven Theilen der Aren der x, y, z 
eingefchloffenen Winkel find 180° — X, 180° — Y, 180° — Z 
(2.), und die Coordinaten x, y, z des Punktes M find offen- 
bar, mit Nückficht auf ihre Vorzeichen, die Coſinus diefer Win⸗ 
tel in Bezug auf OM als Radius, fo daß alfo 
x=OM.cos(180°-X), y=OM.cos(180°-Y), z=OM.cos(180° -Z) 
if, Aber — OM=x, OM=—x, Alſo 
x=(—x)(—cosX), y=(—x)(—cosY), z=(—x)(—cosZ) 35’ '‘; 
d. i. 

x x cos X, y=xcoY, z=xcoZ; 

ſo daß alſo dieſe Gleichungen allgemein ſind, und fuͤr alle Faͤlle 
gelten. 


Jenaͤchdem nun der Punkt M in.der Are der X, oder y 


oder 2’ liegt, ift refpective: | 

xm=xcosX, y=xcosY, z=x’cosZ; 

x y cos X, y=ycosY, z= y'coZ; 

x=rcosX’,y=zcosY”,z=zcos2”. 

7. Schreiten wir nun ferner zu dem Kalle fort, wo der 
Punkt M in einer der fecundären Coordinatenebenen, 3. B. in der 
Ebene der xy’ liegt, wobei Fig. 3. zu vergleichen it. Durch M 
denfe man fich in der Ebene der xy’ mit den Axen der x’ und 
y Parallelen gezogen, deren erftere die Are der y in dem Punkte 
O” jchneide. Durch diefen Punft als Anfangspunft lege man 
das dem primitiven parallele Syftem der Coordinaten x’, y',z. 
Betrachtet man nun die durch M mit der Are der X gezogene 
Parallele als eine neue Are der X, in welcher der Punkt M Liegt, 
ſo find die von deren pofitivem Theile mit den Aren der x’, y', 
z eingefchloffenen Winkel offenbar X, Y, Z, und folglich), weil, 
augenfcheinlih O’M jederzeit der Größe und Lage nach — x 
ift, nad) (6.): 

x = xwcosX, y’ = xcosY, z"=xcosZ. 
Bezeichnen wir nun die Coordinaten des Punftes.O” in Bezug 
auf das primitive Syſtem durch a,, b,, c,, fo it, weil das y 
des Punktes O” offenbar mit dem y des Puuktes M einerlei if, 
da der Punkt O” in der Are der y liegt, ganz chen. fo nad) (G.): 
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a y cos X, bh =ycoY,c,=yco?. 
Nun iſt aber fuͤr den Punkt M nad) (4.) 
xs=a, xX, b. ty, 2, 2. 


Alſo, jenachdem der Punkt M in der Ebene x’y’, oder in ber 
Ebene der x zZ, oder in der Ebene y'z’ liegt: 
x=x’cosX+y’cosX’, y=x’cosY-+-y’cosY’, z=x'cosZ4y’cosZ; 
oder 

x=xc0osX+z’cosX”, y=x cosY-F-z’cosY”, z=x’cosZ-}z’cosZ”; 


oder 
x=y cosX’+2’cosX",y=y’cosY’+z’cosY”,z=y’ cosZ’ +7’ cosZ”, 
8. Habe num endlih, um zu dem allgemeinften Falle über- 
zugehen, der Punkt M eine ganz twillführliche Lage im Raume, 
wobei Fig. 9. zu vergleichen if. Durch M fege man eine mit 
der Ebene der xy’ parallele Ebene, welche die Are der z’ in 
dem Punfte O” fihneide, und denfe fid) durd) ©” drei mit den 
primitiven Aren_ parallele rechtivinflige Aren gelegt, in Dezuq 
auf welche die Coordinaten des Punktes M dur x”, y”, z" 
bezeichnet werden follen. Die von den Aren der x", y” (vergl, 
die Figur) mit den u der X", y , zZ eingefchloffenen Win 
fel find offenbar X, Y, Z;X, Y',Z. Alfo nad (7), da 
M in der Ebene der x’ y" liege: 
x" =x’ cosX+y” cosX’, y"=x” cosY-+y” cosY’, 2” —=x” cos Z4+y” cosZ. 


Aber offenbar mit völliger Allgemeinheit : | 


"ur, yy. 
Alfo | 
’=rcosX+ycosX,y"=x'cosY+y’cosY’,2”=x’cosZ#y’ cos‘, 


Da uun der Punft O” in.der Are der z’ liege, und dag zZ’ des 


r 


Punftes O” offenbar mit dem z. des Punftes M einerlei ift, fo 
it, wenn wir die Coprdinaten des Punktes O' in Bezug auf 
das primitive Syſtem durd) a,, b,, c, bezeichnen, nad) (6.): 
a, =2'cosX", b, = z’cosY”, c, = z’cosZ”,, 
Aber nad) (4.) | - 
x=a+xX”,y=b, +3”, 2=c +?z”. 
Alfo | | 
x x cosX + y’cosX’ + z’cosX” 
y=x cosY + ycosY + z’cosY” 
2 —= x cosZ + ycosZ’ + 2’c0sZ” 
in völliger Allgemeinheit. Bei der Veränderung der Coordinaten 
leiften diefe Formeln vortreffliche Dienfte, | 
Fuͤr Koordinaten in einer Ebene, denfe man fich den Punkt 
M bloß z. B. in der Ebene der xy liegend, und laffe die Ebene 
der xy’ mit der Ebene der xy zjufammenfallen, fo it z = 0) 


.2=0. Aud) ift es offenbar verftattet, z=z = 90° zu fetzen. Alfo 


il 
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x =xcosX + ycosX’ 
y=xcoY-+ycoY. 
Hat das fecundäre Syſtem mit dem primitiven nicht den 
Anfangspunft gemein, und a, b, c find die Coordinaten des An- 
fangspunftes. jenes in Bezug auf diefes, fo denfe-man ſich durch 
deu Anfangspunft des fecundären Syſtems ‚ein Syſtem mit, den 
prünitiven parallelev Coordinaten x , y , z gelegt; fo ift nach 
dem Dbigen: z 
x” —=xcosX + y’cosX’ + z’cosX” 
y’=xcosY + y’cosY’ + z2’cosY” 
2” = x’ cosZ + y’cosZ’ + z’cosZ”, 
und nad) (4.) 
x— a x, y=b+ty,z=c+”. 
Alſo fuͤr Coordinaten im Raume: 
x=a+xcosX + y’cosX’ + 2 cos X 
y=b+ xcosY-+ y’cosY’+ z’cosY” 
z=c+xXcosZ + ycosZ + 2’°c0Z” 
und für Coordinaten in der Ebene; 
x=a+xcosX + y’cosX’ 
y=b+xrcoY+ ycoY. 


9. — jetzt zwei von irgend einem Punkte O im Raume 
ausgehende Linien OA, OB gegeben. Der von dieſen Linien 
eingeſchloſſene, 180° nicht uͤberſteigende, Winkel ſey — 9. Durch 
O denke man ſich drei auf einander ſenkrechte Coordinatenaxen 
gelegt, und bezeichne die Coordinaten eines jeden Punktes in Be—⸗ 
zug auf dieſes Syitem durch x, y, z. Die von AO und OB 
mit den pofitiven Theilen diefer Koordinatenaren. eingefchloffenen 
Winkel feyen refpective &, 8, y und a, B, y. Man nehme 
nun OA als den pofitiven Theil der Are der x eines neuen 
durch O gelegten vechtivinfligen Coordinatenfyitemsd an, deſſen 
Ebene der x’y' mit der durch die Finien OA und OB beſtimm- 
ten Ebene zufammenfällt, und denfe ſich in der Linie OB einen 
- willführlihen Punft M. Nimmt man nun ferner OB als den 
pofitiven Theil der Are der x” eines ebenfalls durch O gelegten 
rechtiwinfligen Coordinatenfyftems an, deffen Ebene der xy" 
mit der Ebene der xy’ zuſammenfaͤllt, fo iſt klar, daß der von 
den pofitiven Theilen der Aren der x’ und x” eingefchloffene 
Winkel = 9 if. Da der. Punft M in der Are der x” liegt, 
fo ift, wenn ſich jeßt alle Coordinaten auf diefen Punft beziehen, 


=0,,“=0. 
Folglich nad) (8.), weil der von der Are der x’ mit der Are 
der x eingefchloffene Winfel = 9 ift, 


x —=xr’cop. 
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Betrachtet man das Syftem ver x, y, z' ald das primitive, 
das Syſtem der x,.y, z ald das fecundäre Syſtem, fo find 
a, ß, y die von den fecundären Aren mit der. primitiven Are 
der x eingefchloffenen Winkel. Folglich nah) (8.) 
x = xcose + ycosß + zcosy. 

Betrachtet man ferner das Syſtem der x, y, z ald dag primi- 
tive, das Syſtem der x’, y, z als das fecundäre Syftem, 
fo ift, weil «, f, y die Winfel find, weldye die fecundäre Are 
der x mit den drei primitiven Aren einfchließt, und 


= , y =0,37==0 
xm=x’cose, y=x’cosßf, 2=x”cosy'. 
Alfo nady dem Obigen 
x’ = x”cosecosa + x”cosßcosf’ + x”cosycosy’ . 
Folglich) 
x’ cosp = x’ cosecosa’ + x’cosß cos’ + x” cosy cosy’, 

d. A 2 
E cosp — cosacosa + cosßcosß’ + cosycosy . 

Denkt man ſich die beiden Linien OA und OB zufammenfallend, 
fo daß man nur eine Linie OA hat, welche mit den Coordi— 
natenaren die Winkel a, 6, y einfchließt, ſo iſt p — (0, 
a=a, B=P,y=y,csy=1. Alſo 

cosa? + cosf? + cosy? =1. 
Die Sormel für cosp wird gewoͤhnlich aus der befannten tri- 
gonometrifchen Formel, durch welche der Cofinus eines Winkels 
eines Dreieds durch deffen drei Seiten ausgedrückt wird, hergeleitet. 
Der obige Beweis fcheint ung aber, namentlic, wegen feiner Allge- 
meinheit, wefentliche Vorzuͤge zu haben. Die Formel für die 
Summe der Quadrate der Cofinus erfcheint hier als ein bloßes 
Eorollarium der allgemeinen Formel, da bei dem gewöhnlichen 
Beweiſe diefer Formel jene meifteng fchon vorausgeſetzt wird. 
10. Bezeichnen wir die von den poſitiven Theilen der Axen 
der X, y5,X,25,y,z mit einander eingeſchloſſenen Winkel 
durch (X y), (Xz), (yz); fo erhält man mitteljt der vorher 
beiviefenen Formel in den obigen Zeichen augenblicklich: 
cos(xy) = cosXcosX’ +cosYcosY’ +cosZcosZ 
cos(x 2) = cosXcosX”-+cosY'cosY” +cosZ cosZ” 
cos(y' 2’) = cosX’cosX”-++-cos Y'cosY”+cosZ’cosZ” . 
Sind auch die fecundären Uren auf einander fenfrecht, fo ift 
(y)=(r7r’)=(yr)=%°. 
Alfo in diefem Falle | 
cosXcosX +4 cosYcosY’ + cosZcos7 = 0 


cosX cosX” + cosYcosY” + cosZcosZ2” = 0 
cos X cosX” ++ cosX’cosY” + cos2’cosZ’ —=0. 
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Fuͤr jedes beliebige fecundäre Syftem ift auch nad) (9,) 
cosX? + cosY? + c0sZ2? —1 
cosX? + cosY’? + cosZ2 —1 
. c0sX"? + cosY"”? >» cosZ?—1. > 
Iſt aber das fecundäre Syftem rechtwinklig, fo wie dag primi- 
tive; fo it zugleich aud) i 31 | 
cosX? + cosX'? + cosX"’ —1 
eosY? + cosY'? + cosY"? —=1 
cos2? + c0sZ? + cosZ”? —1, 
wie Teicht erhellen wird. Auch ift in diefem Falle offenbar 
cosXcosY + cosX’cosY’ + cosX”’cosY”—= 0 
cosXcosZ + cosX’cosZ’ + cosX”cosZ”’ —= 0 
cosYcosZ + cosY’cosZ" + cosY”’cosZ’—=0, 


indem durch diefe Aggregate die Cofinus der von den primitiven 


Aren, welche ebenfalls auf einander fenfrecht find, mit einander 
eingefchloffenen Winkel ausgedrickt werden, | 


11. Set man \ 
" cosX =A, cosX’ 
cosY= A’, cosY’ 

cosZ = A”, cosZ 


fo ift nach (8.) 


B, csX’=(CG; 
B’, csY"=(C; 
B',cso’=C’; 


IH 


x=Ax +By + Cr 
y=A'% +By + Cr 
z =A"s +B’y +07; . | 
und, vorausgefeßt, daß beide Spiteme auf. einander fenfreche 
find, nad) (10.) 

A+AP-Am—I,ABHAB HAB’ —=0; 

B? +B?+-B?=1,AC+HAC+A’C’—=0; 

GC? +C? + C”?=1,BC+BC +B’C”’—0; 

A? +B? +0? =1, AA +BB + CV =0; 

A? +B2 + C? —=1, AA” + BB’ + CO” =0; 

A + BR +c"=1, AA BB + CO =0; 
eine fehr merkwürdige Folge von Gleichungen zwiſchen diefen 
Eoefficienten. 

12, Die Entfernung irgend eines Punftes im Raume von 
dem Anfange eines vechtivinfligen Coordinatenfyitems ſey, = e. 
Dan betrachte e als den pofitiven Theil der Are der x eines 
neuen Coordinatenfyftems, und feße e felbit = x’; ſo iſt, weil 
der gegebene Punkt in der Are der x’ liegt, 


y = 0, z’ == [6) « 
Folglich nad) (8,) Zur “ 
Supplem, zu Klügels Wörterb, I. 6g 
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x=xcos%,y=xcoY, z2=xcosZ, 
wenn x, y, 2 die Coordinaten des gegebenen Punktes in Bezug 
auf das primitive Spftem bezeichnen. Alſo | 
x? + y? 4 22 * x’2(cosX? + cosY? 4 cos2?). 


Aber 


Folglich | 
x 4 y? 4 z’=e?. 


At e die Entfernung zweier Punfte M, M im Raums, 
deren rechtivinflige Coordinaten in Bezug auf das primitive 
Syſtem x, y, zum Xı, Yır Zı find; fo denfe man fich durd) 
M' ein mit dem primitiven paralleles Syſtem gelegt, und bi- 
seichne die Coordinaten von M in Bezug auf diefes Syſtem 
durch) &, v, &; fo ift nach dem Vorhergehende 
| | er ut4üome. 

Da nun aber Xı, Yır Zı die Eoordinaten des Anfangspunftes 
des riss Syſtems in Bezug auf das, primitive find, fo iſt 
na “u | 

m. sexy, ti, yayı tv eu +3; 


xx, =}, y-y v0,ı—- 1, =J%; 


x =e, cosX? + cosY? + cos2?=1 (10.) A 


alfo 
(x—x%,)? + (y—Yı)? + (2—2,)’=e’. 
Fuͤr ein beliebiges Syſtem feyen x, y,2; X, Yır Zı de 
Goordinaten der Punkte M, M’/, Durch den Anfang diefes 
Syſtems denfe man fich ein belichiges rechtiwinfliges Syſtem 
gelegt, für welches die Coordinaten dieſer Punkte durch x, y, 2; 
"Xır Yır Zu bezeichnet werden; fo it nach (8.) 
x mxcosX + ycosX’ + z’cosX”, 
 y=xcosY + ycosY' + zcosY”, 
z=xcosZ + ycosZ + z’cosZ’; 
x, =x,cosX + y,cosX + 2',cosX , . 
y‚=x,cosY + y,cosY’ + z,cosY”, 
2, =x,cosZ + y,cosZ + z,cosZ’. 
Alſo | | 
xx, = (X —x,)cosX + (y—y',)cosX + (z2—z',)cosX’ 
y-yı =(x—x,)cosY + (y—y,)eosY + (7—z2,)cosY" 
z—2, = (X —x,)cosZ + (y—y,)cosZ2 + (7 —2,)cosZ. 
Folglich | 
e?= (x —x,)?(cosX? +cosY? +cosZ?) 
+(y’—yı)’ (cosX’” +cosY'? +cosZ?) 
+ (2 — 2’,)? (cosX”? + c0osY”? +cosZ’?) 
+2(X —x,)(y —y’,)(cosX dosX’ +cos'Y cosY’.+ cosZ cosZ) 
+28 —x’,)(@ — 2’,)(cosX cos X4cos V cosY” + cosZ cosZ‘) 
+2(y—y,)(@—2',)(cosX’cosX” + cos Y’ cos’Y” + cosZ’cosZ”) 
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d· i. nach (10.), wenn auch hier die von den Coordinatenaren 
eingefchloffenen Winkel durch (xy), (X zZ), (yz) bezeich- 
net iverden: | | 
e’= («"—x,)”? + ("Y—y) + (2 —z’,)? RR 
+2(—x,)(y’—y,)cos(y) + 2 —x’,)(z’—2z’,)cos(x’z’) 
T 2(y"—y,)@—z,) cos (y’ z’), 
ar M der Anfang der Eoordinaten, fo tx,—=y,=z,=0. 
N) | | 
e?=x'? + 24 2? +2x’y’cos(x’y’) -+2x’z2’cos(x’z’) + 2y 2’ cos(y’z’). 
13. Hier läßt fid) nun auch die Grundformel der ebenen 
Trigonometrie als ein einfaches Corollarium ganz ſtreng und 
allgemein beweifen. Man babe nämlich ein willführliches ebenes 
Dreied ABC (Fig. 10.),, nehme B als Anfang‘ der Coordis . 
naten, BA ald Are der x , und eine durch B nad) derfelben 
Richtung hin mit AC parallel gezogene Linie als Are dery an; 
fo ift nach der befannten frigonometrifchen Bezeichnung | 
| BA=e=xr,4C=-b=y. 
BC = a ift nad) der, in (12.) angewandten Bezeichnung — e,- 
und immer | 
(xy) + A=180%, cos(k’y) = — cosA. 
z ift in diefem Falle = 0. Alſo nad) (12.) 
> eı=x?.+ y? + xy cos(xy) 
d. l. 
a4A2 - hꝰ + c? — 2becosA. 
Alfo durch gehörige Vertauſchung der Buchftaben: 
a? — b? + c? — 2ho cos A 
b?= a? + c? — 2accosB 
ce? = a? + b? — 2abcosC. 


Daf ſich aus diefen Formeln die ganze ebene Trigonometrie ab- 
leiten läßt, ift in dem Art. ‚Zrigonometrie (7. ff.) gezeigt 
worden. 


14. Dan fann aus dem VBorhergehenden auch einen fehr 
genuͤgenden völlig allgemeinen Beweis der Grundformel der ſphaͤ— 
rifchen Trigonometrie ableiten, wobei Fig. 11. zur Erläuterung 
dient. Die Kanten einer beliebigen dreifeitigen förperlichen Ecke, 
deren Spitze O fey, nehme man als die pofitiven Theile der 
Aren eines ſchiefwinkligen Coordinatenſyſtems an, fuͤr welches 
die Coordinaten durch X, y, zZ bezeichnet werden ſollen. Durch 
O lege man fodann drei auf einander fenkrechte Aren, ſo daB, 
wenn wir die Coordinaten in dieſem Syſteme durch X, y, Z 
bezeichnen, der. pofitive Theil der Are der x mit dem pofitiden 
Theile der Are x, und die Ebene der xy mit der Ebene. der 
xy zufammenfällt, Die pofitiven y und y nehme man auf 
eimer Seite der Are der x oder x, die pofitiven z und z auf 
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einer Eeite der Ebene der xy oder xy; fo it flar, daß im— 
mer entweder —— 

(y)+Y=M, 
oder 

(s)-Y=M, 
d, i. immer 

Ws W, +Tr=m -67) 

ift. Ueberhaupt ift 


x=0, Y=%, zZ =%, 
R x =(Fy),+Y = 900 — (xy), 2 = %; 
Ben... — zz. 


Sir Y’ und Z" läßt fich jest feine weitere Beftimmung geben. 
Den Neigungswintel der Ebenen x Oy', x Oz gegen einander 
feße man = (y'x zZ). Sp Oz denke man fid) nun einen wil- 
führlichen Punkt M, für welchen x—=0,y=0, wz=0M | 
pofitiv iſt. Folglich iſt für diefen Punkt nad) (8.) ö | 

y=zcos\” | 
. Die Coordinate y fchneide die Are der x. — xinM. Zieht man 
MM, fo ift dieſe, Linie bekanntlich auch auf der Axe der x oder x 
ſenkrecht, und (yx'z’) =gY iſt der von yund MM eingefchloffene . 
Winkel. Augenblicklich erhellet nun, daß völlig allgemein, mit 
gehöriger Beruͤckſichtigung des Zeichens 

y= MM'.,cop, 
und 

MM’ = OM.sin(X 7) = sin(x=) 
iſt. y ift nämlich pofitiv oder ‚negativ, jenachdem ꝙ < oder | 
> 900 ift, wie es feyn muß. z ift pofitiv, und aud) sin(x'z) 
iſt pofitio, mag (x 2) < oder > 90° feyn. Alfo it auch MM 
immer pofitio, wie es feyn muß. Folglich iſt ganz allgemein | 
y=zcospsin(xXz). 
Alſo 
| zcosY” = zcospsin(Xz), 
woraus fogleid) 
cosY” 


a sin(xXz) 





Nach (10.) ift 
cos(y’ 7) = cosX’cosX” + cosY’cosY” + cosZ’cosZ” , 
d. i. nad) dem Dbigen 
cos(yz)=cos(xy)cos(x’7) + cosY’cosY”. 





cos(+Y') = cosY' = c{M—(x'y)}=sin(X'y). 
Alfo | | | 
cos(y'z’) = cos(x’y' )Jeos(x z) + sin(x’y’)cosY"” ; 
cos (y'2“) — cos(x y )cos(x zT ). 


sin (x y ) 


coY' = 


Coordinaten. 469 


Folglich nach dem Obigen, zugleich mit — Vertauſchung 
der Buchſtaben, in voͤlliger Allgemeinheit: 


cos(yz) — cos(x’ y)co(z z') 





a ein(x y)sin(x 2’) 2 
cos (x 2 ) — cos(x’y’).cos(y’z’) 

————— sin(x’y )sin(y’z’) ’ 
cos(xy)# dostz 3 \uan(ya) 


LET) = sin(x'z’)sin(y 2) 

oder, wenn wir die ebenen Winkel, welche die Ecke bilden, n 
a,b, e, die ee an! Bu A, B,C 
bezeichnen: 


cosa — cash cosc 
cA = —— | 
sinhb sinc 
cosb — cosa cosc 
cosB= — —— , 
sina since 
- X 
cosc — cos a cosb 
cos C —— ——— — — 
sinasinb 


Aus dieſen Formeln iſt im Art, Trigonometrie (57. ff.) die 
ganze ſphaͤriſche Trigonometrie abgeleitet worden. 


15. Wir wollen nun fogleidy den allgemeinften Fall — 
trachten, wenn man von einem beliebigen ſchiefwinkligen Syſteme 
zu einem andern ſchiefwinkligen Syſteme uͤbergehen ſoll, indem 
wir jedoch zuerſt vorausſetzen, daß beide Syſteme einerlei An— 
fangspunkt haben. Die Coordinaten in Bezug auf das primitive 
Syſtem werden durch x, y, z, die Coordinaten in Bezug auf 
das fecundäre Syſtem durd) x, Y,ı2, die von den pofitiven. 
Theilen der Uren ein efchloffenen Minfel wie vorher bezeichnet. 
Durd) den gemeinſchaftlichen Anfangspunft beider Syſteme denfe 
man ſich ein beliebiges rechtwinkliges Syſtem gelegt, und be- 
zeichne die von den primitiven Axen mit diefen neuen Aren ein- 
5 efchloffenen Minfel durd) 


| x, v, 2; æ, v, 8: xX, , 2%; 
die von den ſecundaͤren Axen mit denſelben rechtwinkligen * 
eingeſchloſſenen Winkel auf aͤhnliche Weiſe durch 
Kr ss 2,5 ———— ee 
Die rechtiwinfligen Coordinaten follen durch x” ’ y', 2 begeid)- 
net werden, Alle Eoordinaten beziehen fic) auf denfelben Punkt, 
Nach (8.) it 


”„ 
X 
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xcosX + ycosX’ + zcosX” 
xcosY\# ycosY’ -FzcosY” 
xcosZ + ycosZ’ + zcosZ” , 


nu 


”„ 
zZ 


fo wie aud) 
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x = x’cosX, + y’cosX, + z’cosX”, 
‘x’cosY, + ycosY', + z2’cosY”, 
xc0osZ, + ycosZ, + 2cosZ, . 


Multiplicirt man die erſten Gleichungen zuerft nach der Reihe 
mit cosX, cosY, cosZ; dann mit cosX', cosY’, cosZ, 
fo wie aud) mit cosX”, cosY”, cosZ’, und addirt die Glei- 
Hungen zu einander, fo erhälftman, weil nad). (10.) 


c0osX? + cosY? + cos2? =1, 
cosX? + cosY? + co? =1, 
— 13 


8 


cos X24 cosY”? + c0s2”2 
' ,c0sX cosX’ ++ cosY cosY’ + cosZ cosZ’ = cos(xy), 
cosX cosX” + cosY cosY” + 0052 cosZ” = cos(xz) , 
cosX’cosX” + &osY’cosY” + cosZ’cosZä” = cos(yz) 


ift, ſogleich: 
x"cosX + y”cosY + 2’c0sZ =x + ycos(xy) + zcos(xz) 
x" cosX’ + y”cosY’ + 2"cosZ2’ = y + xcos(xy) + zcos(yz) 
x” 00sX”" + y’cosY” + 2”cos2” = z + xcos(x2) + ycos(y2)- 
Werden nun für x”, y“, z ihre Ausdrücke aus den ziveiten 
obigen Gleichungen gefeßt, fo erhält man, weil nad) (10.) 
cosX cosX, + cosY cosY, + cosZ 00sZ, = cos(xx) 
cosX 00sX’, + cosY cosY', + cosZ 0052, = cos(xy’) 
cos X cosX”, + cosY cosY”, + cosZä c0osZ”, = cos(xz‘) 
cosX’ cosX, + cosY’cosY, + cosZ’ cosZ, = cos(yx) 
cosX’ cosX, + cosY’ cosY’, + c0sZ' cosZ’, = cos(yy’) 
cosX’ cosX”, + cosY’cosY”, + cosZ’ cosZ2”, = cos(yz') 
cosÄ”"cosX, + cosY”’cosY, + cosZ2”cosZ, = cos(zx') 
cosX”cosX, + cosY”cosY’, + cosZ”’cosZ’, = cos(zy') 
cosX”cosX”, + cosX”cosY”, + ensZ”cosZ”, = cos(27) 


ift, ſogleich Bu 

x’cos(xx’) + y’cos(xy’”) + z’cos(xz2’) = x + ycos(xy) + z2cos(xz) 
x cos(yx’) + y’cos(yy’) + z2’cos(yz’) = y + xcos(xy) + zcos(y2) 
‚x’cos(zx) + y’cos(zy’) + 2’cos(zz’) = 2 + xcos(xz) + ycos(yz)- 


Dies find die allgemeinften Gleihungen zur Verwandlung der. 


Eoordinaten. Set man die erften Seiten diefer Gleichungen 
nad) der Reife = A,B, C, um 
cos(xy) = a,, cos(x2)=b,, cos(y2)= c, ; 

fo erhält man: 
A=z=x+tay+rb,: 
B=zy-+ax+ ec,2 
C=zz+rb,x-+c,y, 

und hieraus durch Elimination: 


N 
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— A(1—c,e,) — B(a,—b,c,) —C(b, zu). 
1—a,a,—b,b,—ce,c, +2a,b,e, 
B(1—b,b,) — A(la, —b,c Sec b, ), 
— — b,—c,c, +2a,b,c, 
C(1—a,a,) —A(b,—a,c,)—B(c,—a,b, J 

1—a,a,—b,b, —c, eb, | 
Haben nun die beiden Syſteme nicht einerlei Anfang der 
Eoordinaten, und a, b, e find, wie gewöhnlich, die Coordina⸗ 
ten des Anfangspunftes des fecundären Spitems in Bezug: auf 
Kalle primitive, fo folgt aus (4.) augenblicklich, daß in dieſem 


= 


2= 


All—c,c, _ B(a,—b,c,) — C(b,—a,c 2, 
Ei ea 
B(1—b,b,) — A(a,—b,c,) — C(c,—a,b,) 

1—a,a,—b,b, —c ac 
C(1—a,a, — A(b,—a,c,) —B(c,—a,b,) 
—— b — +2a,b,c, 


ift. In diefen Gleichungen werden zwölf Winkel als gegeben 
angefehen. (xy), (xz), (yz) find die Winfel der primitiven 
Coordinatenaren, und werden jederzeit als gegeben betrachtet. 
Außerdem bleiben nod) neun Winfel. Es entfteht nun die Frage, 
ob alle diefe Winfel unmittelbar gegeben feyn müffen, oder ob 
nicht vielleicht einige durch die andern beftimme werden. 


ERT 
y-b+ 


s=c+ 


16. Dieſe Frage genügend zu beantworten, befchäftigen wir 
uns zuerſt wieder mit einer —38 ‚ welche in (9.) ſchon ‚für 
rechtivinklige Koordinaten aufgelöft worden if. Es feyen naͤm⸗ 
lich wieder OA und OB zwei beliebige von O ausgehende ge— 
rade Linien im Raume. Durch O legen wir ein beliebiges fchicf- 
winfliges Coordinatenfyftem, und bezeichnen die. von OA und 
OB mit den pofitiven Theilen der Axen diefes Syſtems einge= 
fchloffenen Winkel durch @, A, y, und a,®,Y. Die Coor⸗ 
dinaten in Bezug auf diefes Syftem werden durch x, y, z bes 
zeichnet. Man fol nun den von den Linien OA und OB ein- 
gefchloffenen, 180% nicht überfteigenden, Winfel finden. Man 
betrachte OA und OB alg die pofitiven Theile der Aren der x 
und y eines neuen Coordinatenſyſtems, und laſſe den pofitiven 
Theil der Are der z’ diefes Syſtems mit dem pofitiven a 
der Are der z zuſammenfallen, fo iſt offenbar xy)= 
(zz )=0. Afo, wenn fich jegt alle Coordinaten auf — 
willkuͤhrlichen Punkt beziehen, nach (15.): 


x + ycos(xy) + zcos(xz) = x’cosa + y cosa + z’ cos (xz’) 
yı+ xcos(xy) + zcos(yz) = x’cosß + ycosß + z "cos (yz'), 
z + xcos(xz) + ycos(yz) = x’cosy + y’cosy + 2. 
Hier it das Syſtem der x, y, z als das primifive Sy- 
ſtem betrachtet worden. Betrachtet man aber, welches offenbar 
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verſtattet iſt, jeßt. das Syftem der x, y’, z’ als dag primitive 
Syſtem, fo erhält man eben fo: JJ 


x + ycosp + z’cosy = xcosae + ycos + zcosy 
yY+xcosp # 7 cosy = xoose’ + ycosß’ + 2cosy’ 
‚U + xcosy + y’cosy’ = xcos(xz) + ycos(yz) + z, 


wobei zu bemerken, daß nad) der Vorausfeßung (x2) = (xz'), 
(yz)=(yz) if, Da nun aber die Lage des Punftes, auf 
welchen ſich die Coordinaten beziehen, ganz willführlich it, fo 
iſt es verftattet, anzunehmen, daß verfelbe in der Are der x’ 
liege, und demnah y — 2 — 0. Dadurd) erhält mau 


x + ycos(xy) + 2cos(xz) = x’cosa 
y + xcos(xy) + zcos(y2) = x’cosß - 
2 + xcos(xz) + ycos(yz) = x’cosy 
und ö | 
x =xcose + ycosß + zcosy 
x cosp = xcose' + ycosß’ + zcosy’. 


‚ Die leßte Gleichung ift mit der vorhergehenden dritten identiſch. 
Aus der vierten und fuͤnften Gleichung folgt augenblicklich 


xcos + ycosß' + zcosy’ 


nr E m xcosa + ycos$ + zcosy ? 


und es fommt nun darauf an, aus den drei eriten Gleichungen 
durch Elimination x, Y, 2 zu beftimmen, welches nur die ge 
meinften Regeln der Algebra erfordert. Setzen wir der Kürje 
wegen 


0 = cos(xy) = cos(xz) cos(yz), 
Q’ = cos(xz) — cos(xy) cos(ya), 
Q” = cos(yz) — cos(xy) cos(xz) ; 


fo erhalten wir durd) diefe Elimination nach einigen ganz ein 
fachen trigonometrifchen Transformationen: 


— cos a sin (yz)? — Qcosß — Q’eosy x, 
1 -cos (xy)’ -cos(x2)?-cos(yz)? + 2 cos (xy) cos(x2) cos (yz) 


y- __eosß sin (xz)? — Qcosa — Q”’cosy x 
1 - cos (xy)? -cos(xz)?-cos(y2)? + 2cos(xy) cos(xz) cos(yz) 
— cosysin (xy)? — Q’cosa — O“ cos 4 — 
-cos (xXy)ꝰ -cos ſx )-cos ) + 2cos (Xy) COS(xZ) cos(y2) 
Setzt man 
Q = cos 008 a’ sin (ya)? + cos ß cos f’ sin (xz)? + cosycosy’ sin (xy)? 
— (cosacosß’ + oosa’ cosf) |cos(xy) — cos (xz) cos (yz) } 
— (cosacosy' +cosa'cosy) {cos (xz) — cos (xy) cos (yz) } 
— (cosß cosy’+ cos $"cosy) {cos (yz) — cos (xy) cos(xz) } 
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.Q=cose?sin ya + cos 8?sin (xz)? + cosy*sin (xy)? 
— 2cosacosf|{cos(xy) — cos (xz)cos(yz) } 
— 2c0sacosy|cos(x2) — cos(xy) cos(yz) } 
— 2cosß cosy | cos(yza) — cos(xy)cos(x2)} , 


fo überzeugte man fich leicht, daß durch die Subftitution der ge⸗ 
fundenen, Ausdruͤcke von x, y, z in den obigen Ausdruck von 
cos erhalten wird: \ | | 


ee 


wodurch alfo @ gefunden iſt, auch für ein ſchiefwinkliges Coor⸗ 
dinatenſyſtem. 


17. Nehmen wir nun an, daß die Linie OB mit dem po- 
fitiven Theile einer der Coordinatenaren, z. B. mit dem poſiti⸗ 
ven Theile der Axe der x zuſammenfalle, ſo iſt, wie leicht erhellet, 


«—=0, A (xy), rYr= m, y=e. 
Alſo, fir © ’ = 


T= o0sasin (yz)? 4 cos ßcos (xy) sin (xz)? 4 cosycos(xz) sin (xy)? 

— [cosacos(xy)-+ cosß} {cos(xy)— cos(xz) cos(yz)} 

— {cos«cos(xz) + cosy} {cos (x) - cos(xy) cos (yz)} 

— {005 ßcos (xz) 4 cosy cos (xy)}|cos(yz) — cos (xy) cos (xz)}: 

T 
cosa = 7 
oder 
cos . T. 

Entwickelt man dieſe Gleichung, druͤckt die Quadrate der 
Sinus ſaͤmmtlich durch Quadrate der Coſinus aus, hebt auf der 
rechten Seite des Gleichheitszeichens auf, was ſich aufheben 
läßt, und dividirt auf beiden Seiten durch cosa, fo bleibt zu— 
legt ſtehen: | 2 

0—1— cosa? — cos B? — 008y? — cos (xy)? — cos (xz)? — cos (yz)? 
+ cosa? cos (yz)? + cos ß? cos (x3)? 4 00s y? cos(xy)? 
"+ 2cosa cos ß cos (xy) + 2cos« cosycos(xz) 
“4 2005 ßcosy cos (yz)-F 2cos (xy) cos(xz) cos (yz) 
— 2cosa cosfß cos (xz) cos (y2) 
— 2cose cosy cos(xy) cos(y2) 
— 2cosf cosy cos(xy) cos(xz) . 

Mendet man diefe Gleichung auf die pofitiven Theile der 
Aren des fecundären Syftems (15.) an, fo erhält man: 
0=1- cos (xy)? -cos (zz)? - cos (yz)? - cos (xx’)? - cos (yx’)? - cos(zx’)? 

+- cos (xy)? cos (zx’)? 4 cos (xz)” cos (yx’)? 4 cos (yz)? cos (xx’)? 

12cos(xy)cos(xz) cos (y2) 4 2 cos (xy) cos(xx’)cos(yx) 

4-2 cos (xz) cos (xx’) cos (zx’) +2 cos (yz) cos (yx’) cos (zx’) 

— 2cos(xy) cos(xz) cos (yx’) cos (zx’) 

—-2cos{xy) cos (yz) cos(xx’) cos(zx‘) 

— 2 c0s(xz) cos(yz) cos(xx’) cos (yx’) , 
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O=1-cos(zy)? - cos (z2)? - cos(yz)?- cos{zy’)? -cos (yy’)?-ces(zy’)* 
“+ eos (xy)? cos (zy’)? + cos (zz)? cos(yy’)?}+cos(yz)? cos(zy'}? 
«+2 cos (xy) cos (x2z) cos (yz)}+ 2 cos(xy) eos {zy’) cos{yy’) 
+2 cos (xz) cos ſxy) cos(zy’)}+2cos(yz) cos{yy’) cos(zy’) 
—2cos(xy) cos{xz) cos(yy’) cos (zy’) 
—2cos(xy) cos(yz) cos (xy’) eos (zy’) 4 
— 2cos(xz) cos(yz) cos{xy’) cos(yy’) , 
O=1-cos(xy)?-cos(xz)?-cos(yz)* -cos (xz’)? - cos (yz’)? - cos(zz’)? 
+ cos (xy)? cos (zz’)? 4 cos (xz)? cos(yz’)?+}+-cos(yz)? cos (xz’)? 
+2 cos (xy) cos(zxz) cos(yz)4+2cos(xy) cos(xz’) cos (yz’) 
2 cos (xz) cos(xz’) cos (zz’) +2 cos(yz) cos(yz’) cos(zz’) 
—2c0s(xy) cos(xz) cos(yz’) cos (zz’) . 
—2cos(xy) cos(yz) cos (xz’) cos(zz’) 
—2cos(xz) cos(yz) cos(xz’) cos(yz’).. 
Man fieht alfo, daß von jeder der drei Gruppen: 
(X), (y), (zX); 
(sy), (sy), (25)3 
(z2), (y7), (22); 
immer jederzeit nur zwei Winkel gegeben zu feyn brauchen, in- 
dem fid) dann der dritte mittelft einer der drei obigen Gleichun- 
gen finden läßt. 

18. Man fann auch die Winfel finden, welche die drei 
fecundären Aren mit einander einfchließen, indem man die ſechs 
Axen der X, y, 2, x ‚yı z auf eine folche Art ju vieren mit 
einander combinirt , daf in der Combination zivei primitive Axen 
und die beiden f ecundären Aren, deren Winkel gefucht wird, vors 
fommen. Um z. B. den Winfel (xy’) zu finden, fönnte man 
die ſechs Aren auf eine der drei folgenden Arten mit einander 
verbinden: 

x, y, X,y; 
%, Z, x y y’ 3 
y, 2,x%, y 3 
und wuͤrde z. B. aus der erſten dieſer Verbindungen zur Bes 
fiimmung des Winfels (x’y’) folgende Gleichung erhalten: 
0=1-cos(xy)?-cos(xx’)?-cos(yx’)? - cos (xy’)?-cos(yy’)’-cos(x’y’)? 
-+-cos (xy)? cos (x’y’)? + cos (xx’)? cos (yy’)? 4 cos(yx’)? cos(xy’)’ 
42 cos (xy) cos(xy’)cos(yy "+2 cos (xx’) cos (xy’) cos (x’y’) 
»+-2cos(yx’)cos(yy’) cos (x’y’)-+2cos(xy) cos (xx’) cos u ) 
—2cos(xy) cos(xx’) cos(yy’) cos(x’y'‘) 
-26cos (xy) cos(yx’) cos(xy’) cos(x’y’) 
—2cos(xx') cos(yx’) cos(xy’) cos(yy). 

19. Nach diefer allgemeinen Behandlung der Eoordinaten- 

verivandlung fehren wir in einer andern Beziehung wieder zu 
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dem Falle zweier rechtwinkligen Syſteme mit einerlei Anfang zu— 
rück, indem ſich naͤmlich zeigen läßt, daß es in diefem Falle 
immer eine ebenfalls durch den gemeinfchaftlichen Anfang gehende 
Are von folder Beichaffenheit giebt, daß das eine der beiden 
Spyiteme, um diefe Axe gedreht, mit dem andern zufammenfällt. 
Man überficht augenblicklich, daß diefe Are eine folche Lage ha— 
ben muß, daß die, drei Winfel, welche die durch fie und die 
Aren der x und x, der y und der y, der z und der z’ geleg- 
ten Ebenen mit einander einfchließen, einander gleich find, und 
daß die - Drehungsare felbft gegen die pofitiven Theile der Aren 
der x und x’, der y und y,.der z und z unter gleichen Win- 
feln geneigt feyn muß, wobei wir uns immer die Drehungsare 
am Anfange der Coordinaten anfangend, oder von demfelben aus— 
gehend denken. Die von den genannten Ebenen eingefchloffenen 
Minfel feyen = p, und die von der Drehungsare mit den po— 
fitiven Theilen der Uren der x, y, 2 oder x, y’, z eingeſchloſ— 
fenen Winfel feyen = e, 8, y; fo folgt aus (14) ſogleich die 
Nichtigkeit folgender Gleichungen : 


’ — 2 N__ 2 A — 
een 


sin a? Bu sin ß? u sin y? : 
und hieraus: 

cos(xx') = cosa? + sina?cosp 

cos(yy’) = cosß? + sinß?cosp 

cos(z2’) = cosy? + siny?cosp 
1 — cos(xx) = sine? — sina?cosp = sina?’(l—cosg) 
1 — cos(yy’) = sinß? — sin f?cosp —= sinf? (1 - cosy) 
1 — 00s (227) = siny? — siny? cosp = siny? (l—cosp) » 


Nach) (8.) ift, wenn fich jetzt alle GCoordinaten auf ein und 
denfelben Punkt bezichen: Fu 
x = x’cos(xx’) + y’cos(xy’) + 2’ cos (xz’) 
= xcos(yx) + y’cos(yy') + z2’cos(yz') 
‚== x'cos(zx)) + y’cos(zy’) + z’cos(zz) , 
x = xcos(xx) + ycos(yx’) + zcos(zx’) 
y=xcos(xy) + ycos(yy’) + zcos(zy’) 
7 = xcos(xz2) + ycos(yz’) + zcos(zz), 
oder mittelft der fhon in (11.) angewandten Bezeichnung: 
x=AY +By +07’, "=Ax+Ay+ A’; 
y=Axy +-By +Cz2, y=B<x+By + B’iz; 
z=Axk+By+C”7, !"=C+0Cy + Ci. 
Detrachten wir nun die Drehungsare als den pofitiven Theil 
einer neuen Are der x", und nehmen an, daß der Punft, auf 
weichen fich jeßt alle Eoordinaten beziehen, in diefer Are liege, 
fo daß alfo für diefen Punkt y — SO if; fo ift nad) den 
obigen allgemeinen Formeln der Coordinatenverivandlung für rechts 
winflige Aren: 
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x’cos(xx”) = x”’cose,, 
x’cos(yx”) = x”cosß , 
= x”cos(zx”) = x”cosy ; 


x” cos(x’x”)= x”’cosa , 
x’ cos(yx’)=x”cosß, 
x" cos(z’x”)= x”’cosy. 
Segen wir diefe Ausdruͤcke in die obigen Gleichungen, fo er 
halten wir, nachdem auf beiden Seiten durch x” dividirt worden: 
cose =A cosa +B cos$ + Ccosy, 
cosf = A’ cosa + B’ cosß + C’cosy,, 
= A”’cosa + B’cosß + C”’cosy 3 
cos@a=A cosa + A’ cos % A”cosy , 
cosß =B cosa + B’cos$? + B’cosy, 
= Ccosa + C’cos$ + O’cosy. 


Durch Subtraction und Addition diefer. Gleichungen erhält man 
leicht: . 
0=(A’—B)cosß + (A"=C)oosy, 

0 = (A —B)cosa — (B”—C')cosy , 

0 = (A’”—C)cosa + (B"—C)cosß ; 
2(1—A)cosa= (A +B)cos$ + (A"+C)cosy, 
2(1—B’)cos$ = (A’ +B)cosa + (B” +C’)cosy, 
2(1—C”)cosy ='(A” +C)cosae + (B"+C’)cosß ; 

oder, wenn wir | Ä 
A —-B=p, A" —C 
A+B=p\, A”+C 


RUE MN mM 


cosy 


cosy 


gqg, B’—C=r; 
g’, B’ + GC — r’ 


fegen: | 
O=pcosß + geosy, 
0 = pcosae — rcosy, 
0O=gcosae + rcosß; 
2(1—A)cos« = p’'cosf + g’cosy , 
2(1—B’) cosß = p’cos« + r’cosy, 
2(1—C”)cosy = g’cosa + rcosß.. 
Durch Auflöfung der drei erften Gleichungen findet man: 
6 cos« 
r = . 
cos y 
Zur Beſtimmung aller drei unbekannten Größen reichen dieſe Glei— 
chungen nicht hin, da eine jede derſelben aus den beiden andern 
folgt. 
Da 








A = cos(xx’), B = cos(yy), C” = cos (zz) 
ift, fo nehmen die drei andern, Gleichungen folgende Geftalt an: 


— ——— —— 
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2sina?cosa(1—cosy) = p’cosß + g’cosy 
2sin ß? cosß(1—cosp) = p’cosa + r’ cosy 
2siny?cosy(l—casy) = g’cose + rcosf , 


und man erhält durch Aufloͤſung diefer Gleichungen - 
‚ _ (sina? cose? + sin p? cos ß? — siny? cosy?)(1— cosp) 
P= cosa cosß er‘, 


‚ _ (sina?cosa? + sin y? cos y? — sin 8? cos ß?)(1 —cosyp), 
= cusa Cosy a 


q 


— (sin ß° cos 8? + siny? cosy? - sin «* cosa?)(1— cos p) 
u cosß cosy ge 
Meil | 
cos«? + cosß? + cosy? =1, 
cosy? = 1—cosa? — cosß?, siny? = cosa?-+cosf? , 
siny? cosy? = cosa?—cosa*+ cosß?— cos ß?—2cosa? cos f? 
= cos a? (1-cos a?) + cos ß? (1-cos ß?) — 2 cos a? cos ß? 
= sinea’cose” + sin 8? cosß? — 2 cosa? cos ß? 
ift, fo wird der erfte Factor im Zähler des erften Bruchs, und 
eben fo die ähnlichen Sactoren in den Zählern der andern Brüche: 
2cosa? cosß?, 2cosa? cosy?, 2cosß? cosy?.. 
Folglich 


p = 2cosa.cosf(1—cosp) 
q’ = 2cose cosy (I— cos) 
| en r = 2cosß cosy(1—.cosg) ; | 
wodurch alfo die drei Größen p', q, r' beftimme find, Es bleibt 
demnach bloß unter den ſechs Größen p, q, T, Pr g, noch 
zu befiimmen übrig. Man fann fich übrigens auch folgende 
elationen merfen. Es ift nad) dem Obigen 
pceöse = rcosy, p?cosa? = r? cosy? 5 
pcosß = - gcosy, p?cosf? = q? cosy? 3 
| pcosy= pcosy, p?cosy” = p?:cusy?. 
Folglich durch Addition, weil 


cosa? + cesß? + cosy? =1 


ift, zugleich mit gehöriger Bertaufchung der Buchſtaben: 


p= coy.Yp+g?+r?, 
g=copf.YpP+Q?+r, 
r=cos«/pP+gq+r. 
Zur Beſtimmung einer der Größen p, q, r müffen wir eis 
nen andern Weg einfchlagen. Entwickeln wir x, y, z durd) 


‘ 


Elimination aus den Gleichungen 
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x=Ax +By +0, 
y=Ax +By +0Cz' 


= A’x’ + B’y 4 CC’ %, 
fo erhalten wir: | j 
r = (B’ 6 C B”) x + (B” C — Gr B) y+ (BO’— CP’) x 
; L Eee 


— -CA)xX + (AC”—CA”)y + (AC—C’A)z. 
— L meer 


vu (A/B” —B’A”)x + (A”"B—B”A)y+ (AB’—BA')z 
Pu Dazu 


> Du 
wenn wir 
L = ABC” — A'BC” + A”BO’— AB’C + A'B”C — A”BC 
fegen. 
Vergleichen wir nun diefe Gleichungen mit den Gleichungen: 
x —=Ax-- Ay + A”, 
y=Bx+By-+Br, 
| ; = Ccx+Cy+ Cr; 
fo ergeben fich die folgenden merfivärdigen Relationen: 
B’C’”—CB’=LA, B’C—C’B=LA', BC —CB—=LA”; 
A’C—C’A=LB, AC’—CA’=LB, AC—-CA=LB”; 
AB”—BA’=LC, A’B—-B’A=LC, AB—_BA—=LC”. 
Alfo 
(B’C’ — C’B”)?+(B”C— C”B)? + (BC’— CB’)? =L2 (A? + A’? LA”). 
Der erfte Theil diefer Gleichung. fann, wie leicht erhellet, auf 
folgende Form gebracht werden: 
(B? + B”? +B’?)(C? +0? +C”?) — (BC+B’C’+B’C”).. 
Nach (11.) ift | u 
A?+A? Ala-1, B?+B®+BS1, Ct +0? 0221; 
BC+B’C’+B’C’”=0. 
Alfo wird obige Gleichung: 
L2=1, L=+1; 
150 eine nähere Beſtimmung wegen des Zeichens nachher gegeben 
werden wird. Ferner hat man nach (11.) 
A? FA? A2 =1, 
B? + B’? Br, 
A2 4 B24C2 21. 
Durch Addition der beiden erſten, und durch Subtraction der 
dritten Gleichung erhaͤlt man: 
A+-A2+B2+B? - 02 - 1, 
A2 Be 1—-Aꝛ— B + c”. 
Aber nach dem vorher Bewieſenen: 
AB - BA X C, AB ABF C. 
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Alſo | 
A’? —2AB+B?2 = 1420” +C”72 — (A? 4 24B B2), 
A2 +2AB+B? = 1720” +C”? — (A?—2AB’+-B?); 
er (A"—B)?’ = pP" — (1+C”)? — (A+B’)?, 

(A+ BR = p? = (1F0"? — (A—B)%. 
Welches Zeichen zu nehmen ift, entfcheidet man fo. mihne m man 
die untern Zeichen, fo wäre 

p? = (1— 0”)? — (AB)? + ac”. 

Aber 


—— ⸗ 1— cos(z7’) = 1— cosy?—siny? cos ꝙ 

= siny’(1—cosp) » 

A-B’=cos (xx’)- cos (yy’)=cos a? +sin a? cos p-cosß?-sin ? cos (p 
= 005 a? — cosß?+(sin a? — sin 8?) cosp 
= — (sine? —sinf?)(t—cosyp) » 

ne. 

— CC’) — (A—B’ y = (siny* y*— (sine? — sin Ay) (1 - cos 8 
— (siny? + sin aꝰ —sin ß?) (siny?—sina? + sin 8°) (1— cos)? 
— (1-cose? -cosy? + cosß?)(1-cos $?-cosy?-}cosa?)(1-cosp)? 
== (cos ß? + cos ß?) (cosa? 4 cosa?)(1—cosp)? 

- == &cosa? cosß?(1— cosp)? - 

Folglich 

p? = Acose? cos ß? (1 - cosy)? + 4C” 
- = 4cosa? cos ß? (1—cosp)? + 4cos(zz’) , 
da doc) oben bewieſen worden ift, daß 
p=2cosacosß(1—cosy), p’” —=4.c0s a? cos ß? (1—cosp)? . 
Man muß alfo die obern Zeichen nehmen, fo daß folglich 
L=1, 


(KB =p? = (1+0C””? — (A+B) ; 
(A’+B)?= p? = (1—C”)? — (A—B)° 
iſt. Wie oben ift | 
1+C’ = 1+cos(zz’) = 14 cosy?+siny?cosp » 
A-+B’=cos (xx) 4 cos (yy’)=cos a?}sin «? cos groos ß*-+}Fsin ß? cos. 
Alfo, weil | 
1+C’+A+B’=1--cos 02-Ecos ß?--cosy 14 (sin a?-}-sin #?-Hsin y?) cos ꝙ 
 =2+2cosp = 2(1+cosp) , 
1-40” -A-B’=1-+-cosy? -cosa? - cosß?-+-(sin y?-sin«? - sin 8?) cosıp 
= 20085y? + 2(siny?—1)cosp 
= 2cosy? — 2(1—siny?)cosp 
= 2cosy?(1—cosp) 


und 


iſt: 
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pP=(1 HC")? —(A+BJ?=(1 40” +A+B)(I+C—A—B) 
= 4cosy?(1— .cosy)(l1+cosy) 
= 4c0sy?(1 — cosy®) 
d. i. 
pꝰ = Acosy?siny?, p= + 2cosysing . 
Mittelft der oben bewieſenen Formeln 


cos 4 cos« 








hat mar alfo: 
p= + 2cosysing , 
qg= + 2cosfsing, 
r = + 2cosasing . 


- Da nun 


A—B=p,A”—C=gq, B’—C=r; 
A’+B=p, A’”+C=g,B’+C=[r 
war; fo ift 








were ze ır9 ‚B" — 
ν, ou, a che, 
und man erhält alfo mittelft der gefundenen Ausdruͤcke: 
A = cos(xxX)= sina?cosp + cosa? 
A’ = cos(yX) = + cosy sinpg + cosa cosß(1—cosg) 
A” = cos(zX) = x cosß sing + cosa cos y(l—cosg) 
B’ = cos(yy)= sinß?cosp + cos f® 
B“ = cös(zy) = + cose sinp + cosß cosy(1—cosg) 
B =cosay)=7 cosy sinp + cosa« cosß(l—cosp) 
C’ = cos(z7) = siny?cosp + cosy? 
C =cos(7) = + cosß sinp + cosa cosy(1— cosp) 
C = cos(y7) =} cose sinp + cosß cosy(t—cosp) . 


Mir haben angenommen, daß die Drehungsare von dem 
Anfange der Coordinaten ausgehen ſolle. Man uͤberſieht aber 
fogleid), daß aud) die Verlängerung diefer Are nad) der andern 
Seite hin, über den Anfang der Coordinaten hinaus, der Auf 
gabe genügt. Das it der Grund der doppelten Zeichen in den 
eriten Glievern obiger Formeln. In der That find auch die von 
diefen beiden Aren, oder vielmehr von den genannten beiden Thei— 
len der Drehungsare mit den Coordinatenaren eingefcyloffenen 
Winfel @, ß, y und 180° — a, 180° — 4, 180% — y, Die 
Coſinus diefer Winfel haben entgegengefegte Zeichen. Daher 
muͤſſen aud) die eriten Theile obiger Gleichungen, welche die ein- 
fachen Coſinus enthalten, entgegengefeßte Zeichen haben, die 
ziveiten Theile aber pofitio bleiben, da fie Das Product zweier 
Cofinus enthalten, welches pofitiv bleibt, wenn aud) die beiden 
Coſinus ihre Zeichen ändern, 
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Die obigen ſehr merkwuͤrdigen Formeln ſind von Euler 
und Lerell in zwei Abhandlungen der Nov. Comm. Petrop. 
T. XX. 1775.: Nova methodus motum corporum rigidorum . 
determinandi und Theoremata nonnulla generalia de trans- 
latione corporum rigidorum beiviefen worden, und aud) wie— 
der mitgetheilt von Jacobi it Crelles Jonrnal. II. 2. 
88., aber ohne Beweis. Dbige Entwickelung wird manches 
Eigenthuͤmliche haben. | | 
20, Aus diefen Formeln laſſen fih mandye merkwuͤrdige 
Melationen ableiten, woruͤber wir nur Einiges bemerken , inden 
wir vorher wieder in Erinnerung bringen, daß 
cosa?.+ cosß? + cosy? —=1, 
sine? + sin? + siny? = 3—cosa? — cosß? — cosy? = 2 
iſt. Zuerſt ift | 
1 A+B + C’=1+cose? + cosß? + cosy? 
s + (sina? + sinß? + siny?) cosp 
= 2+2cosp=2(1+cosp); ’ 
und ferner Vo | 
17 A—B—C"=1 + cosa? — cos? — cosy? 
+ (sine? — sinf? — siny?) cos ꝙ 
1 +cosa? — 1+Cosa? + (sina? — 2 + sina?)cosy 
= 2cose? — 2(1—sina?)cosp.== 2cosa?(1--cosp) . 
Wir haben alfo 
1+A+B + C"=M = ?2(1+c0sy) 
1+A—B’— C"=N = 2cosa? (1—cosp) 
1—A+B — C’=P = 2cosß?(1—cosp) 
1-A— + Ü"=Q = 2%coz?(1—cosyp). 
Ueberlegt man nun, daß 2 
(14+cosp)(1—cosp) = 1—cosp? = singp? F 
iſt, fo erhellet augenblicklich, daß die Gleichungen in (19.) ſich 
auch auf folgende Art ſchreiben laſſen: 
| | 2A = YOM + YPN;; 
2B’=YMN + YPO, 
2C =YPM + YaN ; 
2A = — YPM + YON, | 
28 = — YoM + YPN, ' \ 
2C =—- YMN+YPEO. 
Die Größen A, B' C” werden hier als gegeben angefehen, und 
man zieht hieraus folgenden merkwürdigen allgemeinen Schluß: 
Wenn neun Größen durch) die folgenden ſechs Gleichungen 
verbunden find: Ä | | 
Supplem. zu Klügeld Wörter. I. 95 
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A? +-B? 402 =1, 
A? +B? + cCc? =1, 
A? 4 Be? +0”; 
AX +BB CC =0;, 
AA” + BB’ + CC" =0, 
| AA’ BB" +CC’—=0, 
und es find drei diefer Größen, z. B. A, B', C” gegeben, fo 
laffen fich die übrigen fechs immer finden, und zivar, wenn man 
| 1A+B+C0”"=M,, | 
1+A—-PB—cC’=N, 
1-A+B—C=P, 
1—AkA—B + ll" =Q 
fest, durch die Formeln: 
2A =YPN + YOM, 2A =YQON— TPM, 
2B” = YPQO + YMN,2B = YPN — YOM, 
2C =YON + YPM, 20°. =YPQ— YMN. 
Die Erfindung diefer höchft merfiwärdigen Formeln wird gewoͤhn⸗ 
ih Monge zugefchrieben; man ficht aber, daß fie eigentlich mit 
den obigen merfwürdigen Euler’fhen Formeln einerlei find, 
und: daß durch) leere zugleich die geomekrifche Bedeutung diefer 
Ausdrucke nachgemwiefen wird. Durd) trigonometrifhe Rechnung 
ift auf eine fehr elegante Weife Ende zu den Formeln von 
-Monge gelangt, in dem Berliner astron. Jahrbuch für 1832. 
Auch 
AA — BB=B’B’ — CC = CC — AꝰA“ 
= (X +B)(A—B) = (B’+C)(B’—C) = (C+A”)(C—A”) 
= + Acosacosß cosysing(1l—cosg) 
ift noch eine bemerfensiwerthe Relation. 
21. Den Formeln zur Verwandlung rechtivinfliger Coor- 
dinaten: | 
x = x.cos(xx’) + y’cos(xy‘) + z2’cos(xz) , 
yz=xcos(yx) + y’cos(yy') + z’cos(yz’) , 
z = x’cos (zx’) + y' cos (zy') * z’cos(zz’) 
und | \ 
x = xcos(xx) 4 ycos(yxX) + zeos(zx) , 
y =xcos(xy') + ycos (sy) +2 cos(zy') , 
z = xcos(xz') + ycos(yz’) + zcos(zz’) 
pflegt man, namentlidy in der Mechanik und Aftronomie, häufig 
eine andere Form zu geben, welche fie zu vielen Unterfuchungen 
ganz vorzüglich geſchickt macht. Denken wir ung ‚nämlich in der 
Ebene der xy von dem gemeinfchaftlichen Anfange der Coordina— 
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fen an eine beliebige gerade Linie gezogen, die zugleich, welches 
offenbar immer möglich ift, auch in der Ebene der xXy“ liegt, 
und fehen wir we Linie als eine neue pofitive Are der © an, 
ſo iſt nach (14.) 
cos(zx) = cos(x@x’) sin (Ox) sin(@x') + cos(®x) cos(@x'), 
cos (xy') = cos(x9y’) sin (Ox) sin(®y’) + cos (®x) cos(Oy’),, 
cos (xz') = c0s(x@z') sin (x) sin.(9z') + cos (©x) cos (9) , 
cos(yx) = cos(yOx’) sin (0y) sin (Ox’) + .cos(Qy) cos(%) , 
cos (yy) = cos(yOy')sin(Oy)sin (By) + cos(Oy) cos(®y') , 
cos (yz’) = cos(y9z') sin (Oy)sin (02) + cos(®y) cos(®z’) , 
cos(zx') = cos (z@x’) sin(®z)sin(©x’) + cos (92) cos(@x) , 
cos (zy) = cos(z9y’) sin (©z) sin (9y ) + cos(®z) cos(9y’) , 
cos (22) = cos (2z’) sin (Oz) sin (©z') + cos (9z) cos(©z') . 

Da aber die Finie © nach der Vorausſetzung ſowohl i in der Ebene 
der xy, als auch in der Ebene der x’y’ liegt, fo it in allen Faͤllen 
(9) = 9’, (02) = 900; 
sin (02) = sin(02) = 1,xcos(%) = cos) = 0; 

und die Formeln nehmen folgende einfachere Geftalt an: 
cos (xx) = cos (x@x’) sin(@x) sin(@x’) + cos(®x) cos(Ox'), 
cos(xy’) = cos(x®y’) sin(@x) sin(6y’) + cos (®x) cos(9y’) , 
cos (z2’) = cos (x®z’) sin (@x) , 
cos (yx) = cos(y&x’)sin(@y)sin(@x’) + cos (Oy) cos(Ox’ F 
cos(yy)= cos (y Oyꝰ) sin (Oy) sin (By) + cos(©y) cos(®y’), 
cos (yz’) = cos(y®z’)sin(@y) , 
cos(zx’) = cos(z@x’)sin(®x’) , 
cos (2y) = cos(z9y’)sin(®y'), 
cos(zz) = cos(2Qz‘). 
Alſo nach dem Obigen allgemein: 
x= XICos XGx) sin (Ox) sin (Ox) + cos(®x) cos (Ox) 
+y (cos(x@y’) sin (©x) sin (©y') * cos (Ox) cos (®y’) } 
* 2 cos (XO⸗) sin (0x5); 
= x{cos(y®x’)sin (Oy) sin (@x’) + cos(®y) cos(®x’)} 
ee (65) + cos(@y) 'cos(@y')} 
+2’ cos(y®z’) sin(@®y) 3 
z = x’cos(zOx) sin(9x) + y’ cos (205) sin(®y’) + z’cos (20%) s 
fo wie umgefehrt: 
x= x{cos(x®x’) sin(@x) sin (x) + cos (Ox) c0s (Or) } 
+ y{cos(y®x’) sin (Oy)sin(®x’) 4 cos (By) c cos (9%) } 
«+ zcos (zOx’) sin (@x’) 5 
y’= xl{cos(x@y’) sin (®x) sin(9y’) + cos (®x) cos(9y’) } 
+ y {cos (y@y')sin(@y)sin(@y') 4 cos(@y) cos (@y'); 
+ 2 cos(20y’) sin (9y’) ; 
4: cos (x92’) sin(®x) + ycos(y®z’) sin (87) + re (29) . 
2 
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Diefe allgemeinen Formeln koͤnnen aber in befondern Fällen noch 
unter eine einfachere Geftalt gebradyt werden, wobei es jedoch 
immer auf eine befondere Uebereinfunft wegen. der Annahme der 
Aren und ihrer pofitiven Theile ankommt. Kinige der hierher 
gehörenden Fälle follen jetzt näher betrachtet werden, wobei wir 
immer die Winfel | 


KR) = 9, (6x) V, (6x) 
ſetzen werden. 


J. Denken wir uns die Lage der zehn ſaͤmmtlich von dem 
gemeinſchaftlichen Anfange der Coordinaten ausgehenden Theile 
der Durchſchnitte der Ebenen der xy und xz, der xy und yZ, 
der xy und x z’, dee xy und y’z, der xy und xy deutlid), 
fo .ift klar, daß es unter diefen zehn Linien immer drei geben 
wird, für welche die Winfel ©, F, 9 fämmtlich fpige Winkel 
find. Die Linie © liegt immer in den Ebenen der xy und xy 
zugleich ; diejenige der beiden andern der drei obigen Linien, 
welche in der Ebene der xy liegt, nehmen wir als pofitiven Theil 

der Are der x, und die, welche in der Ebene der xy liegt, als 

pofitiven Theil der Are der x an, indem wir nämlid voraus« 
fegen, daß urfprünglicy zivar beftimme fey, , welche Ebene die 
Ebene der xy, und welche die Ebene der xy’ feyn folle, daß 
aber die DBezeichuung der Aren felbft der Willkuͤhr uͤberlaſſen 
bleibe, eine Annahme, die feiner weitern Nechtfertigung bedarf. 
Nachdem die pofitiven Theile der Aren der x und x’ auf obige 
Meife beftimmet worden, nehmen wir den pofisiven Theil der Are 
der y fo an, daß die ebenfalls nad) dem Dbigen beftimmte Finie 
© in dem von den pofitiven Theilen der Aren der x und y ges 
bildeten rechten Winkel liege, und den pofitiven Theil der Are 
der y auf eine folche Weiſe, daß derfelbe von dem pofitiven 
Theile der Are der x an nach eben der Gegend hin liegt, wie 
der pofitive Theil der Are der x von der Linie © an. Die po« 
fitiven Theile der Axen der z und z endlidy wollen wir fo an— 
nehmen, daß fie in Bezug auf die Ebenen der xy und x'y' auf 
denfelben Seiten liegen, wie der Winfel © in Bezug auf die 
Ebene der xy. Aus Fig. 12., welche diefen Fall darftellt, erhel- 
let leicht, daß in der obigen Bezeichnung I 


x) = © (x) = vw 
xoy)= 9 (Y)= 0 — y 
x) = 0 + 6 Se 
(ya) = 180° — © (05) 900 + 


(yay) = 180’ — © 
(ya) = 9° -— 8 
.x)= 900 — © 
(205)) = 90 — 0 
(1.07) = ® 


s % 
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it. Set man nun dies in die obigen Gleichungen; fo erhält 


man: 


x—= x(cos®sinysinp + cosycosp). 
+ y’(cos © sinycos @ — cosy sin p) 
— 7’sin® siny ; 
y=— x'(cos® cos sinp — sin» cos) 
— y’(cos@cosycosp + siny sing) 
, + zsin®cosy; 
zoxsin®sinp + ysin®cosp + 2c0s® 


und auch umgefehrt 


x —= x{(cos@sinysinp + 'cosy cos) 

— y(cos ® cosysinp — siny eos ꝙ) 
+zsin®sinp; 

y- x (cos © siny cosp — cosy sinp) 
—y(cos@ cosycosp + sinyp sing) 
+zsin®cosgp ; 

ı = — xsinO siny + ysin®cosy + zcos®. 


Unter diefer Geftalt gebraucht Lagrange die Sormeln. in der 


Mecanigue analytique. p. 369,. 


II. Es bleibe Alles wie vorher; nur nehme man jeßt die 
Sr y auf. der entgegengefeßten Seite, fo fihließt man aus 
etrachtung von Fig. 13., welche diefen Fall darftellt, leicht, 


daß: 


Alfo 


und 


* 


(xx) = 0 u (x) = y 

(xy) = 9 HYyY)=MW+rY, 
j (8) = %° + 9 (0x) ꝙ 

666 (NEM +Pp 

yay)= 9 " 


(y8z’) = 90° + 8 
(z9xX) = 0° — 8 
(205)) = 900 — © 
(200) — 0. 


x x(cosOsiny sinp + cosy.cos) 
+ y (cos Osinycosp 7 cos sin ꝙ) 
— z' sin © siny ; = 

y= x(cos® cosysinp — sin cos p). 
+ y (cos © cos» cosp + siny sing) 
— sin © cosy ; 


zw=xsin®sinp + ysin®cosp + 2’c0os® 


: ==, x (cos:O siny sing. + cosy COS 9) 
+ y.(c05.0 os sinp — siny cos) 
++ zsin © sing ; 


! 
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y= x{cos® sinywcosp — cosysing) | 
‚+ y(cos@ cosy cosp + siny sing) 
4 zsin © cosp ; \ 
2? = —xsin®Osiny — ysin®cosy + 2c0s®. 
So ie - aplace die Formeln dar in der Mecanique celeste. 
«1. p. 09. 
III. Bleibe Alles wie ‚in II., nur daß man die pofitiven 


Theile der Aren der z und z jeßt auf den entgegengefeßten Sei— 
ten nimmt, fo folgt aus Fig. 14. leicht, daß 


a) = 9 (9%) = y | 
(x9y') = 9 | (Yy)= 0° + % 
(x97) = 900 — 0 (Aa)=y 

sa) = 9 (Y)=R’ * 
Kay) 0 


(97) = 900 — ® 

(x) = 900 + 9 

2.Hy)=0 + 0 

.9:)=®. 

Folglich, wenn man dies im die allgemeinen Formeln fegt: 

x= x(cos®sinysinp + cosy cas) | 
+ y (cos Osinw cosp — Cosy sing) 
+ z'sin 9 siny ; 

y= x(cosOcposy sinp — siny cosy) 
+y’(cosOcosyw cosp + siny sing) 
+ z2’sin® cosy ; 

z=—— xsin@sinp — ysin®cosp + 2’cos® 

und auch: 

x — x(cos®sinysinp Jr cosy cosp) 
-+ y(cos@ cosy sinp — sin oos ꝙ) 
— zsinOsinp; 

y= x(cos® sinycosp — cos. sing) 
+ y(cos@ cos cosp + siny sing) » 

. — 3sin® cosp ; 
7 = xsin®Osiny + ysin® cosy + 2cs®. 


Unter diefer. Geftalt gebraucht Poiffon die Formeln im Traite 
de Mecanique. T. II. p. 97 


« 


IV. Bertaufht man in I. die Bezeichnung der x und y 
fo daß man die x jeßt als y, die y als. x annimmt, uͤbrigens 
aber Alles ungedndert bleibt, fo erhält man aus J.: 

x = — x’(cos © cosy'sinp — sin» 008 p) 
— y'(cos®@ cosy cosp + siny siug) 
+ Zsin®cosıp; .‘ 
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y=  x(cosOsinysinp + cosıy cos) 
-+ y’ (cos G sin cosp — cos Y sing) 
— 7'sin® siny; 
z=xsin@sinp + ysin®cosp + cos®, 
wobei aber bemerft werden muß, daß der Winfel u in dem jeßi- 
gen Spfteme fid) nicht mehr auf Die Are der x, fondern auf die 
Are der y. bezieht, indem jet (Oy)—=Y if. Soll fh 
=. bier noch auf die Are der x beziehen fo muß man, wie aus 
5 fogleich erhellet, 90° —  ftatt W in obige Glei⸗ 
Hungen einführen, Dadurch werden diefelben: 
x == — x (cos @ siny sing — cosı) cos) 
— y’(cosOsinwcosp + casy sing) 
4 z’sin sin ; 
y= xc(cos®cos ysinp + sin cosp) 
-+ y’(cos@cosıycosp — sin’ sing) 
— 7'sin © cosıp 5 | 
z =xsin®sinpg + ysin®cosp + 2’c0s®. 


Dies find die Formeln von Lacroir im Traite du Calcul 
differentiel et du Calcul integral. T. I, p. 539, 


V. Nimmt man jeßt ferner die pofitiven y, 2, y, 2 auf 
den entgegengefeßten Seiten der entfprechenden Aren, und ‚führt 
alfo —y, —z, —y, —z flatt y, 2, y, zZ .in die Glei— 
chungen in IV. ein, fo erhält man: | 


x = — x (cos® sin) sinp — cos cos ꝙ) 
+ y’(cos®sinwcoosp + cosy sing) 
— 7 sin Osinıy ; 
— y=. x’(cos® cosıp sinp + sinı cosp) 
— y’(cos © cosıpcosp — siny sing) 
++ z2’sin® cos ; 
— „— xsin® sinp— ysin®cosp — 2c05s@ 
oder | 
x= — x (cos O sin sinp — cos cosp) 
+ y (cos Osinwcosp + cos yp sin 22 
— 7 sin O sinıy ; 
y=—x(c0s®cospsinp + siny cosg) 
+ y’(cos Ocosıy cosp — sinı) sing) 
— zsin® cos ; 
z = — xsinOsinp + ysin®cosp + zcos® 
oder | 
x =, x(cosy cosp — cos © sin) sin) 
+ y’(cosp sinp + cos Osinıycosp) ‚ 
. —'1 sin © sin 1; 5 
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y=— x(sinpcosp + .cos® cosı) sin) 
— Y(sinysinp — 0085@ cos ıy cos). 
— z’ sin @ cosıy ; 
= xsin®@sinp + ysin®cosp + 2co®. 
So ſtellt Euler, welcher als der Erfinder diefer merkwuͤrdigen 
Formeln zu betrachten ift, diefelben dar in ber Introductio in 
Analysin Infinitorum (Appendix de Superficiebus. p. 369.). 


VI. Nimmt man in I. die pofitiven 2, y', zZ auf den 


entgegengefegten Seiten, und führt alfo —z, —y, —z- 


ſtatt 2, y, z in die Formeln ein, fo erhält man: 
x x(00s®@sinpsinp + cosıy cosp) 
— y’(cos@ sinw cosp — Cosır sing) 
+'z'sin @ sin w; 
y= — x (cos cosy sinp — sinıy Cosıp) 
+ y’(cos Ocosıwcosp + sinysing) 
— z’sin © cos 3 =” 
— z=xsinOsing — ysin® coop — ⁊ cos 0 
oder 
=  xlcospcosp + cos © sin) sing) 
+ y(cosissinp — cos © sin ıy cos4p) 
+ 7 sin © sinıy ; | 
ym=. x(sinwcosp— 608 @ cos i sinp) 
+ y(sinysinpg + c0s® cosy cosp) - 
— zsin@ cosy ; 
z= — xsinO sinp + ysin®@oosp + % cosQ. 
Unger diefer Geftalt bat ſich Encke diefer Formeln bedient, um 
daraus die oben (20.) auf anderm Wege bewieſenen von Monge 
« gefundenen merkwuͤrdigen Ausdrüce mittelft goniometrifcher Zer⸗ 
legungen auf eine elegante Weife abzuleiten (ſ. 20.). 


22, Endlich druͤckt man die Coordinaten eines Punktes im 
Raume zumeilen auch noch auf folgende Art aus, indem wir 
bloß rechtwinflige Coordinäten in's Auge faſſen. Sey nämlid) 
M (Fig. 15.) ein willführlicher Punkt im Raume, O der Anz 
fang der rechtwinfligen Coordinaten, M’ die Projection des 
Punftes M auf der Ebene der xy. Man denfe ſich von O nad) 
M cine gerade Linie OM=r gejogen, welde man den Ra—⸗ 
dius vector nennt, und immer als pofitiv annimmt, Die 
fage diefer Linie beflimme man durch den mit dem pofitiven 
Theile der Are der z eingefchloflenen Winkel, welchen wir = 9 
feßen, und von O bis 180° zählen wollen, auf allen Seiten der 
Are der z, immer von deren pofitivem Theile an, Die Lage 
der Linie OM', welche den Anfang der Coordinaten mit der Pros 
jection des Punftes M auf der Ebene der xy verbindet, beftim- 
men wir durch den von ihr mit dem pofitiven Theile der Are 


— — 
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der x eingefchloffenen Winkel , indem wir: aber diefe-Winfel 
von dem pofitiven Theile der Are der x am nach der Seite der 
pofitiven y hin immer nad) einer Nichtung von O big 360° 
zählen, fo daß wir uns alfo vorftellen, daß die Linie OM’ einen 
ganzen Umlauf um den. Punft O vollende. Unter diefen Vor» 
ausfeßungen ift nun erfichtlih, daß mit Beruͤckſichtigung des 
Zeichens mit völliger Beftimmtheit oo 


2 = OM.cop=roop, 


fo wie auch, daß 
OM’ = OM.sinp = rsingp 
iſt, wobei wir bemerfen, daß OM pofitiv ift, weil ꝙ nie 180° 
uͤberſteigt. Ferner erhellet auch) augenbliclih, daß mit gehöriger 
Beruͤckſichtigung des Zeichens mit völliger Beſtimmtheit 

x = OM’.cosy = rsing cos 

y= OM.siny = rsinp sin y 
it, wobei man wohl zu merken bat, daß die Winfel u nad) 
der Seite der pofitiveny hin von O bis 360° wachſen. Wir 
haben alfo zur Coordinatenveränderung: | 
xzrsinpcosy, yrsingp sin), z=rCosp. 
Man ficht, daß die Lage eines Punftes im Naume durch) die 
Größen r, 9, W völlig beftimmt wird. Man nennt in diefer Be— 
jiehbung r, @, w polare Eoordinaten des PunftesM, und 
den Punkt, von welchem die Vectoren ausgehen, den Pol. it 
der Pol nicht zugleich der Anfang der Coordinaten, fondern wird 
Durch die rechtwinkligen Coordinaten a, b, c beftimmt, fo folgt 
aus dem Dbigen und aus (4.) augenbliclid) , daß 

xz=a + rsinp cosy 
y=b-+ rsing siny 

z =c-} rcosp 
it. Wollte man von. fchiefivinfligen Coordinaten zu polaren 
Eoordinaten übergehen, fo würde man am beften erftere vorher 
in rechtmwinflige verwandeln. | 
22. Ber Coordinaten in der Ebene befolgt man, um die, 
Lage einer von dem Anfange der Coordinaten als ihrem An— 
fangspunffe ausgehenden geraden Linie zu beftimmen, oft cine 


Pr 


andere Methode, wie die im Vorhergehenden durchgängig anges . , 


wandte. Eine folche Beflimmung wird nämlidy in dem vorlie- 
genden Falle auch ohne alle Zweidentigfeit durch den Winfel ge— 
geben, welchen die in Mede ftehende Linie entweder mit dem pofi- 
tiven Theile der Are der x, oder mit dem pofitiven Theile der 
y einfchließt, indem man diefe Winkel von dem pofitiven Theile 
der Are der x nach) dem pofitiven Theile der Axe der y, oder 
von dem pofitiven Theile der Are der y nach dem pofitiven 
Theile der Are der x hin von O bis 360% zählt. Geht die in 
Rede ftchende Linie nicht von dem Anfange der Coordinaten, ſon⸗ 
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dern von einem andern beftimmten Punfte als ihrem Anfangs- 
punfte aus, fo. denke man fic) durch) diefen Punft jivei mit den 
Coordinatenaren parallele Aren, und beflimmt nun in Dezug 
auf diefe Axen die Winfel ganz wie vorher, indem man in bei= 
den Syſtemen die pofitiven Coordinaten ganz nach denfelben 
Seiten hin nimmt. 

24 Hat man nun irgend zwei von dem Anfange der Coor- 
dinaten ausgehende gerade Linien, als pofitive Theile der Axen 
der xund x, fo ift flar, daß bei der vorigen Beſtimmungs⸗ 
weife die Winfel (xx’) und (xx) nicht einerlei find, indem im 
eriten Kalle der Winfel zwiſchen den beiden in Rede ſtehenden 
Einien von dem pofitiven Theile der Are der x, im andern Falle 
von dem pofitiven Theile der Are der x an genommen worden 
ift, beide Mal nad) derfelben Seite hin, Augenblicklich wird 
aber erhellen, daß immer 

(xx’) Re (x’z) = 360° 
iſt. 
25. Bedienen wir uns bei der Bezeichnung der Winkel nach 
der fruͤhern Beſtimmungsweiſe jetzt doppelter Parentheſen, ſo iſt 
in dem Falle eines rechtwinkligen primitiven Syſtems, und eines 
gemeinſchaftlichen Anfangspunktes beider Syſteme, nach (8.): 
| x = x’cos((xx’)) + y’cos((xy’)) 
| y=xcos((yx’)) + y’cos Gy 
Liegt nun der poſitive Theil der Are der x’ im dem erſten rechten 
Winkel zwiſchen dem pofitiven Theile der Are der x und dem * 
ſi tiven Theile der Axe der y, ſo iſt 
(I) = (Kr), (5x)) = 900 — x); ; 
‚cos ((xx’)) = cos(xx’), cos ((yx’)) = a): 
Liegt ferner der pofitive Theil der Are der x im zweiten rechten 
Winkel, jo ift 
(x)) = (x), (v9) = (xx) — 90° ; 
cos((xx’)) = cos(xx’), cos((yx’)) = sin x). 
Eben fo iſt, wenn der poſitive Theil der Are der x im dritten 
rechten Winfel liegt: 
(ax)) = 360% — (a), (GR) (x) — 90 ; ; 
cos((xx')) = cos(xx’), cos((yx)) = sin (xx’) h 
md endlich, wenn der pofitive Theil der Are der x im vierten 
rechten Winfel liegt: 
(xx) = 360% — (xx), ((yX’)) = 450% — (xx) ; 
cos((xx')) = 00s (xx), cos((yx')) = sin (=) A 
Alfo immer 
008 ((xX)) = cos (xx), cos((yx’)) = sin (xx) ; 
und ganz chen fo 
cos((xy’)) = cos(xy’); .cos((yy’)) = sin(xy). 
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Folglich ift in dem Falle eines rechtwinkligen primitiven Syſtems, 
und eines un Anfangspunftes beider Syiteme: 
x=xcos(xx) + y "cos (xy) 
y „= x sin(xx) + ysin(xy’). 
Mären a, b die Coordinaten des Anfangspunftes des ſecundaͤ⸗ 
ren Syſtems in Bezug auf das primitive, ſo waͤre, wie aus 
(4.) augenblicklich folgt: 
x=a+x 208 (x#’) + y’cos(sy), 
y=b-+xsin(xx) + y’sin(xy‘). 

26. Iſt das primitive Syſtem nicht rechtwinklich, der An— 
fang der Coordinaten aber beiden Syſtemen gemein, fo denke man 
fi) durch denfelben zwei willkuͤhrliche rechtwinkliche Yren der x, 
y gelegt, -Dann it nac) (25.) 

x" = xcos(x’x) + ycos(x”y) 

| y" = xsin(x”’x) + ysin(x”y) , 
und | — 
x” = x cos(x”x’) + ycos (x“y) 
y’=xsin(x”’x’) + ysin(x”y). 
Alfo u | 
xcos(x”’x) + ycos(x”y) = x’cos(x”x’) + y’cos(x”y’) , 
xsin(x’s) + ysin(z’y) = xsin(x’x) + y'sin(x”y) - 
Aus diefen Gleichungen findet man Teiche: 


—* "sin {(x”y) — (x“x)] + y’sin I(x“y) — (x I. 
sin (xy) — (x’x)} 
_ xsin} (x”x) — (x”x)} r y’sin{(x”v — (X RN. 
= sin {{x’y) — (xx)} | 
Laͤßt man den pofitiven Theil der Are der x” mit dem pofifiven 
Theile der Are der x zufammenfallen, fo ift 


(xx) =0, (xy) = (sy), G), (Xy) = Ry I» 
Alſo 


_ xein{(ay) — aX)}) + YsinLay — Ay) 
sin(xy) Di 
— sin “3 + y sin(xy) 


Laſſen wir aber den pofitiven Theil der Are der x mie dem 
pofitiven Theile der Axe der y sufammenfallen ‚, und nehmen jeist 
an, wie auch in der Folge immer gefchehen foll, daB die pofiti- 
ven y’ gegen die pofitiven x’, die pofitiven y’ gegen die poſiti— 
ven x ganz eben fo liegen, wie die poſitiven y gegen Die poſiti⸗ 
ven x; fo erhellet leicht, daß 

(x’x) = 360% — (xx”) (24) = 3600 — (xy); 

Kr) er — —* (YS)) 360% - (yy), EF) = 0 
ft. Alfo 
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— sin(yx) 4* y ugy). 

sin (xy) 

„xsin{(xy) — (yX)} + lines 

— sin (xy) 

Wir haben folglich | 

„— Kineye) + ysinlyy’) 

— sin (xy) i 
— sin(xx’) + y’sin(xy’) 

sin (xy) 


_ * sin xy). — (xx’)} + y’sin {(xy) — er, 
sin (Xy) 
une trennen), 
sin (xy) 
Aus der Vergleichung dieſer Ausdruͤcke folgt 
sin (xx') = sin (xy) — (yx’) } 
sin(xsy)=ein{ay) - (yy)} 
sin (yx‘) = sin{ (xy) — (xx) } 
sin (yy) = sin {(ay) — ay')) - 


und 


Alſo a 
ſ * sin (x’x) = sin (xy) — (y’x)} 
sin (x’y) = sin{(xy’) — (yy)} 
sin(y’x) = sin { (x’y') — (x’x) } 
inyy)snt@y)—Ry)}. 


7, Wir wollen hier nun alle zur Coordinatenverivandlung 
bei Coordinaten in der Ebene nöthigen Formeln zufammenftellen. 
Die Coordinaten des Anfangspunftes des -fecundären Syſtems 
in Beziehung auf das primitive werden immer durch a, b be, 
zeichnet. 

1) Soll man von einem u zu einem diefem parallelen 
Syſteme übergehen; fo ift nah (4.) 

xmza+tx,y=b+y 

> Um von einem fchiefwwinkligen Spfeme su irgend einem 
u fchiefiwinfligen Syſteme überzugehen, dat man nad 
(26. 

x’ sin(yx’) + y’sin(yy') 
sin (xy) d 


— x’ sin(xx’) ++ y’sin (xy’) 
an 


3) Um von einem rechtivinflichen Softeme ju einem 1 for 
winkligen uͤberzugehen, hat man nad) (25.): 
x = a-+-xcos(zkX’) + y’cos(xzy’) , 
‚yz=b+xsin(xf) + y'sin(xy’). 


= ar 
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4) Soll man von einem rechtwinkligen Syfteme zu einem 
andern rechtivinfligen Spfteme ‚übergehen, fo ift 
(sy) = 0, (xy) = %0°. 
Alfo nad) (26.). und (24.) | 
sin (y’s)=sin {90° —(x’x)} = cos (x x) = cos {360° — (xz)} = cos (xx’) , 
sin (x’x) =sin {90° — (y’x)} = cos (y’x) = sin {360° — (xX)} =-sin (xx). 
Rach der Weife aber, wie wir hier die Winkel nehmen, iſt offen- 
bar (yx) = (xy). Alſo 


sin (xy’) = cos(xx’), cos v)= — sin (xx) . 
Folglich nah) Nr. 3. | 
x=arxcos(sX) — ysin(ax),  * 


y=b+xsin(xx) + ycos(ax). 
— beide rechtwinklige Syſteme einerlei Anfang, ſo iſt, fuͤr 
xx) = c: 
| x? — x’?cosa? — 2%ı’y’sina cose + y’?sine?, 
y?’=x?’sina® + 2xysina cosa + y’?cose? . 
Alfo | | 
“22, y? = (X? + y”?)(ina?+coa)=x?+y?, 
weldyes eine allgemeine Eigenfchaft aller rechtivinfligen Syſteme 
mit einerlei Anfang iſt. 
5) Soll man von. einem fchiefwinfligen zu einem recht⸗ 
winfligen Syſteme übergehen, fo hat man nach Nr. 3: \ 
x = atxcos(x'x) + ycos(x’y), | 
 y=b+zsin(xx) + ysin(xy), 
wo x, y die rechtiwinfligen, x, y die fchiefivinkligen, und a, b 
die. Coordinaten des Anfangspunftes des fehiefiwinkligen Syſtems 
in Dezug auf das rechtwinklige Syſtem find. Beſtimmt man 
aus diefen Gleichungen x, y, fo erhält man: | 


 _ Ein) — 


sin {(x'y) — (xx)} ’ 
u (s’— b)cos(x’x) — (x — a) sin (x’x) 
— ‚sin —6 


Aber offenbar (xy) — (yx), und (ig) = 360° — (xx) 
(24.); alfo (Ay) — (xx) = (zX) + (yX) — 360%, 
Solglid) Ä 
— (x’ — a) sin (yx’) — (y — b) eos (yx) | 
ae) + ya) 
__(@—a) sin(xx’) + (y’— b) cos (xx’) 
— "sin (ax) + x) 

W. Bei polaren Coordinaten in der Ebene endlicy denkt 
man fich einen von dem Anfange der Coordinaten als Pol auss 
" gehenden Radius vector von dem pofitiven’ Theile der Are der x 
nad) dem pofitiven Theile der Are der y bin beivegt, und Des 
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zeichnet den von demſelben mit dem poſitiven Theile der Axe der 
Seingeſchloſſenen Winkel, indem man dieſe Winkel von O bie 
360° zählt, durch ꝙ, den Radius vector felbit, welcher immer 
als pofitiv angenommen wird, durch r. Unter diefen Vorauss 
feßungen überzeugt man fich augenblicklih, daß, wenn x, y 
rechtiwinflige Goordinaten find, ganz allgemein 
| xm=rcosy,y=rsinp 
ift. Iſt der Pol nicht der Anfang der Coordinaten, fondern ein 
durd) die rechtwinfligen Goordinaten a, b befliminter Punkt, fo 
folgt aus (4.) augenblicklich 
x=arrcop, y=b+rsing. 

29, An neuerer Zeit dat man zur Erleichterung gesviffer 
‚ fpecieller Unterfuchungen andere von dem im Vorhergehenden aus— 
führlid) betrachteten verfchiedene Coordinatenfyfieme vorgefchla- 
gen, worüber man ’ B. eine fhöne Abhandlung von Pluͤcker 
in Crelles Journal. B. V. 8. 1. nachfehen fann. In Gu 
dermanns Grundriß der analytifchen Sphärif. Coͤln. 1830. 
führe der Gebrauch fphärifcher oder Bogen - Coordinaten zu vie 
len merkwürdigen und intereffanten Saͤtzen. Dem gewöhnlichen 
Coordinatenfyfteme gebührt aber vor allen übrigen der Vorzug 
der allgemeinen Anwendbarkeit. 


Coteſiſcher Lehrſatz. | 
L’Huilier, Principiorum calculi diff. et int. ex positio 
elementaris. Tub. 1795. p. XXVL | 


“ Lagrange, Lecons sur le calcul des fonctions. 
Nouv. &d. Paris. 1806. p. 143. 
Lacroix, Traite du calcul diff. et du calcul int, 
T. 1. Paris. 1810. pP» 114 — 130. 


Eytelmwein, Grundlehren ber hoͤhern Analyfis. B. 1 
Berlin. 1824. ©. 174, 


Cauchy, Cours d’Analyse de l’ecole royale polytech- 
nique. P. I. Paris. 1821. p. 348. 


Cribrum arigpmeticum, f. Eratofthenes Sich. 
Cubikwurzel, ſ. Wurzel. 


Cubirung der Körper, ſ. vorzuͤglich den Artikel Ste: 
reometrie im vierten Theile. 


Cykloide. Eine der merkwuͤrdigſten Eigenſchaften der Cy— 
kloide iſt folgende. | 

Sei BC (Fig. 16,) eine beliebige rectanguläre Curve, d. 1. 
eine folche, bei welcher die Beruͤhrenden in B und C refpective 


\ 


Eyfloide. Ä 495 


auf den auf einander normalen Axen AB und AA’ fenfrecht 
find. Wenn man, von C anfangend, die Eurve BC abıvickelt, 
wodurd die Curve CD entficht, zwifchen den Parallelen AA 
und BB’; wenn man hierauf wieder die Curve CD, von D au 
fangend, abwickelt, wodurch zivifchen denfelben Parallelen die 
Curve DE entficht, und diefes Verfahren in's Unendliche forte 
fest; fo nähern ſich die Curven BC, CD, DE, EF, FG, GH, ° 
u. ſ. fe immer mehr und mehr einer halben Eyfloide,. deren Bas 
fis der Linie AB gleich und parallel ft. 


Zuvörderft folgt aus der Natur der Evolution unmittelbar, - 
daß die entftandenen Eurven, wie die gegebene, fämmtlich rectan— 
gulaͤre Curven find, und daß die Berührenden MP, PN, NQ, 

R, BS, u. f. f. abwechſelnd auf einander fenfrecht und ein— 
ander parallel fein müflen. Der Winfel, welchen die einander 
paralfelen Berührenden MP, NQ, RS, uf. f. mit der Are 
AB cinfchließen, fey = ©, und man feße 


CM=xz cMB =a 
CP = z CPD b 
EN x END = a 
A —E 4 EOF = b’ 
GR=x” GRE =#&" 
GS = z” GSH =ıb” 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


Aus Fig. 17. erhellet num augenblicklich, wenn man ſich an 
jeder Curve zivei einander unendlicy nahe Berührende denft, Mit 
telft einfacher geometrifcher Säße die Nichtigkeit folgender Gleis 
chungen: , SE ee 


Nach der Natur der Evolution ift aber: 
MP=CcCM=z 
PN=DP =b-—z 
NO =EN=7z 
QAR=F=b’ — 7 
VRR E—E 


— 


u. ſ. f. Pe Ya ; 
Alſo 
FR = ox' 027 _ ox” _0"_ 0x” Br 
erneuern 


Hieraus erhält man: | 
Mm x00,2= 0, 


Er ‘ 
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wo das Integral fo beſtimmt werden muß, daß es für — 0 
verfchwindet. Set man dann 9 = 4, fo wird z=b, 


Ferner. ift: 
O5 = 08 — 20 f00, x =b8 Noo oe, 


- indem man diefes Integral wieder A beftimmt, daß es für 0 — 0 

verfchtwindef. Setzt man dann Q=}r, fo wid X=a, 

Man hat hier zu bemerfen, daß — Alles auf die den Beruͤhren⸗ 

ben der erften gegebenen Eurve BC entiprechenden Werthe von © 
Ganz auf ähnliche Art ift: 


oôe = x00 = b898 — 0900 [109 
z’ = 1b®? — os 09 — 
oder nach einer kuͤrzern Bezeichnung: 


z’ = ;b9° fe x0®, 


wo das integral wieder fo beſtimmt werden muß, daß es für 
= 0 0 verſchwindet. Setzt man dan O=4n, fo wird 
2 =D, 


Kerner hat man: 
0x” = b'08 — 1b8?08 + oe [ae re 


x” —b’® — bu + [oe fr. 


diefes Integral wieder ſo beſtimmt, daß‘ es, für 9=0 ver 
ſchwindet. Für O = }r wird dann x” — a“. 


"= xX00=b8 — be, 38 +0 f"ae: [zöe 


rl oo: [xöe, 


das Integral immer wie oben — 
—* ae: fxöe 


x b0 — B. En fie fie 


3" =x"00=b'080-b. 2 00+b.54509- 0 06: fxö6 


"=. Z br — x08. 


2 = 














ox” = b’098 — br. 





 Gyktoide. 497 


Wie man auf diefe Art weiter gehen kann, faͤllt im die Au— 
gen. Wir haben demnach folgende Formeln: . 


z —= 1/2080 





e⸗—— [73 * 9? 95 Ss. f 
""=bO-b. . Ef 00: [z00 


In „ 9? J * o* 9% 6 
ı =b — 2347 ee: -/ 00: [röe 
uff u. f 


wo alle Integrale fo beftimme werden muͤſſen, daß fie fr — 0 
verfchiwinden. Der größte Werth von x iſt — a. Alſo iſt 


offenbar | 
[re < 00, /z08 < 9a, 


woraus ferner leicht folgt, daß die Integrale 


Jefmerf' ve fre, [oo fr0, fe‘ fe, — 


reſpective kleiner als 
62 02 9° 85 95 
ea ed... 
find. Da nun © nie größer als 4 iſt, fo werden diefe Brüche 
bald: fehr flein, und man fann alfo näherungsweife feßen: 
05 
2.3.45 —— 





3 
xn) = hu=-),0 — bin-2. + bin-3), 


en Q?n—3 5 gan—1 
+ no” 73m D’ 


9+ 8° 
DEE u re Te 
u. On-2 Om 
hd EP. m 
mit defto größerer Genauigfeit, je größer n if. Es iſt alfo 
nach dem Dbigen, wenn man der Kürze wegen "a 4rr feßt: - 
Supplem. zu Klügeld Wörterb, 1. Ä ı Hi 


% 








02 
zin) — bin—1) — b(n-2), 


498 — 


an) = hca⸗, æ — bia-2 . 5 + bi: 1.345” — 


— ans 


a ee RES ER NETTE 
n - 2,3: De 2.3; mn 
— mi) — 2 (ne — — 
a ie, — — + b — 
A —— a?n 
+6,57, (n—2) — de we 


Beyeichnen wir nun * Werthe der Integrale 


* 00: [ra0 Sf wor fme, f ‚00: f>00, neh; 


„ welche diefelben erhalten, wenn man fie po beſtimmt, daß fie für 
0 = 0 verſchwinden, und dann 0 —=477 feßt, nad) der Reihe 
durch A,, A,, As, uf fe, und vertvandeln die gebrochen 
Sunction = — | 

b—A,y-+ A,y?— Ay? + Ay — .. 
J 33.035.060 1 
in die Reihe 
ı BEPITPTHF TFT TS 
fo erhalten wir zur Beftimmung der Coefficienten folgende Gle: 
„ Hungen: 
ß =b 
4 a? 
= Pz — A, 
2 4 f 
= RZ — — * A; 4 
F a? n a® 

P=Pyz #537 3. J— — 
Zr : F 

ßr 76 that 
u. ſ. f. ut. fi 

aus denen, wenn man fie mit den aus dem Dbigen folgen 

den Gleichungen: 





»b =h 

b=bE—A, 

eb -br5 + As 

an b" & aa tt 6 te 

bu bh" £ gt ER; 
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vergleicht, ſich ergiebt: | 

ß —b, 4 = b’, B" — 2°; "= — b”, 
Da aber. A,, Ay, As, Ass +... bald fehr fein — wie 
wir vorher gefehen haben, fo wollen wir, wie oben, diefe Größen 
von Az an vernachläffigen, indem wir 

Azn = Aꝛn42 = = Ani = 2... ? 
fegen. Dann entjpringen alfo, wie aus dom Dbigen erhellet, 
die Groͤßen | 
.b,b,b", b”,...ba-n, bu), bu+l), .... 


aus der Entwicelung der gebrochenen — 


= b— A2y + —* — A,yJ? +... + Am. 2yn-i 
as s 
1- tar mama 1 


in eine Reihe, mit. defto größerer Öenauigfeit, je größer n iſt. 
Der Nenner diefer gebrochenen Function iſt =.cos(aYy) 
(f. d. Urt. Eyflometrie in d. Zuf. 10.); alfo nach demfelben 
Irt. (42,): x 
⸗ —_b — A,y + A,y’ — A,y® +. * Anno yu-i 


—3 — — | 


— p 4 y’ y + h” y2 + b"’y: +. ..+ EN +. 
Denken wir und nun die gebrochene Function @ in einfach 
Drüce zerlegt, und — zu dem Ende 
C, 





et ee ne : 
3 53 . 7: 
fo erhalten wir durch Verwandlung diefer Brüche in Neihen: 
= C++, +, +5 +G% +. | 
+! C++, +0G9’+ Co? + .. 
+IC+ U, H+ + SM +. 17? 
+iC+0,W + en + C,(n)° + ns 


J 4 e ® . .eo . . eo. 8 ee eo u 
fo daß alfo allgemein 

= C++ GH" H+. 
iſt. Wenn nun, wie wir bier annehmen ‚n fehr — iſt; " 


find 
R, He, (Mi, (IHR, ..... 


fehr Kleine Größen, und es iſt folglih nahe DDP —=C, d. 
b@) ift nahe eine conftante Größe, oder nahe 
2. — bin+2) — bin+1) — bin) = bun-N) = b(n-2) — 


Die Glieder der obigen Neihen für x und 2” werden bald 


ſehr klein, ſo daß es alſo vorzuͤglich auf die erſtern Glieder die⸗ 
J3i12— 
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ſer Reihen ankommt, und demnach mit deſto groͤßerer Genauig⸗ 
keit, je größer n ift, geſetzt werden kann: 
0: 6 @' 
cn | 9-53 13333 "33.7 +" 
e: CL 95 9° 
eG - at nat 
d. i. nach befannten Sägen: 
x(n) — b(n)sin ®, zin) = bum)(1—cos®). 

In einer beliebigen Cykloide denfe man fich jeßt einen be- 
liebigen Punft M, und bezeichne die Bogen der Cykloide von 
diefem Punkte bis zur Baſis und bis zum Scheitel refpective 
durch s und s’; fo ift, wenn a den Halbmeſſer des erzeugenden 
Kröifes, ꝙ den Wälzungsiwinfel bezeichnet, nad) dem Art. Cy⸗ 
floide. XIII. 

s = da(1—cos!p), Ss = dacos}p . 

Denft man fi) nun ferner durch den Punkt M eine Berührende 
gezogen, und bezeichnet den von derfelben mit der Bafis einge- 
fchloffenen Winfel durch ©’; fo folgt aus den Eigenfchaften der 
Cykloide (a. a.D. X.) leicht, daß 0 —= 90° — }p, sin O = 
cos 39, alfo 

 sm41-—sin®), s — 4asin 0 
iſt. « 

Bei den Linien CB, ED, GF, ...... nehme man nun 

; G, .... ald Sceitel, AB als Bafis an; fo ift, wie 
fogleih erhellt, md —=s, O= © zu feßen, und es ift alfo 
für ein fehr großes n | 
s’ — bin)sin © . 

Daher nähern fich alfo Die in Rede ftehenden Linien immer mehr 
und mehr einer halben Cyfloide, deren Baſis AB if. Der 
Durchmeffer des erzeugenden Kreifes it = + bw, 

Bei den Rinin CD, EF, GH, .... nehme man D, F, 
H, +... als Scheitel, AB als Bafıs an; fo iſt 20) s, 
90° — 9 = © zu feßen, wie leicht erhellet. Alfo ift 

s = bin) [1— cos (90° — @')} = bin) (1—sin®), 
fo daß ſich folglich diefe Linien ebenfalls einer halben Cykloide 
immer mehr und mehr nähern, deren Baſis AB, oder vielmehr 
der AB parallel if. Der Durchmeſſer des erzeugenden Kreifes 
ift wieder = + br, 

Der Erfinder diefes merfiwindigen Satzes ift Johann 
Bernoulli (Opp. T. IV. p. 98.) Euler hat zuerit einen 
Beweis gegeben (Nov. Comm. Petrop. T. X.). Auch f. m. 
Legendre Exercices de Calcul integral. T, U. Paris. 
1817. P- 541. s " . 

Noch einige Eigenfchaften der Eyfloide f. m. im Art. Va= 
riationgrechnung (51, 52. 54, 61.). 
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 CHklifhe Functionen, gleichbedeutend mit Kreis - Fun—⸗ 
etionen, ſ. diefen Artifel und vergl. die Artikel Hyperbolifche 
FSunctionen und Potenzial-Functionen, 


Cyklometrie. Die von Kluͤgel gegebene Darſtellung 
dieſes uͤberaus wichtigen Artikels iſt ſo veraltet und zum Theil 
auch unvollſtaͤndig, daß eine faſt ganz neue Bearbeitung deſſel⸗ 

ben nöthig zu feyn: fcheint. 


I. Entwidelung der trigonometrifhen. Linien 
in Reihen nad) den Potenzen der Bogen. 


1. Es kommt zunaͤchſt auf die Entwicelung des Sinus 
und Coſinus in Reihen an, wobei wir, die Binomial-Coeffi— 
cienten der nten Potenz der Kürze wegen bier bloß dnrd A, 
B,C,D,E, ..... bezeichnend, von folgendem geometrifchen 
Satze ausgehen. Wenn n eine pofitive ganze Zahl it; ſo iſt 
ummer: | 

sin(x+n®) = sinx + Acos(x-F49)(2sin}®) 
— Bsin(x+3®)(2sin4®)2 | 
— Coos(x+39)(2sin49)} 

+ Dsin(x+30)(2sin}®)* 

i ee ee re | 

cos(x+n0) = cosx — Asin(x+40)(2sin}®) 
— Bcos(x +20) (2sin4®)? 

+ Csin(zx+30)(2sin4}0)? 

«+ Dcos (x +30) (2sin4©)* 


Daß diefe Formeln für n = 1 gelten, iſt leicht zu zeigen. Es 
ift nämlid): 


sin(x+ ©) = sinx cos 0 + c0sx sin 0 
= sinx(1—2(sin40)?} + 2cosx sin 4Q cos 40 
= sinx + {cosx cos1® — sinx sinz3@} (?sin 40) 
= sinx + cos(x++9)(2siny®), | 


d 


cos(x + ®) = cosx gos® — sinx sin ® 0 
= cosx|1—2(sin 49)? }— 2sinx sin 40 cos5© 
= cosx — |sinx cost!@ + cosx sin4@} (2sin}®) 
= cosx — sin(x+49)(2sin}®).. 


. Es kommt nun darauf am, zu zeigen, daß die Sormeln 
fürn +1 gelten, wenn fie fir n gelten. Unter diefer Voraus- 
feßung ift: 
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sin(x+(n+1)0) = sin(x +n6)cos® + cos(x-- n®)sin @ 
= sinx cos® + cosx sin © 
+ Alcos(x 410) cos O — sin(x + 40) sin @} (2sint®) 
BD [sin(x+30@)cos@ + cos(x + 20) sin @} (2sin 46)? 
— C —— — — sin(x+3 O) sin ©} (2sin +9)? 
in 6) 
+ Acos(x+30)(2sint®) 
— Bsin(x+30®)(2sini9)? 
.— Gcos(x +59) (2sin+®)® 
a Er 
cos(x+(n 4 1) 0) = cos(x +n®)cos® — sin(x+n0®)sin ® 
= cosx cos® — sinx sin® 
— Ajsin(x++0)cos@ + cos(x-+40)sin ©} (2sint®) 
— Bicos(x+30®) cos® — sin (x + 30) sin ©} (2sin 19)? 
+ Clsin a + — 30) sin 0 (2 sin 20)⸗ 
ie een — ———— 
ze cos(x+ ©) ’ 
— Asin(x+30)(2sin!®) 
— Bcos(x+30)(2sin!®@)? 
+ Csin(x+39)(2sin}®)? 
= 2 er Be 


Allgemein ift aber: 

sin (x 4 560) * sin ( 
cos 0 4 cos (x + * 9)sin © 
= sin (4 eo) -2 (sin Ho \+2 al 9)sin +9 c05;0 


+5 


1 








= sin 





“)(2sin40) : 





| = sin 
* * = cos ( 
=cos(x+ 


= cos (4 ea —* A _— = o)sin} ®c0s;9 


=cos(x +20 ) — sin (x 


Mittelft diefer Ausprüce erhält man — 
sin(x+F(n+1)0) = 
sinx + cos(x+46®)(2sint®) 
+ Acos(x+40)(2sin4®) — Asin(x-}+-30)(2sin 49)? 





cos® — sin a sin © 














in1®). 
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Bsin (x 4 3 0) Q Sin 320)2 — Bcos (x 440) (2sin 40)⸗ 
— Gcos(x+ 29)(2sin}0)? + Csin(x 40) 2 sin 420) 
+ . DEE, ... er 
— sinxz + (1-+A)cos(x +40) (2sin}©) 
— (A -+B)sin (x +30) (2sin40)? 
— (B-++-C)cos(x-+ 30) (2 sin 10)? 
+ (G+D)sin(x+40)(2sin49)* 
+ 2. 2 0 4 et 2.0. j 
= sinx + A’cos(x+ 49) (2sint®) 
— B’sin(x+39)(2siny0)? a \ 
= C’ cos(x +30) (2sin +9)? >: 
+ -D’ sin (x + 20) (? sin 30)? \ 


wenn wir die Coefficienten der (m +1)ten Potenz eines Bino- 
miumg durh A’, B, C,D,E, ..... bejeichnen, nad) einem 
befannten Sage von den Binomial- Coefficienten (f. d. Art. 5.). 


Eben fo ift 
*cos(xF(n+1)0) = 


cosx — sin(x + +9) (2sin 40) | 
— Asin(x+t9)(2sin}4®) — Acos(x +30) (2sin 40)’ 
— Bcos(x +230)(2sin4@®)? + Bsin(x-+- 309) (2sin 59)? 
+ Csin(x+30)(2sin}8)? + Ccos(x-+ 30) (2sinz9)* 
———— EN Dr aan nee — 
= cosx — (14 A)sin (x 430) (2sin 30) 

— (A-+FB)cos (x + 20) 2 sSin 40)⸗ 

+ (B+C)sin (x +30) (2sin$0)? 

+ (G+D)cos(x-++$0)(2sin 49)? 


= cosx — A’sin (x +10) (2 siu 46) 
-— B’cos(x-+ 20) (2sin 49)? 
+ C’sin(x +30) (2sin 40)? 


sin(x+n®) = sinx + — cos (x + 410) (2sin 40) 

= Yin 26) (2sin}9): 

n(n— 1) (n—?) 
— 1.2.3 


= 22 ER : 4 
+ Ben De Paint 46) (2sin}®) | 


cos (x + 29) (2sin 0)? 


_ ri j y + J 
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oder 

n® 

sin (x 4-n6)=sinx + — cos(z +40) 

| n®(ne—®).. 2sin L@\: 
gina 30), (>) 


FR mus-as 9m —20) cos(x + —WV 





2sinto\ 
o 


n®(n®- ©) (n@- a 30) sinz® | 
+ Zi EEE sin(x + 20) (23° ) 


+ ® e e . . » u 8 8 8 8 8 He “ ‘ [1 


oder, wenn wir n0 — i fegen, wo i jede Größe bedeuten — 
ungeachtet, daß n immer eine ganze pofitive aafl feyn muß, da 
© jede Größe bezeichnen fann: 


sin(x + Dmeinx + cos (x+30) (First 2 0) 
| 9 in (x + 30) — =) 


_ 1606-20) 2 sin +0) 
ee 70 So cos (x + 30,(—, 19)’ 


+ 36 -Ni-29)6- 30). 2sinL@Q\% 
a in ar 20) (EEÖ) 


— e LE} [} * ® ® . ‘ “ u 38 8 #8 82 9. 


Die Größen i ‚und © find nur ber einzigen Bedingung — 
worfen, daß — z eine pofitive ganze Zahl ift, 


Eben fo ift 
cos(x+n®)= cos x - —sin (x +40) SE sin4®) 





— 


—— eos (x +29) (2 sin 48)? 


+ an du, (x + 39) (?sin 4©)% 


_ n(n—1)(n—2)(n—3) — 
4 dh cos (x+39) (2sin 10)? 
= c0sX — 2 sin (x +40) (39) 

n®(n® — ®) 2sini 

_ os (+ 30) (EZ an, 

n@(n® — ®)(n®—20) . : 2sin1®\3 
is 1.2.3 met :9( ) 


n8(n®- @)(n9-2@) (n9 -30) 2sin4® 
« 1.2.34 salz —— 7 
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cos (x Fi)=cosx — — sin (x +10) (2) 


‚i(di— 6) y 2sintON? 
— 1.2 cos (x +38, (239) 


— 13) 


ea 008 (x + 40) (arte * 


— 0} [ 





. . ® % . “ 0 . na 8 8 8 8 oe 


Setzt man x=0, und fchreibt dann x für i, fo wird, indem 
man zugleich 20 ftatt © feßt: . 


sux = — cos a (“ =) 
* 1 (©) 

z(x—20) . (= 3 

— — sin 20 — ) 


X(X—-20) (x—40) (er ) 
rem CO83O| ——— 
o 


1.2.3 
x(x—290)(x—49)(x— 60) . sin O\* 
1.2.36 sin 40 ( Ö ) 
x + “ . . a 8 Re. 08 . 8 8 er... 





cosx =1— - sin o(“=®) 
= EN cos 2e (2) 


x(x—20)(x— 40) . sin ON? 

® 1.2:3 sin30( 5) | 
x(x—29)(x — 49) (x—6®) si O\* 

en 77 77 ) 





wo x ganz willführlic, ift, und O nur ein ſolches Verhalten zu x 
hat, daß eine pofitive ganze, gder zZ; eine poſitive gerade ganze 
Zahl ift. | 

2% Bevor wir weiter gehen, ift ed nöthig, einige Begriffe 
und Site von den Gränzen vorauszuſchicken. Zugleich wollen 
wir die folgenden abfürzenden Bezeichnungen gebrauchen. N foll 
immer eine poſitive Größe bezeichnen, welche zwar als gegeben, 
aber ftets als beliebig flein gedadht wird. @, 6, Yı Or zer. 
follen immer gegebene pofitive Größen: bezeichnen. Die Fleinfte _ 
unter diefen Größen foll durch M (a, 4, Y, 0, ++.) bezeichnet 
werden. Den pofitiven oder abfoluten Werth einer Größe, wo 
es auf denfelben befonders anfommt, wollen wir durch Vor— 
fegung eines p vor das Symbol der in Nede ftehenden Größe 
audeuten, fo daß alfo in dem zunaͤchſt Folgenden p nie einen 
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Coefficienten oder Factor bezeichnen ſoll. x wollen wir uns im⸗ 
mer als poſitiv vorſtellen. 

Iſt nun ꝙ (Xx) eine beliebige Function von x, und L eine 
conftante Größe von ſolcher Befchaffenheit, daß der pofitive Werth 
der Differen; L— 9(x) für jedes x, welches fleiner als eine 
gewiſſe pofitive Größe @ genommen wird, kleiner ift als eine ge— 
gebene noc) fo fleine pofitive Größe N; fo heißt L die Gränze 
der Function ꝙ (x) für abnehmende x. Die Größe N fan be= 
liebig. flein angenommen werden, und @ muß fich dann, wenn 
L die Gränze von a feyn foll, fo beftimmen laflen, daß der 
in Rede ftehenden Bedingung genügt wird. Man fann alfo flatt 
N natürlih auch ZN,4N, N, IN, ... ſetzen. | 

Soll alfo für abnehmende x die conitante Größe L die 
Gränze der Function P(x) feyn; fo muß fi, wenn N eine 
beliebige gegebene noch fo Fleine pofitive Größe bezeichnet, die 
pofitive Größe & fo beftimnien laffen, daß für jedes x, welches 
‚<eift,piL—g(x), <N if. 

3. Wenn L die Gränze von p(x), L, die Gränze von 
9,(x) if; fo it L+L, die Gränze von g(x)+Y,(x). 

Nach der Voransfeßung und nad) (2.) laſſen fih a 
und 8 fo befiimmen, daß ptL—gp(x))} <4N fürrx<oe, 
pıL,—9,(x)} <4N für x <P. Beide Bedingungen wers 
den zugleich erfüllt, wenn man x <M(e, P) nimmt. Alfo ik 


p{!L—y(x)} +p!L,—yp,(x)}| <N 
für x <M(a, 4). Uber offenbar immer 


pIL-9@)}) + pl —9,W) 5 piL-Yg@Q + L.-L ) 


>piL+L,-yW-9,@)}- 
Alfo 
piL+L,—-yM-9, RW <N 
firx<M(a, P). Solgliy L-+L, die Gränze von p(x) 
+9,(x) für abnehmende x (2.). Der Satz gilt, wie aug 
dem Beweiſe erhellet, die Functionen und ihre Gränzen mögen 
pofitiv oder negativ ſeyn. j 

St L, die Gränze von @, (x), fo iſt offenbar — L, die 
Gränze von — 9, (x) Folglich it L+(—L,) die Graͤnze 
von (X) + (—gY,(x)), . u L—L, die Graͤnze von 
Y(X)—9P, (X). 

Sind L, L,, La, ... Ln refpective die Gränzen von 
P(X), Pı(X), Pe (X), .... Pn(X); fo folgt mittelft wieder 
bolter Anwendung unfers Satzes augenblicklich, daß HL+L, 
+ L, +... + La, wo ſich die obern und untern Zeichen 
nicht auf einander zu beziehen brauchen, die Gränze von + P(x) 
E99) ER) EEE aeR) iſt. 
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4. Wenn L, L, die Gränzen von @(x) x) find: 
fo ne. die Stränge vo p(x). — u, f 2 


= L-y)=X, L-p@)=X ; 
L-X=y(), L,-%, =9,%; 
fo ift. | 
LLRL— LX-LX, + XXL, =): - 
LL,— p(X).p(x) = L,X + LX, — XX,. 
Nach der Vorausſetzung ift es verſtattet, zu ſetzen: 


pX <r(z- — fürx <uo; 


X, <e() ‚ frx<Pp; 

PX <y, frr<y; 

pX, <N, fürx <06. 
Diefe Bedingungen erfüllt man zugleich, wenn man x < Ma, ß, 
y, 6) feßt. Alſo iſt un 


PUN<T, — J, 


— E | 
für — 8, Yı 6). Alſo auch | 
p(L,X) + p(LX,) + pXX,) <N 
für x <M(a, ß, y, 6). "Offenbar  ift aber immer: 
- p(L,X) + p(LX,) + PXX,) > pt, A+LX,—XX,): 
Folglich ft auch) 
P(LX+LX,—XXK,)<N 


für‘ x<M(a, B, y, o), d. i. 

p{L, ya). A <N 
fie x<M(e, ß, y, 6). Alſo it LL, die Gränze von 
px). P. (X). 


5. Iſt die Graͤnze von — — a eine conſtante 
Groͤße; ſo iſt * die Graͤnze von en, =, 
Nach der Vorausfeßung ift man berechtigt zu feßen: 
piL—-y(a)} <p(aN), frx<ar 
Alfo offenbar auch: 
Pe < N, für x C a; 
IT nn <N,fix<a. 


| Jolglich in. E — die Gränze von ‚de — Setzt man — 2 für a; fo 
folgt augenblicklich r daß aL die Gränze von a 9(x) ift, wel— 


\ 
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ches man uͤbrigens auch auf ganz aͤhnliche Art, wie vorher, bes 
weifen fönnte. 


6. Man babe nun die Function 
x(x —20)(x—40)..(x—210) 
1.2.3.4.5... +1) EREOLICH 
wo wir x und A als conftant, © als veränderlich betrachten. 
x, fo wie alfo aud) © (1.), fey pofitiv. Wenn © fortwährend 
abnimmt, d. i. fi) immer mehr und mehr der Null nähert; fo 
nähern ſich 


sin ey); 


x—20, x — 40, x—-60,..,x—210 
ſaͤmmtlich immer mehr und mehr der Graͤnze x, ſo wie 


cos (14 1) 0 und en * 





immer mehr und mehr der Einheit, ‚ wie aus ganz einfachen tri— 


‚  gonometrifchen und geometriſchen Gründen augenblicklich erhellet. 


Daher ift, wie aus den in (3.) — (5.) bewiefenen Sägen 


unmittelbar folgt — 


1.2.3.4 ... (4+1) 
die Gränze der obigen Function für abnehmende ©, 
Eben fo leicht erhellet, daß die Gränze der Function 


x(x—29)(x—40).. .(x— 210) j sin ON\I-+I 
1.2.3.4.5...(+1) sina+ne (7, 


— 0 if, weil, wenn © abnimmt, sin(A+1)® der Null 
fid) immer mehr und mehr nähert, 


Setzen wir alfo 
s— — cos ®& (> 4 


_ 16-20 20) .; in 20 — =) 











2 «208-0, sin © 
a wel 
\ x(x—29)..(*— 230) (cos (A +1) 0 (ie ey 
- 77.2.3..(Q+1) pmürne 
— — us 
z=1— Zsin e( 5 
u ze cos 20 (*” =) 


x (x —20)(x — 48) . sin © 
ar = 5 ya F 





* 


+ x(x—29). ‚20, — sin + 1 a — on 


1.2.3...(2+1) lcos(l +1) oJ 
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wo die doppelten Zeichen in der zweiten Reihe keine Beziehung 
zu den doppelten Zeichen in der erſten haben; ſo folgt aus dem 
Vorhergehenden und dem in (3.) bewieſenen Satze, daß, für 
abnehmende ©, die Gränze von 


X x3 ze .* x? giht 1 
— 7 u | > are er . . * —, 
1 1.2.3 1...5 — == 1...4+1) 


und die Gränze von 3 
— x2 x x6 xaꝓ*i 0 
ra et tee) | 
ift, wobei man zu bemerken hat, daß in den leßten Gliedern 
die obern oder untern Multiplikatoren zu nehmen find, jenac)- 
dem A + 1 eine ungerade oder eine gerade Zahl ift. 


7. Die Größe x ift, wie ſchon erinnert, ſtets als gegeben 
und conftant zu betrachten. Es läßt. ſich alfo leicht eine Zahl 
35 2x angeben. Für eine ſolche Zahl iſt, wie augenblicklich 
erhellet: | j 





xt Ixutti 
ee ee 
xurl > 2xu-+? / 
Berne la)” TI 
xu-2 2xut3 
1....(a +2) 1....(4 +3) 
uff u. ſ. f 
oder — 
x xu 
1. ven: Loose 
\ xut? <ı xA-+t 
1...(4+2) ” ?1...@+1) 
xu43 <ı zu? 
1....(a+3)  ?'1....(ua+2) 
u. ſ. ſ. uch 


fo daß man alfo nady dem. .erfien Sage des zehnten Buche der 
Elemente des Euclides immer endlidy auf ein Glied 
1 — < 3N — 


wo alfo » > u ift, kommen muß. Da v»>u, di. 2x 
it; fo iſt 








x 0. pr 
1....9 * 1...+1) 
xr+1 Ixrt2 ' 
1....(#, +1)" 1...(7+2) 
xv+? 2xrt3 


1....(-++2) 1....(+3) 
U. ſ. f. u. ſ. f. 
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Folglich, wenn man auf beiden Seiten addirt, und aufhebt, was 
ſich aufheben laͤßt: 


u xr+ xr.+2 xr+3 
er RER PER Ta re 
2 a x⸗ xyHi xr : xr43 
u wer 1....# +1) + 1... 03 ORTE Tai 
d. i. nad) dem Dbigen: 
xv xy--1 N xy.+2 


u, ran !T. —5 *1 — at 


8, Da die Hielfachen von ©, wie aus dem Dbigen unmit- | 


telbar hervorgeht, die Größe x nie überfteigen, oder vielmehr die 
Glieder, wo dies der Fall ift, ſaͤmmtlich verfchwinden, und x ſo— 
wohl, ale aud) ©, pofitiv ift; da ferner weder der Sinus, nod) 


der Cofinus, jemals > 1 ge immer <A iſt; fo il 





flar, da 
x(x-28).. en 6) (cosv®\ (sin © 

1 1.2.3.4... le ) \<— 
x(x-29). #5 — 3 sin (+ 1) 2) (ir Zr — 
——— (+1) \cos(» +1) 0 1....0+1) 








x 126).(220) 1 cos (v + 2) a ( (6) F rt 
ad ek) sin(v +2) © 1....(r#2) 
x (x-20)..(x-2(v+2) ©) /sin(» + 3) ) (“re ey” Be 
as. cH) cos (+3) © 1....(7+9) 
uf A 
iſt. Bezeichnen wir alſo die Summe der Größen auf der linken 
Seite durch 2, die Summe der Größen auf der rechten Seite 


durh 2; fo it 
2< X ’ 


Nehmen wir nun, wie es nad) (7. ) immer möglic) ift, » fon, 


daß A <HN il, fo iſt auch QA<AN, Folglich Q4 AM. 
Alſo um ſo mehr: 
xv xv2 x:* 
21 ..., +7 — *7 — 5 * — 
da die zu 8 addirte Reihe offenbar feiner als die durch 2 be 
zeichnete Reihe iſt. 
Die Glieder der Größe auf der linfen Seite find ſaͤmmtlich 
Poin tiv, fo daß alfo der abfolute Werth diefer Größe um fo mehr 
N feyn wird, wenn man auf ganz willführliche Weife einige 
Ihrer Glieder negativ nimmt, wie ſogleich in die Augen fällt. 
Auch erhellet aus (7.) unmittelbar, daß man fich immer » 
ugleicy fo angenommen denfen kann, daß es, wie es gerade der 
* der Betrachtung erheiſchet, eine gerade oder eine ungerade 
Zahl it, weil mittelſt der Betrachtungen in (7.) der Werth die 
fer Größe nicht u. abfolute Weife, fondern nur auf eine folde 
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Art beſtimmt worden ik, daß man dieſelbe groͤßer als eine ge⸗ 
wiſſe gegebene Groͤße zu nehmen hat. 


9. Man denke ſich nun zuerſt » fo beſtimmt, daß es eine 
ungerade Zahl, = 41, iſt, und daß, indern man 


x(x-29)..1x—410) /sin —BR 
1.2.3...(22 +1) 


(NAH 26-29. .« 2040 sin (22 42) Mer — 


= (— 1)% ö c08 (+ 1)9 


x(x-20)..(x-4(4+1)0) sin O\2%44-3 
Cura. — ar —— 
4 e e [} ® oe ® a [} “ » u 20 8 oo 8 8 ee» 8 98° q — 
x2444 
— ars .»(22 +1) 
* 
C. α 
x2ı-45 
+ u an wer re) 
| 
fest, 


p(B— P)<4N 
ift, welches nach (8.) immer möglich ift, wobei man nur die 
wegen ber Vorzeichen in (8.) gemachte en wohl zu be= 
rüchfichtigen hat. Nachdem man »— 24 +1 auf diefe Weife 
beitimmt hat, nehme man © fo flein, daß, — man 








sin © 
S = = 000 ( Fr) 
. x(x—206) . sin O\? 
_ 2629) 20(388) 
x(x—20)(x 240 sin 0 
7 me (7 


..er 2 08T [Tr 8 Hr 


ze Den N, sin O\% 
ar, 2 sinzae ( ö ) 


x x3 x5 x? 1 
— — — — — — — — ... — ul , — — 
1 19377 % 1..7r +( 1) 1...(24—1) 


Ss 

feßt, 
p(S—-S)<4N 
ift, welches nach (6.) ebenfalls immer ‚möglich ift, wobei man 
zu bemerfen bat, daß bei der Beftimmung von v—=2 + 1 die 
Größe © noch ganz unbeftimme bleibt. 
Man fann alfo © jederzeit fo beftimmen, daß 
p(S—S)+p($—- #)<N 

it. Es ift aber, wie augenblicklich erhellet, immer 
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PCSSVYM Pl) Ep(5-5 + 6-9) 
SpiSs+2)— (+8), 
fo daß man alſo um fo mehr © immer fo, beftimmen fann, daß 
it. PIGS-T) - (FPVINMN 
iſt. 


Da man ſich nun mittelſt (1.) ſogleich uͤberzeugt, daß 
S+- pP = sinx 
ift; fo Fan man. alfo © immer fo beitimmen, daß 
pisinx— (SH@)I<N 


ift. Aber | | 
; ._ x x? x? x x? 
— 4: 133171775 — Pr Bun 


Alfo kann man immer © fo Elein nehmen, daß der abfolufe 

Werth der Differenz 

x x3 — 

4=sinz — IT * st 5 - 475 u N 
fleiner wird, als jede gegebene, ur fo fleine, Größe. Nun ift 
aber 4 von © ganz unabhängig. Alfo muß der abfolute Werth 
der Differenz A an ſich fleiner als jede gegebene, noch fo fleine, 
a feyn, woraus. man augenbliclih fchließt, daß Z==0, 
folglich 


iſt. Mir Haben voransgefeßt, daB x pofitiv fen. Bekanntlich 
iſt aber allgemein sin(—x) =—sinx; alſo 


— x x3 x> 
—— — tra, — 

=. 1-3) (3) er „i=x)’ 

J 1.7 = 


- fo daß alfo in völliger ufgemeinheit Fir jedes x: 


i x x x> 7 59 ; * 
urn T71.2.3 LIE voov De 
iſt. 


10. Ferner denke man ſich » fo beſtimmt, daß es eine 
gerade Zahl, = 24, iſt, und daß, indem man 


Ze: I Se Inter 1) @) sin ey) 


vo 0 (MM. c0s210 (— 


x(x — — 416) 
1.2.3... ar — A 


41 18-29). (%X-2022+1) 0) sin ©\%%2+2 
+ FIN. cos (22+2)0 (-) 


7 RE EEE En a ee 


+ (1a, sin ® ze) 
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*— | x% 
a AN. m 
er 
T Sn Nah. ..(22 +2) 
xa-r4 
we —8R (22 +4) 
N u ER 


feßt, 
p(? — ) < 4N 
wird, weiches nach (8.) immer möglich iſt. | ö 
Hierauf beftimme man © fo, daß, indem man: 
z=1— mel) 9 


_ a 098 sin =) 





+ —— n3o ("2 J 


— 2 ‚(x 222 — 230) . sin O\ 2-1 
er 1.2.3... @ — 1) 2-20 ) 

x? x® xi—2 
=1— — — — — +... + (11 — 
= =1 tn 1...67 +( un 1...(24—2) 


feßt, 
p(Z — =) < 3N 
ift, welches nach (6,) immer moͤglich iſt. 
Man kann alfo © immer fo beſtimmen, daß 
p(Z— Z) + pp” — wW)<N 
iſt. Es iſt aber immer 
‚pIZ— PCVA T— - 7) 
Spllz+ W)—- (?+ )}, 
fo daß man alfo um fo mehr © immer fo beftimmen fann, * 
pitZ+ V)- (Z+ Y)ı<N 
if, Aus (1.) erhellet aber ſogleich, daß 
Zz+ Vz cosx 
‚if, * man kann folglich © immer fo klein nehmen, daß 
pleszx— (FE + y)Y <N 
if. Da nun offenbar Ä 
x? x4 
— hr art 
ift; fo kann man immer © fo een — der abfofute 
Werth der Differenz u | 
N = cosx — 1-5tra-atra--) 


Supplem, zu Klügels Wörterb. I. - Kk 


.. 
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kleiner wird, als jede gegebene, noch ſo kleine, Groͤße. Da 
aber dieſe Differenz von © ganz unabhängig iſt, fo muß der ab⸗ 
folute Werth derfelben an ſich kleiner als jede gegebene, noch fo 
Eleine, Größe feyn, d. i. es muß f—=O0 ſeyn. Alfo 

x? x?’ x6 x8 


as=mil— 7537: 3 "7.377.377" 


für jedes pofitive x. Iſt x negativ, fo ift befanntlich allge 
mein cos(—X) — cosx; alfo 
2 4 6 a 
oe tn natrn nn 

ie. RR er ent, ker) . 

= 1.2 * — J * 1...8 — 
d. i. allgemein 

x2 17 Ze? x8- 

- Ser rgt, eat ee 


11. Die beiden Reihen 
R x3 x* x? x? 
BETT RT Tre 
x? x? x6 x8 
o =1-:,177.474"7,:r7:7.,37" 


find für die ganze Analyfis von der größten Wichtigfeit, wo— 
durch die Mittheilung des obigen Beweiſes derfelben, welcher 
allerdings nicht zu den fürzeften gehört, gerechtfertigt erfcheinen 
mag. Einen andern auf die Theorie der Gränzen gegründeten 
Beweis der erftern Reihe, den ich auc) jegt noch für völlig 
ftreng halte, findet man in meinen Mathematischen Abhand- 
lungen. Altona. 1822. S. 1, ff. An diefem Orte ift auch ges 
zeigt, wie vermittelft der goniometrifchen Gleichung 
sinx?  cosx? —=1 

die Reihe für den Coſinus aus der Neihe fir den Sinus berge- 
leitet werden kann. Einen Beweis mittelft der unbeftimmten 
Goefficienten f. m. in dem Artikel Unbeftimmte Coefficienten. 
(24.). Diefer Beweis feßt die Möglicyfeit der Entwickelung 
in eine nad) den pofitiven ganzen Potenzen von x fortfchreitende 
Reihe voraus, welches im Allgemeinen in Bezug auf jede Fun 
ction unter gewiffen Modificationen a. a. O. (7.) zu rechtferti- 
gen verfucht worden if. Einen Beweis durch die Differential- 
rechnung f. im Art. Taylors Lehrſatz (17,), welcher aber auf 
derfelben Borausfegung beruhen moͤchte. Ein fehr genügender Bes 
weis nach Cauchy ift im Art. Unmögliche Größe. (41.) geges 
ben worden, welchen nur vorzumerfen feyn möchte, daß er den 
Gebrauch der imaginären Größen, an die doch bei einer an fid) 
fo elementaren Betrachtung unmittelbar gar nicht zu denfen if, 
implieirt. Die von Klügel (Thl. I. ©. 620. ff.) gegebene 
Darſtellung möchte die wenigfte Befriedigung gewähren. Wenn 
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auch unfere obige Darftellung nicht zu. den einfachften gehört, fo 
fcheint doch der völlig firenge und evidente Beweis ſolcher wich- 
tigen elementaren Säge um feinen. zu hohen Preis erfauft wer— 
den zu koͤnnen, und in der That mag ein einfacherer völlig ſtren— 
ger Beweis nicht leicht zu führen feyn. | 


12, Wir gehen nun zu der Entwickelung der Cotangente 
über, welche wir am leichteften mittelft der leicht zu bemweifenden 
goniometrifchen Gleichung | I | 
1+cosx 


Lcot 1x = - 
? 7 2sınx 


gewinnen. Nach diefer Formel ift nämlih, wenn wir für sinx 
und cosx die vorher ‚gefundenen Neihen: feßen: 


x? x? x6 x3 " 
| ' Tat a te 
got im oT — e——— 


x? x* x° x 
1-73 tr73":n3tr090. 
ZA + Bx? + Cz* + Dx$ + Ex® + ch. 
Muftiplicirt man mit dem Nenner, und feßt die Coefficienten 
einander gleich; fo erhält man folgende Gleichungen: 





1 = A 
1 1 
u Pe er B— 1753 
4 B 1 
2.1.8 2 753*753 
1 CB 1 
—— Por Su us Senke ver, 
1 D CB 1 
2.1..8 — J LS RT + 1..9 
u, ſ. f. \ j Ur ſ. f. 
welche ſich leicht auf folgende Form bringen laſſen: 
ver 
B 3 
et - 75:73 
C B 5 
0=D—;- a re A 7 
D C B 7 
0=E-73177371.7771.9 
u. J. f. u. ſ. f⸗ 


oder 
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0=(-B) 345 

0=-0)- tn 

ET End en Sn Sud 2 0 a 

— 2) - 24 I -r 
u. ſ. f. | uff. 


Vergleicht man diefe Gleichungen mit den in diefen Zufäßen im 
Art. Bernonllifhe Zahlen (1.) aufgeftellten Gleichungen; fo ift 
Har, daß in der dortigen Bezeichnung: 
—-B=.,—C=f,—- D=y-E=d,...; 
alfo, wenn wir wie a. a. D. die Dernoullifchen Zahlen durch 


13 535709 
B, B, B, B,B, .... 


bezeichnen: 
| Be —1.2B 
B = — 1.2.3.4C 
B = — 1.2.3.4.5.6D 
B= — 1.2.3.4.5.6.7.8E 
B = — 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 F 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


iſt. Folglich F 


1 
4 — — — — — — — — — — — — e 
zcot;3x= x ſe 1.2 1..4 1..6 1..8 | h 
d. i., wenn man 2x für x feßt: 


1 \ 3 5 7 
1  2°2.Bx 2*%.,Bx® 2°.Bx5 28,Bx’ 
t —— — — — EEE ——— — — — — (EEE GE — — ... 
a ae er 1..4 1.6  1T..8 


Doß aus diefer Entwickelung felbft zugleich die Statthaftigkeit 
der Annahme der Neihe | 
A -F Bx? + Cx* + Dx6 + Ex? +» .... 
hervorgeht, fällt in die Augen. Zur Berechnung der Bernoulli- 
ſchen Zahlen ertheilt der angeführte Artikel ausführliche Anleitung. 
‚13. Gebt man in die leicht zu beiweifende goniometrifche 
Gleidyung: P 


tangx =.cotx — 2cot?x 


für cotx und cot2x die entfprechenden Reihen nad) (12.); fo 
findet man nad) einigen leichten Neductionen der Eoefficienten: 


Cyklometrie. 57 


3 s 
2?,(2? —1)Bx 24. (2 — 1)Bx? seem 


— 1.2 + 1.4 1.6 
7 ; — 
23 .(28 — 1) Bx? 
+ — er Ze EL 
14, Ferner uͤberzeugt man ſich leicht, daß 
cosecx tang 4x + cotx 


iſt. Setzt man nun für tang42x und cotx die entſprechenden 
Reihen aus dem Vorhergehenden; fo wird 


1 3 5 
2(2—NBx , 2(2? —1)Bx? , 20251) Bxs 


1 
ar A ee: 77 Tr er 797 ey 1..6 


7 
2 (27 —1)Bx? 
pi + a er a 


15. Seßt man E 


1 
secx = = 
cos x 


1 





x2 x* x6 .x8 
ara Late 
B B B | 
= — 3 — 4 6 20603 
a te 





ſo erhält man, wenn man mit dem Nenner multiplicirt, zur 
Beftimmung der \Eoefficienten B, B, B, 2.... leicht folgende 
Gleichungen: 

1=B 


2 
0=B-—-B 


> 


4 2 
0=B-—-6B+B 
8 4 2 
0=B—-15B+15B—B 
8 ‘6 4 2 
0=B— 238B + 0B—238B-+B 
u. ſ. f. uf. f. 
Die beſtimmten Coefficienten in dieſen Gleichungen ſich, wie fd» 
gleich erhellen wird, die Binomial-Coefficienten der geraden 
Potenzen. Das Geſetz naͤher zu eroͤrtern iſt um ſo weniger 
noͤthig, da in dem Art. Bernouͤlliſche Zahlen. (10.) in dieſen 
Zufägen von der independenten Beftimmung der Sefanten - Coef- 
ficienten ausführlich gehandelt worden if. Auch m. Scherk 
Mathematische Abhandlungen. Berlin. 1825. Erſte Abh. 
über den Zufammenhang der Sefanten- Eoefficienten mit den 
Bernoulliſchen Zahlen. | 


16. Da 


 sinversx == 1— cosx - 
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iſt; ſo iſt | A \ 


17. Bezeichnet, wie gewöhnlich, e die Baſis der natuͤr— 
lichen Logarithmen, und ſetzen wir der Kürze wegen — 1i; 
ſo iſt bekanntlich: 

ix x? ix? x* ix’ 
* u a Tr ze 1.2.3 + 1..4 + 1..5 
x? x* ‘ix x3 x5 ‚ 

* — — 7 Bat h 

d. i., wenn man auch —x für x feßt: 
eix = cosx + isinx, erix = cosx — isinx. 


Beſtimmt man aus diefen Gleichungen sin.x, cosx; fo erhält ntan: 


z eix — e ix eix + e-ix 
sinx = — — cosx = — — 
* 2i : 2 4 


und hieraus ferner: 


t _ eix _ e-ix = eiix 1 _ 4 — emdix 
angx = i (eix + e-ix) = i(eixh 1) =. i(1 + ex) 
gotx — Feisterii) _ ifeix +1) „ illHemNir) 


eix — e=mix  eldix—1 1— e-2x 


| 18. Diefe imagindren Ausdruͤcke find für die ganze Ana— 
lyſis von der größten Wichtigkeit, und leiften bei Beweiſen und 
Summirungen von Neihen oft vortreffliche Dienſte. Die nach 
Moivre benannten Formeln find eine unmittelbare Folge aug 
denfelben, indem nämlich für jedes n: 


cosnx + isinnx = erix — (eix)n = (cosx + isin x)» 
cos nx — isinnx = emnix — (erix)u = (cosx — isinx)" 


iſt. 
19. Waͤre z. B. die Summe der Reihe 
* =1 + > cp + een cos2p + A 2 cos Ip 
+ 0.00 


zu finden; fo giebt man diefer Neihe mittelft der gefundenen ima— 
gindren Ausdrüce leicht folgende Form: 
_ n ei®.+ e-ia 
=> 1 4 Kae — 
n(n—1) e2ip + e-2ip 
+ 7739.77 
n(n—A)(n—?2) , eiv eräp 
1.2.3 j 
+ 


Cyklometrie. 519 
2y= 14 xeiv + ezyu- — 2) 
re re 2) 2 e-iio 


d. i. nad dem Binomifchen Lehrfage: 
2y = (1 +xeip)a + (1 + xe-ip)a | ‚ 
d. i. ER (17. 3: | 
2y=(i +xcosp+ixsiny) + (1 +xXcosp — ixsinp)». 
Setzt man. 


n(n—1) , i: 
12 x? eꝛp + 


x" ein +... 


1 + xcosp = «acos®, xSin = asin®; 
fo wird: — | 

2y = an(cos®+isin OB)» 4 an(cos ® —isin O)a 
== g% (eind + e-in®) 


in® ind 
y= a tet = ancosnd . 


Aber | 
a? = (1 +xcosp)? + x?sinp® =1+2zcospy+ x’ 


xsinp x sin 


u — — 
mus 1-+xcosp’ u FETTE 


Folglich: 
_ xsinp 
y=(1+?2xcop+ x2)? cosn Arctang It zog 


Wäre die Reihe gegeben: Ä 
y=xsinp-+ 42?sin?p+ 3x’ sindp + 4xdsindp · . · · 
ſo waͤre 


eip — e-ip eip — e-2ip 
m — IX? — 
y 2 T ? 21 
eiip — e-3ip 
x. —— 
+3 21 
etip — e-4ip 
x?, 
73 ã 
— e . e e . , 
Gym xeip + Ix2eip 4 4xdeip + Ixteio th. 
- xe-iv — 3x? e⸗ꝛip — mar er — —— —* oe... 





d. i. | 
ꝛiy ⸗ — logn (t—xeip) + logn (1 xe-ir) = — 


Folglich 


1 ⸗xeiv 
xeip " 


dm xerip 3 


eiy — —— — 
1— zeip 


evil x (eip  e-ip) 
— — — — — — — 
eꝛi 4 1 2 —x(e!P + e7"P) 
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eip — e-ip 
eiy—i ua 2i 
i(eöy+1) — TE Ems 
er EB 
xsing- 
i—x cos 





tangy = 
und demnach 


xsin 
y= Arctang Hr . 


Für j 
x? x3 nr 

: ! = 1+xcosp + 7.3 °052p + Er + .... 

nder manı ! 


y= 14 Leir + gie + x 3ip 
Fee er er 





+ir Leer Zei + U ensig ro. 
T a 1,2 1.2.3 j \ 


d. i. 

2y — exeꝛ⸗ + rem? 

== exg0sp+ixsing + ex cos ꝙ - ĩx sin ꝙ 
— ox 008 ꝙ (eixsinp 4 e-ixsingp) 
oder 


y= e*008P cos (xsin p) · 
Eben fo ift für 
’ 8 . 3... 
2y=xssinp + ee + zei aꝙ +... 
ya gxeip u gzerio 
=> ex 0069 (eixsing - er-issing) 





oder 


I) 


y= e2008p sin(xsing) . i 

Aehnliche Beifpiele wuͤrden ſich Teicht mehrere finden laſſen. 
Ueberall, wo die Eoefficienten der Reihen Sinus und Coſinus vielz 
facher Winfel enthalten, leiften die imaginären Ausdrücke der Sie 
nus und Coſinus vortreffliche Dienfte bei der Summation. M. 
ß u. wa Abhandlung von Elaufen in Crelles Journal 


5 . . « 


II. Entwidelung ber Bogen in Reihen nad 
Potenzen ihrer trigonometrifchen Linien. 
20.° Wenn man eine, in eine Reihe entwickelte, Fuuction 

PX von x finden kann, welche der Gleichung | 

= (yx)? , (yx)® x)’ 
tar irren 

genügt; fo ift, weil nach (9,) 
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R 2,3 rx\3 q . 
te 
iſt, 


x — sim ꝙrx, 

und folglich ꝙx ein Werth des Bogens, deſſen Sinus =x iſt, 
wobei aber vorausgeſetzt wird, daß auch in der That jedem be— 
flimmten Werthe von x ein beftimmter Werth von px entfpricht, 
welches im Allgemeinen nur dann ſtatt finden mird, wenn die 
für @x erhaltene Reihe convergirt, weil befanntlich divergivende 
Reihen nur eine analytiſche Summe haben, d. h. bloß als das 
Refultat einer allgemeinen: analytifchen Entwidelung zu. betrachten 
find. px muß nämlic) deshalb einen beftimmten arithmetifchen 
Werth haben, weil diefe Function als ein Bogen betrachtet wird, 
dem ein beftimmter Sinus entfpricht. Ä | | 


21. Zuerft wollen wir unterfuchen, ob uͤberhaupt eine folche 
Beſtimmung der Function Yx möglich ift, daß im Allgemeinen 
der Gleichung —— | | 

— (gs)? G.V 
2 3— —— * 


durch dieſelbe genügt wird. Da dem Werthe gx == 0 der Werth 
x=0 entfpriht, fo wollen wir 

gx=Ax + Brit + Oo 4 Dr 4 Exs -... 
fegen. Wenn man diefe Neihe nad) und nad) durch gemeine Mul⸗ 
tiplication auf bie ‚zweite, dritte, vierte, fünfte u. f. f. Potenz 
erhebt, und uͤberhaupt | 

(pX)R — Ann + Buzuht + Onxnt2 4. Dax un. 

fett; fo überzeugt - man ſich ſehr leicht, daß An = Ar iſt; daß 
B, nur die Coefficienten A, B, und B bloß in der erfien Po- 
ten; daß C. nur die Eoefficienten A, B, C, und C nur in der 
erften Potenz enthält, u. fe fx Fuͤhrt man nun die Potenzen von 
px in die obige Gleichung ein; fo wird 


x. Ax + Be? ++ Cx? + Dr’ + Ex’ $ .« 


1 
* 733% x + Baxt 4 O,2% + D,xC + N 





#7 [As + Buch Gr + Det. | 


1 } ‘ 
re KL s B, xs + 0,2? + Ds 


+ TC TE RR er era 


ss . Ax + Bx? 
+ I0-733% 5 


1 
‚F p 75A B. Ir 





_— 
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3 
+[6-; 335 + 677 7A, I 
1 1 | 1 
— — — —— 8 
” ſu TAſAͤr. TAD. - T— 


und wir werden alſo unſerer allgemeinen Gleichung genuͤgen, wenn 
ſich die Coefficienten A, B, C, D, E, .... fo beſtimmen 











lafien, daß 
iA 
0o=B 
"OERE EEE 
u 9 
| or 
0=D-;775B 
1 1 
0=Er 133% TAXXA- 
1 1 
ter r730 +; — 








1 1 
0=6G-773E& 4 3 &s - 7: 





| ie 
uff uff 
ift. Die Möglichkeit einer ſolchen Beſtimmung fällt aber fogleich 
in die Augen, wenn man bedenft, daß mittelft der beiden erfien 
Gleihungen A und B beftimmt find, daß nach dem Vorherge⸗ 


henden 
Az=A, =A=A, m=..m1i 


ift, daß B,, B,, B,, ... nur A und BB, fo u y u Onyiss 
nur A, B und C; D,,D,, D,, »... nur A ‚&D D ent- 
balten, u. ſ. f. Die wirkliche Beltimmung Fe Goefficienten 
mittelt obiger Gleichungen würde zu Weitläufigkeiten führen, 
weshalb wir, nachdem wir die Möglichkeit einer ſolchen Beitim- 
mung gezeigt, nun einen andern Weg einfchlagen wollen, wozu 
folgende vorläufige Degriffe noͤthig ſind. 


22. Wenn 
y=A + Bx + Cx? 4 Dr’ + Ex? + .... 


ift; fo Heißt die Neihe, welche man erhält, wenn man in jedem 
Gliede vorfiehender Neihe den Erponenten von x um Eins ver- 
mindert, und das Glied felbft mit dem Erponenten multiplicirt, 


* 
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die derivirte Function von y. Es ift alfo, wenn. wir die 2a 
rivirte Function mit Dy bezeichnen: 

Dy=B + 2Cx + 3Dx? + 4Ex’ + .. — 
indem man ſich A == Axo geſetzt denkt. 


23. Setzt man in der Reihe 
A - Bx -4 Cx2 + Das + Ex® — 
x + x für x, und entwickelt nad) Potenzen von. x’; fo erhält 
man, wenn der entfprechende Merth von y durch y, bezeichnet 
wird: _ 
y=A+Büstrx) CGX) DEA) +... 
—A 4 Bx+ Cx? + De + Ext +. 
+ G +2Cx + 3Dx? + 4Ex? + a 


d. i. 


24. Wenn 
A + Br + 0x + Das + Ext +. 
s=A+By+Cy:+ Dy+Ey +. 
ift; fo ift immer 
Dx.Dy = 1 . I 
Man fee x x für x, und nchme an, daß dadurch yin 
y-+t y uͤbergehe; fo ift nah) (23.): 
- yty=y+tDyr tr... 
xt Y=x +Ds.y +... 
oder 
y=Dyx+t. .., X —=Dıxıy' +.« 
Folglich wenn man in die zweite Gleichung fuͤr — "feinen Werth 
aus der erſten fegt: 
ü x = Dx.Dy.x +." 
für jedes x. Alſo 
Dx.Dy=1. 
35, Fuͤr px = y ift nad) (21.) 
ya ı Br + 0x⸗ + Dx? + Er +. 





y° y’ 
=y-ılstn BE RS 
fo baf alfo der’in (24.) Seifen Sat feine Anwendung findet. 
Nach (22.) if 
Dy = & + 2Bx + nn 2 ADxs + 5Ex? + ii. 
* 7y® 
tr Fre 


x, u 


3: 


Pa 
1artT.a 


— 1 
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d. i. nach (10.) 


Dr =coy= fi—x?, 


da nad) (9.) z 


er Dates 
iſt. Solglid) iſt nach ( 24.) 
1= Yi-—x?.(A + 2Bx + 30x? + 4Dx> u) 
ad)? mA + 2Bx + 30x2 + 4De + 5... 
. und folglih, wenn wir die Binonial>Coefficienten für den Er- 
ponenten — 4 nad) der Reihe bloß durch) 
B., Ba⸗ B;; Br Bs;> „... 
bezeichnen, da (1 — x?) 3 im Allgemeinen zwei Werthe bat: 
| +1 Br + Bxt — Bx + Bro...) 
ztrt 1 Bit BF Br Br, 
= A + 2Bx + 30x? + 4Dx? + 5Ex? + .... 3; 


>| 


* B>»DsreHm..=0; 
A=+1,C=338, E=+48,6=F48,,.... 
Nah (21.) it aber A=1. Alſo muß man die obern Zeichen 

nehmen, fo daß folglich | 
yzx3B2° + Ba x⸗ — 4B,x7 4 3B. xꝰ — .... 
iſt. Da nun | 
Bu _ CHl-4=t1)t-te2). .(—4—n+1) 
2 


+ + + 
2]: 
wo > 
—*4 


„u 
nr 





4 
D 
» 


ne 


und die — px iſt alſo durch dieſe Reihe im Allgemeinen 
fo beſtimmt, daß der Gleichung 

xep- —— —— — 7*. 
durch dieſelbe genuͤgt wird. Nach = a muß. nun aber 
die nase der gefundegen Reihe noch. befonders unterfucht 


| “ 
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— Betrachten wir zu dem Ende zunaͤchſt die geometriſche 
eihe 
1, Pp, pꝰ, pP’, Pfr . 


ſo laͤßt ſich leicht zeigen, daß dieſe Reihe jederzeit convergirt, wenn 

der abſolute Werth von p <1 iſt. Sey nämlich überhaupt 
n=1+pHrp’"+p®+p* +... pa, 

fo iſt 


Sn-m —-Sn = pr + pn+l po prtt 2... + pmtan-i 
| | J 
=p{i4ptp +. +pu) = Prim. 


Iſt nun der abfolute Wert von p <t, fo nähert fich, für je 
des beliebige beftimmte noch fo große m, offenbar San — Say 
wenn n waͤchſt, der Null fortivährend, und kann der Null be- 
liebig nahe gebracht werden, wenn man nur n groß genug nimmt, 
woraus man alfo fieht, daß Sa, wenn n wächlt, fich einer bes 
flimmten Gränze nähert, und die Reihe daher convergirf, immer 
vorausgefeßt, daß der abfolute Werth von p <1 ift, Uebrigens 
erhellet dies auch augenblicklich daraus, weil 

1— pa 1 p? 

'1-p 1—-p 1-p 

ift, und der Bruch „F— unter der obigen Vorausfeßung offen- 


bar der Null beliebig nahe gebracht werden. fann, wenn man 
nur n groß genug nimmt. Daß das fo cben Bewieſene auch für 
die Reihe 

p+tp+tp+p+r..=pliirpP+p+p +...) 
gilt, verfteht ſich von feldft. . 

Da nun die Coefficienten der oben für px gefundenen Reihe 
fimmtlih <1 find, und die Reihe 
x X, 25, XP, x°, 200 
convergirt, wenn der abfolute Werth von x <1 ift, fo ift klar, 
daß die für ꝙx gefundene Neihe für jedes x, welhes > — 1, 
<1 if, convergiet. Man kann bier auch den in dem Art. Cons 





vergeng der Reihen (21.) i. d. 3. beiviefenen allgemeinen Gab 


anwenden. Oeßen wir naͤmlich 


x? 
yx=xll + 35° 








£r 
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ſo iſt in der dortigen Bezeichnung 
1.3.5..(20—1) 1 1.3.5... +41) 4 


an 274.6... fi’ “HN 275.@n+2) Zur 


Folglich 


— —⏑ — — — — — 








Waͤchſt nun n, fo nähert fi) diefer Quotient offenbar immer 
mehr und mehr der Einheit, und kann diefer Gränze belichig 
nahe gebradyt werden, wenn man nur n groß genug nimmt, | 
Daher it a. a. D. A=1, und die obige Reihe convergirt oder . 
divergirt alfo, jenachdem x ziwifchen den Graͤnzen x — — 1, 
x—= + 1, oder außerhalb diefer Gränzen liegt. 

Sir x—=+ 1 wird unfere Reihe 


.3 
+ hi +4.4+ 3 aaa t te 
Auch diefe Reihe convergirt, wie fi) auf folgende Art zeigen läßt, 


1.3.5.2) ,  _1:3.5...@n+HN 
n=370.. m MET. Mar’ 
fo ift : 
tn+ı _ 2n+1 r n 
tn 2n+2 +2 


und diefer Quotient kann alfo, wenn n wächft, der Einheit bes 
liebig nahe gebracht werden. Daher it (Convergenz der Reihen, 21.) 


BEIDE 1.3 1.3.5 1.3.5.7, 
. % * . 3 . [ . 4 
rt trans ren 








convergent für jedes zwifhen den Graͤnzen = —1,x—= +1 

enthaltene x, oder, wenn wir x pofitiv nehmen, für jedes 

x<1. Bezeichnen wir alfo der Kürze wegen die Coefficienten, 

welche fortwährend abnehmen, duch a,, AL, Aay Ayy orocy und 

ſetzen 

sn — a + a,x 4 a, x + a,x? +... An-ıznml, 

fo fann n immer fo groß 'angenommen werden, daB für jedes 

gegebene noch fo kleine N und jedes m | 
„$n-Fm — sn < N 

if. Nun kann man aber offenbar.» fo groß nehmen, daß zugleich 
er z = — „ dr < an-4m⸗i 

ift, und es iſt folglich, weil 
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er — 
| +1 und a⸗ 
unter den Größen | | 
1 1 1 1 
Hi’ +3’ %» +5’ "mi? 
äy, Ay--i y Buh2y oc. Aukın-i 
tefpective die größten, dagegen 
zn+n—3 und Anm 
unter 
xn, zul, xn+2, ... zutm-1; 
Any An+iy An-+2> ++ An-ıp_i 
refpective die Fleinften find, offenbar 


1. 
ri” a, < an 3 





1 
273 < mt, Buhl << Ani 5 x 


1 2 
er ee nt 


1 
ES 


alfo aud) 


1 1 1 2 1 
tert tr ram 2 mi 
ven An x" + An-+i xn-+i + an-pa xn-2 + .. + Anka xn+-me1 j 
d. i., wenn wir | 


41 
S,=a, + a,:+ + a,-+ +... + An-1:5- 7 


r z2n—1 
eben 
j Sytın — 5» < San — 5n > 
d. i. nach dem Obigen 
Sk — Sr <N, 
fo daß ſich alfo diefe Differenz fiir jedes m, wenn man nur v 
groß genug annimmf, der Null beliebig nahe bringen Iäßt, 
weshalb folglicdy die Reihe 
1.3,.1.3.5 \ 
J 1 + 4-3 u y 748 + 2.4.6? + +. 7 
d. i, die Reihe 
»— 1.3 x* 1.3.5 x° 
144 5 ta trat 
für x = + 1 comvergent iſt (Convergenz der Reihen. 1.). 

Es fragt fih nun bloß noch, welcher Werth der Function 
Aresinx durd) diefe noch mit x multiplicirte Reihe, die wir wieder 
durch px bezeichnen wollen, dargeftellt wird, da befanntlich zu.ein und 
demfelben Sinus mehrere Bogen gehören, eine Trage, die fich, wie 





% 
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es mir ſcheint, leicht auf folgende Art beantworten laͤßt. Nach 
dem Obigen iſt die in Rede ſtehende Reihe fuͤr jedes x zwiſchen 
den Graͤnzen — 1 und +1 und für x — +1 convergent, 
fo daß man alfo die Zunction Px zwiſchen diefen Gränzen ges 
wiffermaßen als eine ganze rationale Function von x betrachten 
fann, woraus denn auc unmittelbar hervorgeht, daß diefe 
Function zwifchen den angegebenen Gränzen eine fletige Sunction 
von x if, Fuͤr x—=0Oif px=0 und aud Aresinx — 0, 
wenn wir den Eleinften Werth von Arcsinx in’ Auge faffen. 
Laͤßt man nun x von Null an, ohne die Gränzen — 1 und 
+ 1 zu überfchreiten, ſich fletig verändern, fo wird nad) dem 
Dbigen auch Px und offenbar auch Arcsin x von Null an fich 
ftetig verändern, immer aber wird px einen Werth von Arcsinx 
darftellen, wenn nur x > —1,x +1 ift, wie bier immer 
vorausgefeßt wird. Hieraus geht, wie _e8 und foheint, mit 
völliger Deutlichkeit hervor, daß fr x>—1,xZ +1 
durch Px der Werth von Arc sin x dargeftellt_wird, welcher 
ohne Nücfiht auf fein Zeichen — Ir if. Auch kann mar 
‚hierbei noch bemerken, daß die gleichen pofitiven und negativen 
Werthen von x entfprecyenden Werthe von Px einander gleich aber 
entgegengefegt find, welches eben fo bei Arcsinx der Fall ift, 
Für jedes ganze pofitive oder negative n iſt 
sin (Zn + px) = sin2nr cospx + cos2nz sin px 
= sın [px = X, 
sin ((2n<-1)n—yx) = sin (2n + 1)r cospx — cos (?n + 1)rsin x 
. = sın px = Xoe 
Alfo ift für jedes ganze pofitive oder negative n 


Arcsinx = Inn + x 


fe 
w on, 


— 
* 


| 


n 
vn 





— 
© 


im ? 
20 S 
O 
® . 
012* 


e 


* 
we 


IF+r + + + 


=(an+Hl)m—x 


bad ne 
w eo] 
4 

* 


28 
> 
no 





. 


N 0 





Dim N 
»|w op 
212: 
& 


u..n-. . 080 8 


immer fir x > — 1, x<+ 1 


Nm 
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= * Einen merkwimigen Ausdruck fuͤr das Quadrat der 
eihe 





22 
Arcsinx x + 3:7, 
1.3 x° 
+37435 
1.3.5 x? 
+3767 
1.3.5.7 3° 
774685 
+ .» 008 8 u. 6 N 


bat Stainville (Mölanges d’Analyse. 1815.) gefunden, 
Man gelangt zu diefem merfiwärdigen Ausdruck am leichteften‘ 
auf folgende Weife, wobei wir ung aM) der Kürze wegen der 
Differentialrechnung bedienen wollen. 
Sey die Function . 
ognta Ya T ee V \ 
zu entwickeln. 
Durch Differentiation erhaͤlt man: 
oV en 
ee a). 





B OXxX' Y:—1 Zu 
02V n(n—1){logn{(x+Yx?— 1) }n— x» 00V 
x x2.—1 TA WT 
dev — OV 


Nr = n(n—1){logn(x+ 1x? —1) |n-2 — ur 


Setzen wir nun | 
V=gn+gn.x +gyn.X? 435n. xꝰ 4 ,4n. he, 
entwickeln die Differentialquotienten F, =, und feßen deren 

Ausdruͤcke in obige Gleichung; fo erhalten wir die Gleichung: 
— 29,0 —2.3psn.x—3.Apın.x2 — 4. dpsn. —5.6pin.x — nn 
+1.29,n.x2 4 2. 3031. xꝰ + 3.Apın.xt +... 
=n(n-I)p(a-2) Fn(n-1)p,(a-2).z+na-Npm-).8’ +... 
— ꝙn. x pn? — .... 

Alſo allgemein 
— (z-+1) (442) — + (x — — = ee (M—2)—xr, 
a a ie x? y.n — n(n —1)px(n—2) — 


oder 
x? pn — n(n — 1) fx —22. 


NT @+D)@+2) 
Man ficht alſo, daß, wenn man nur 
logn (x + Y»2-1 ) 
Supplem, zu Kluͤgels Wörterb. J. 2 
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in eine. Reihe nad) Potenzen von x entwickeln kann, auch alle 
uͤbrigen Potenzen diefer Function mittelft obiger Relation in Reis 
ben entwickelt werden fünnen, Man feße zu dem Ende 
loen(x+Y®? 1) = v, 1-x)? = u; 
fo erhält man leicht durch Differentiation: 
JEDE. RE: REER. SERHERSRE. 
& Ya-i N-e.Yr-iı ii 


wenn wir wieder — 1 —=i feßen. Alſo iſt 
orHv_ 1 Oau 
OxıH 7 i 'oxı ? 

und folglich auch für x — 0: 


Oc+v 1 /OTu 
=. 
Segen wir nun 
(1 —x2)”? =1—B,x? + B,xt — B,1° + BR? — 1... 
fo ergiebt fich leicht: | 
en = {2.3..2p.®Bp —3.4..(2p+2). Ber? +...) (— 1) 


aaa = — 12.3.4..(2p 2) Betr =... (-1)R » 


Solglih für x=0: 


o?ru O?rtu 
(Bar) = 1-23 20-8 (OD, m) =0 . 
ande 1.3.5...(2p —1) 
| Dr nme 


Folglich, weil (IP. (= (Nr = +1 if: 
| (er) = 1? .3°.5°.7°...0p)? , 


und demnach | 
, OrtHv\ _ 12.32.52.72....(g—1)? 
Fr) — i 


wenn q eine gerade Zahl iſt. Für ein ungerades q find alle ent— 
fprechende Differentialquotienten = 0, - 


Nach der nah Maclaurin benannten Reihe ift.nun: 
_ Oov\ x O?v\ x? Ov\ x 
erteatrterst 
Solglidy, weil 


(v)=JlognY-1= lgni=i 


ift, nach) dem Vorhergehenden: 


Eyklometrie. | 531 


logn («+ Yx? 1) = i’ 


"| 4 


| m m.| m n.| ma „| 
1 ae — 
20 au 





+ + + + 
» 
> 
o 
| 


 ....8 -®+ 


woraus man leicht fchließt. (25.): 
ilogn(x+Yx?—1) = ii’ + Arcsinx. 
Man Hat hierbei zu bemerken, daß 


1 (a 10Ee EEE 


Sien=?2ifn—2=0; alfo 
flogn(x + Yx? —-1yn-2 1 > 
und demnach) in diefem Falle fir «> 0: 
‘ a2) =1,pan—)=0. 
Auch ift, wie fogleich erhellet, für n=2: 
| gun = (logni)” =i?. 


- Sernet ift u | 
_ =) _ n(logni)n-t  nin-t 


d. i. frn=?: 


2 
. y9,2= — I . 
Auch folgt aus der obigen allgemeinen Relation leicht: 
— 
Sr ng ei, 


fuͤr n — 2. Indem man ſich nun immer n = — 2 gefeßt denft, 
iſt allgemein für x > 0: 
x? gun 
PRATER’ 
- voraus man erhält: 
gn = (logni)? =i? 
2logni 2 
y.ıa= — = Fu 
g.n=—1 
1 2i 
nam 23T 
en 34 DE | 
tt2 ‘2 
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—— 5; 
y,*5 245% 
02.4 
ee ve: 
1.3.5 a 
a 2.4.6.7 i 
22.4.6 
s * 357.8 
—F 1.3.5.7 a 
PR=Z 0 24.6.8.91 
z 22.4.6.8 
Pıd= .375.7.9.10 


Hieraus erhält man | 
flognat- Ye? Dr =i? + as — 








d. i. nach (25.) | 
lilogen(x +2 — 1)? = — {2 + 2ii’Arcsinx 


x4 
++} 


Weil aber nach dem Vorhergehenden 
ilogn(s+ Y? 1) = ii + Arcsinx 
iſt; fo ift | | 
tilogn(x+ Yx®_-1) N’ = — y. + 2ii’Arcsinx + (Arcsinx)? 
worand, mit dem Vorbergehenden verglichen: 
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(Arcsinx)? = 3243 — E + 24 = 


2.4.6 x® 
+ 5.74 
4.6.8 x'0 
* —A 
“ . * « 


welches die von Stainville gefundene Reihe ift, Die Me- 

thode des Erfinders it von der vorhergehenden wwahrfcheinlich 
ganz verfchieden. Entivickelt man nad) den hier gegebenen allges 
meinen Formeln die Höhern Potenzen von ilogn (X + FXCCI), 


fo erhält man auch zugleich Reihen für die hoͤhern Potenzen von 
Aresinx. Das STortfchreitungsgefeg diefer Reihen wird aber 
bald ſehr zuſammengeſetzt. M. vergl. eine Abhandlung von 
Scholtz in Crelles Journal. III. 1. S. 70., wo ebenfalls 
eine von der hier angedeuteten verſchiedene Methode angewandt 
worden iſt. 


27. Um nun auch Arctangx nad Potenzen von x zu 
entwickeln, beweiſen wir vorläufig noch einen Satz von ben 
derivirten Functionen. Sind namlich y, z —— welche nach 
den Potenzen von x fortſchreiten; fo iſt 


D($) = zDy—yDz , 


3 
2, 
3. 


Man fee + x’ für x; fo it nad). (23.) 


Orte 


Um diefe gebrochene Function nad) Potenzen von x zu ent⸗ 
wickeln, ſetze man dieſelbe 


=A+ Br + CX? 4 Dr?’ + ..., 
fo iſt 


y+DyrY!+..=(2+Dz.x+...)({A+Br+...) 
‚ = Az + (ADz2+Bz)X +.... | 
Folglich 


An y, ADa 4 Be Dy, 
und hieraus: 
| A=T, B= 
— 
Nach (23. ) ift aber 
(2)=} + D(*).x RE A 4Ba MER 
Alſo | 


x 
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28. Nach einfachen goniometriſchen Gruͤnden iſt 


x 
| | sin(Arctangx) * Yıra | 
wo die Duadrativurzel pofitiv zu nehmen iſt, wenn, wie wir 
bier annehmen wollen, der. abfolute Werth von Arctan x den 
Bogen Hr nicht uͤberſteigt. Alfo ift nach (25.), da für jedes 
endliche beftimmte x der abfolute Werth von: 


























x 
Yı+x? 
immer 1 if: 
Arctangx = - . + 2 = ) . 

Yı+x? - Yıi+x? 

1.3 ./ x > 
+ are) 

1.3.5 , x 7 

+ 2.4 Hr) 
4 so. 8 ee a2 —0—0 © . . 


. woraus. mittelft-des binomifchen Lehrfages augenblicklich erhellet, 
daß Arc tangx in eine Reihe nad) Potenzen von x entwickelt 


werden kann. Auch) ift Far, daß diefe Reihe in allen Gliedern 
x enthält. | | 


29 Dan it alfo berechtigt, zu feßen: 
Arctaugx = y= Ax+Bx? + 0x? + Dx?’ HEx’+.... 
woraus (22,): | 
DArctangx =Dy=A + 2Bx + 30x? +4Dxr + ... 
De nun | 
BR _siny 
| x =tangy= cosy 
iſt; fo iſt nach (28.) 
Dx — 2% Dsiny — er Dcosy 
cosy 


Nach (9) und (10,) ift aber 
inysy-lat- are 


1 1..77° 
u y SEE I | 
a Sn Ze 5 mer Ba wor 
woraus fogleic) — “ 
D . 1 ‚y? y* 
sıny = "Ir, 3 um) 
D y° > 
cay=—-ytiz7z37iimztre = ur. 


| Alfo 
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Dr sy? Hin? _ 1 
| Zu cos y? — cosy? * 
Da nun 
2 2 2 
sin y? = —* cosy — 1 — — * — 


i+x 
it; fo iſt 


Endlich ift nach (24.) I 
Dx.DArctangx =1. 
Folglich 


DAro tangx = 


Dor=1+x. - 


I = 1 tat x4 x — os... 
und demnad): 
1—x? +x?— x +x? — ... = A+2Bx +3Cx? +4Dxr’ +... 


woraus fogleich: 
B=-D=F=s 
A=1,C=—31ı, E 
Alfo 
Arctangx = x— 3? 4 4° — 429... 
Ueberhaupt ift, für jedes ganze pofitive oder negative n: 
Arctangx =nn + x — ix? + 4x’ — 47 + — / 
Wir wollen nun auch die Convergenz und Divergenz der Reihe 
Arctangx = x{1 — a? + int — 380 4 IR — ne} 


näher unterfuchen. Nehmen wir bloß auf die abfoluten Werthe 
der Coefficienten Ruͤckſicht, ſo it (Convergenz. der Reihen, 21.) 


1 








ee Pe er 
alfo — 

u Rn: 

an ars, 3’ 


2 x 
woraus man fieht, daß für wachfende n diefer Duotient fich der 
Einheit immer mehr und mehr nähert, und diefer Gränze, wenn 
man nur n groß: genug nimmt, beliebig nahe gebracht werden 
£ann. Daher ift unfere Reihe convergent, jenachdem x zivifchen 
den Gränzen —1 und +1 enthalten ift, oder außerhalb diefer 
Gränzen liegt (a. a. O.). 

Fuͤr XLl if die eingefcyloffene Reihe 

N =1- Itrt-7Tr35 7.0 “ 
und diefe Neihe .ift nach dem Artifel Convergenz der Reihen 
(15.) convergent. Alſo iſt die Reihe 


536 Chpuklometrie. 


convergent oder divergent, jenachem x > —1,x +1 iſt, 
oder x außerhalb der Gränzen —1 und + 1 liegt. 

30, Setzt man in der vorher gefundenen Reihe für den 
Bogen durd) die Tangente x—=1, weldyes_verftattet iſt, da, 
wie wir gefehen haben, die Reihe in diefem Falle convergirt, fo 
erhält man: — 

i 21-2444—2 3— +...» 
Aehnliche Reihen wuͤrden ſich leicht mehrere finden laſſen. Eine 
merkwuͤrdige Umformung der Reihe für Arctangx f. m. im 
Art. Umformung der Reihen (16.). Setzt man in der Reihe für 
Are sinx, wie verftattet if, x—1, fo erhält man eine Reihe für 4. 


II, Berfällung der Erponential- Größen und 
‚trigonometrifhen Linien in Factoren. 


31. Wir gehen bei digfer Unterfuchung von der folgenden 
Summation einiger Reihen aus: 
Es ift Be 
cos (æ 4-4) = cosa cosf — sina sinß 
cos (—4) = cose cosß + sina sinß‘ 
cos (æ 44) + cos(a—Pp) = 2cosa cosß 
cos(@-Fß) = 2cosa cosf — cos(@a—P). 
Folglich, fr e — nx, P=x: 
cos(n+1)x = 2cosnx cosx — cos(n—1)x 
und demnach; 
cosx = cosx 
— cos 2x = — 2cosx cosx + 1 
cos3x — 2 cos?x CosxX — Cosx 
— cos4x = — 2cos3x cosx + cos?x 


cosäx — 2cosAx cosx — cos3x 
ı u. ſ. f. u f f 


Alfo, wenn man das Aggregat der Größen auf der linfen Seite 
der Gleichheitszeihen — S feßt: 
Ss = cosx — 28 cos&xs +1 —S, 
woraus man fogleich erhält; 
S = cosx — cos?x + cos3x — cosdx + ....= 
Mac) (10,) ift aber | 
S=z!= 1-1+1-1+1- ... 
— 1-2? +32 — 2 4 5° — ..). — 


wie 





1.2 
+ - 248-848...) 
— (a — 35 + 36 —46 + 5° eu) 1.6 
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woraus augenblicklich folgt: » 
1-1 +1 —-1 +1 -..=# 
1— 22 4 32 — 2 4 62 —. = 
1 — 22 32 — 40 4 on... md 
1 — 25° + 3° — 45 + 5° — ...=0 
u. ſ. f. ur. ſ.f. 
Ferner iſt auf ganz aͤhnliche Weiſe: 
sin (æ 4 4) = sine cos ß * cosasinß 
sin(«—f) = sine cosß — cose sin 


sin (a +) Fisin(e—P) = 2sine cosß - 
sin(@+f) = 2sina cos$ — sin(@a—P). 


Folglich, fuͤr e — nx, 3 x: | \ 
sin(n-+ 1)x = ?siunx cosx — sin(n—1)x, 
und demnach: Ä : 4 
sinx sink. 
— sin?x = — 2sinx 005% 


UNO 


sin 3x 2sin?2x cosx — sinx 
— sindx — 2sin3x cosx ‚+ sin 2x 
sin 5x 2sin 4x cosx — sin 3x 


A — u. ſ. f. 
Alſo, wenn wir das Asgregat der Groͤßen auf der linken Seite 
der Gleichheitszeichen durch S bezeichnen: 
S =sinx— 28 cosx — 8, 
woraus N 
sinx _2sintx cosix 
1+cosx 2costx cosix 
8 = 4tangix. 


25’ = — tang!x 


Aber nach (9.) 
sS= (1-2 43-4 +5 —..) 





— (1- 22 433 - 4. +5 - ....). 
. x5 
+41-243—86 45° ...).705 
x7 
—-(1—-” + aaa 1 BE Ze an 
4 . 0} . .. . . — — “ s oe Ne [ } 
und nad) (13.) 
3 5 i 
2NBx , Ai—1)Bx | (25—1)Bxs 
ztangjx = | 1. 5 + * Te 


Solglich, durch Vergleichung der einzelnen Glieder: 
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1-2 43-445 -...„ SE 
— — 3 
(2?—1)B 
— 93 2 — 43 ee — 
1249045 — 
1-8: 43-848. zo 
1-74 040... SS 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


32. Setzen wir jetzt 

sin?x , sindx sin sin Ax = 
I2n—ı 3in-ı 4 + * y2ua—ı 
fo ift nad) (9.) 


sihyx __ 1 1 x 
< + yan-ı = J Fr 32n—2  An-2 +17 





sinx — 


x3 











1 = +5 - at "1.2.3 
1 x> 

dx mut at 

en — 

m Str at u7 
x 1 x’ 1 ‚.x° 1 

an treten 

x 1 x3 1 xan-3 + 
= —I+ — — EH+ — — — 
1 == ya 1.2.3 y2n—4 en, .(2n —3) 

x2n—1 . x?n--1 


FF aın!tr Pers 


Eau? *) +) 


d. i. nach (31.) 

sin yx 
— yrn⸗1 

1 x? 1 er x2n—3 1 

+ —— — + —— .. — — — 
um: 1.2.3” Be + T IN. 53° y? 
. m x2n—1 
— 1. ⸗ (2n —1) * 


33. Setzt man in dieſer Gleichung n—X für x; fo er⸗ 
hält man, weil 








sin(za—x) = sinx 
sin(2r —?%x) = — sin?%k 
a - sin(3a—3x) = sSin?x 


sin(An—4x) = — sin 4x 


u. ſ. f. u. ſ. f. 
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iſt: | \ Ze | 
; sin?x _ sin 3x sin, dx sin yx 
a 77 1 22n—1 + 32n⸗1 T 5 Ani r..= —— ya—ı 
1 _ i 
= (n—x) & + ya? 
 (n—x)3 1 


1.2.3 7 7 ya 


er a, + 1 





———— 
= 1..(2n=3) 
en —— ur 
-1..@a-D 

Denkt man ſich die Potenzen des Binomiums m — x entwwicelt; 
fo fällt fogleich in die Augen, daß 


= =za+rA,x + A,x? 4 A,x? Lo... Aan - x⸗ↄn-i 
iſt. Fuͤr xX 0 if offenbar — — 0. Alſo a=0, Folglich 


sin yx _ 
= yın-ı 


Serner ift 


sinyx | sin?x , sindx | sin4x 
= ni — sinz 4 Q2n—i  —— Zan—1 + Am-ı 4 —— — 


1 ain 2yx sin 2x sin 4x sin 6x 
22n—2 yıa—ı - 22n—2 + 2. 2. 42n—2 + San 3, 62u=2 + —— 


woraus ſogleich 





= A,x + A,x? 4 A,’ ..... Anm-ızdan-i, 





sin yx 1 z ein 2yx 2 sin yx 
"yan-i 2m yan-ı - — y2u-ı 


folgt. Da nun 
Ep =Ax+r A,x? + Ar’ +... + Aꝛn- i x⸗ni 


| — = 2A,x + 4A,x? + 84, xꝰ po... Mn-i Aonmı Kaum! 
ift; fo ergiebt fi) aus obiger Sea. mittelft der in (32.) 
beiwiefenen Relation: 

A, ft ut3 — XS* 


| w y:u—2 
1 x3 1 
+ tr vr 
x5 


1 
+ A; J— * 1.57 * y2n-6 
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1 

[1-4 }x2n-3 ” 

+ Ans {1—$}% Ina ty 

— 2n—2 F — a, J 

+ Arne 1—- 1) x2n 77T. 5-7 

. 2n—1 

u — 2ni = 
+ Am-ıj 1 —2}x’n IT a1 * 


woraus augenblicklich: | 
A, =A,;=A, = = Ans = 0 


2n=3 — \ 
alſi ee Want. — 


220-3 224. 77 7 0 y2n-2 
1 20-51 1. 1 
1 2207 _1 1 1 
Alte et 
u. ſ. f. u. ſ. f. 
—— 1 1 


— 24 * | en — - 

Am-3 \ 1 31 Azn u 2 1....(2n—3) 
) 1 

An {1-2} = — Amı=r+ I. en? . 


Der Eoefficient Asa. ift = 3, und bedarf alfo einer Gefondern 


Beftimmung. 
Da num allgemem 
1 1 1 1 
ira 5 A 5* 
1 1 1 1 
1- u 5552* 5 
1 1 1 1 
22a 77 m; a 
itz ſo it en 
ratur = mr: 
1 1 1 1 1° 
Hatte En te 


y 
woraug fogleich: 


19" 
* 
| 
a 
= 
RN 
J 
uud 
* 


1 _Me-_1 1 
2 — y2« — 2za—i * 
Folglich 
A,= & Zm—2 
1 1 
A, 123° m 
1 1 
d, = 1...5° Yin 


, ⸗ ⸗ . . > .. 


=4+ —2* 


— 
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1. '— 1: 


me +, my 
== 1 
Ani Dan - +7... @&n—1)'? “ 


Denft man fih in dem Dbigen die Potenzen von .x — wirk⸗ 
lich entwickelt, ſo erhellet augenblicklich, * der a von 
Ku ! d. i. Aꝛn⸗⸗ 

1’ An1—1 





= +4. 71 — ADA ·**7 — 
iſt. Daher find num alle Coefficienten und es it: 
sin yx 
— 
— x⸗ x 1 le 51 
Fear Su * — Pa BE FRE?) "7 
xn-2 x2nmi 
4 + * 
= 1. —B— * ann ? d t 
oder 
sin yx 
— 
x 1 x’ | 1 x 1 
= 7255 5TT — +7. — — —— 
x?n w_ x2n-H | 


+ Fran} 
1... 2 71... 


Daß die erfie Gleichung nur fuͤr n > 1, bie jiveite nur für 
n >0 gilt, fälle ı in die Augen, | | 


34. durxen if offenbar 





sinyx __ 
=: 
Folglich für jedes n > 0: 
1 nı? 1 x* 1 _ n?n—2 1 
— *55 u i.2.3° zum + 1.52 ya (201) 3° 
= nn?n 


*7...Q@n+1)’ 


welches eine der wichtigſten und > meriirigfen cyklometriſchen 
Gleichungen iſt. 


35. Setzt man in dieſer Gleichung nach und nach n=1, 
2,3, 4, ....., und dividirt durd) 782, 78%, 76°, 70°, ...., fo 
erhält man: | 

1 1 
0O= n-? — — — 
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1 1 1 1 1 3 
— — — — Zu — =) — — —— 
—— = — 1.2.37” — 1...5 1...7 
1 1 1 1 1 1 1 
u Zn En En 
De Si 2 y® 1.2.31” Er 1.5 — 2 3 1...7 
| 4 
| +1,39 
u. ſ. f. u... f. 


Vergleicht man dieſe Gleichungen mit den im Art. Bernoulliſche 
Zahlen (5.) in dieſen Zuſaͤtzen bewieſenen Relationen der Ber—⸗ 


| noulliſchen Zahlen: 


2 1 
2.B 2B 1 2 
o —— 














1..4 
8 3 - I. 
_2B 2.B 1 „23 13 
o TıraTasatTiaTs 17 
7 $ 3 1 
_27.B._2B 1 ®2B 1 ,3 — 4 
1.8 1..61.2.371..41.5 1.2'1..7 '1..9 
u. ſ. f. u. ſ. f. 
fo ergiebt fich augenblidlih: 
1 x 
1 2B 1 2n2B 
— 5— = —— 
25 72 air 
3 
1 2B _1_2.n°B 
— De — — — — um 
z 5 —1..4 er sch 
5 
1. 23.B _1 _3:.nSB 
—5— = — * 
* y* 1.8’ *5 56 
? 7 
st. B „I _ WVıntB 
ve 18’ *5 1...8 
uff u. ſ. f 
d. i. allgemein: 
An—1 


1 1314 1 2’n-1,?nB 
ZS— 14 + — +... —— — 
yru 145 * 5?n 3 42n 1.2.3.4...2n 


die Summenformel fuͤr die geraden reciproken Potenzen. 


36. Da 
1.1 _.1,1,1,141 
A— ·- 


iſt; ſo iſt nach (365.) | ü 
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1 Fi 
Ba 1 .1:1,14 — 
zz" rtertretart 
ß | 
B n? 
1... 2° Sutatatgt . 
5 
; B \n6 1 1 ; 
1.5, "a te ttet- 
7 . 
B n° 1,1 1 1. 
1.837 "3 ter totatee 
u, ſ. f. u. ſ. f. 
Bong 1 4 t 
A 
az "atatratmte 
37. Sey 
1 1 1,4 1 1 


- a Fe re Sn 


1 1 1 1 
| atrutratratrm tr 
Ben. ’ 
tatetm = In 
Alfo nad) (35.) und (36. ) 
2n—1 


J — (an - 1) B nd 

i 1.2. I 20 7 
d. i. 

1 fi 
(4—1)B mn? _ 1.4.4, _ 
— 77 145455 + ...0 
3 
(4?—1)B n® 
1... 2 


5 - 
as—N)Bns_ |, y71,1,1 
162° Irztgtm te 


a 1 1 
= ft tatat7 $ ... 


(4 DB nd 
1...8 eiltgtate — 
u. ſ. * u. ſ. fı 
338, In (33.) haben wir gefehen, daß 
1. m _ 4 1 
— yın * —— — 
iſt. Folglich iſt nach (35.): 
1 —— — mE a B 
im 41.2.3.4...20 a ° 


d. i. 


2 
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1 
—ö— I 
1.2 =1- org tee 
3 + 
@—NnB_ , _ 1,1 1 
RT Wa tz ar 
5 
BoNnB 51,1 1 
1....6 =1 »t% gti 
7 
@—N)mB_ , 1,1 1 
1.8 -1- 35 F 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


Wir werden nachher auf die Summation noch einiger Reihen die— 
fer Art zuruͤckkommen. 
39. Entwickelt man das Product 
Y=(+raea)(t+FD)AHYD) MH)... 
durch wirkliche Multiplication. feiner Factoren in eine Reihe; fo 
wird man offenbar eine Reihe von der Form 
Y=A + Bx + Cx? + Dx® + Ex? +... 

erhalten. Bezeichnen wir nun hier der Kuͤrze — die deri⸗ 
virte ce irgend einer Function y überhaupt bloß durch y’; 


fo ift (22 


Set man | 
Q=U+RJIHR) Ir) Hr) 
=A, +Bx+Cx? + Dx’ + Ext +... 
fo findet zwiſchen Q, © und Y’ folgende Relation — 
Y=(1+rox)Q.+.oQ. 


Y — B + 2Cx + 3Dx? + AEX? os... 


Da nämlid) | 
— Y= (1+ex)Q 
— Y—-Q=.Q0 
d. i. 


AA, + (B-B)x + (CC) + D-Dw +. 
= oaA,x + aB,x? + eC,x? + aD,x* — 
woraus 
‚A—A,=0, B—B,=aeA,, c- C, ze D— D, =aC,, ».. 
Aber 
Em Q=B-B, +2(C—C,)x+3(D—D,)x?+4(E—E,)2»’+ 
; = eA, + 2aB,x ++ 300, x + 4uD,%’ +... 
und Ä 
eQ = aA, + aB,x 4 40, x + 4D, xꝰ +... 
— aB,x + 2aC,x? + 3aD,x? + oe... _ 
Qa + oeQ’x =eoA, + ZaB,x + 3eC,x? + 40D xs + .... 


J \ 
\ 
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— 
-02 40 4 42x, Y — 4 Q. 
Segen wir num \ 
(1+ox)(1 + PR)(AHYR) = X 
AAN = 


A+mA+SAtR) = Q, 

ARD AH. =: 

Ha) ö— ee. = 
u. ſ. f. u ſ. f. 


und bezeichnen immer die derivirten Functionen wie vorher; ſo iſt 
Y =(1+ax)Q +eQ 
0 = (1+Px)Q’, + PQı 
Q, =(1+rx)Qr, +rQ: 
‚Qr,=(1+)0Q, + 80; 
= (1+&x)Q, +.Q; 
uf f. u. ſ. f. | 
9: , wie hieraus durch ſucceſſive Subſtitution angenbliti 
folgt: 
Y= 716) 
+ (1+ex)PQ, 
+ (1+ax)(1 + Px)yQ, 
(1-+ax)(1 + Px)(1-+Yx)0Q; 
(1 + ax) (14x) (1 + yx) (1 + IX) eQ, 


— Ata)ı r Px) 
ar Zen +72). 


u. ſ. f. uf f 
Folglich . | 
: a«Y Y Y X 
nat atrnetmet 
a—arx + a:x? — atx! + a’xXt — ... 
=y + — Px + B?x? — B*x3 en — 
4 y — y’x + y’x? — y*x⸗ 4 y*x . 
+ — 52x + ö’x2— ötR! LH’ — 1. 
hf auth 
Supplem. zu Kluͤgels Wörterb, I. | Mm 
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= Y!Sa — xSa” — x2842 — x2So + 155 — | 


en B + 2Cx + 3Dx? + 4Exs + 55x +. 
={[A+Bx+Cx? 4 Dxꝰ +...)}15Se—xSo? +22 St —x3Sat th... ! 
Multiplicirt man, und. feßt die Coefficienten auf beiden Seiten 
gleich; fo erhält man, weil ln A=1 it, ‚folgende Gleis 
ungen: | 

0= B — Sa 

0 = .2C — BSa 4 Sa? 

0 = 3D — CSa + BSa? — Sa? 

0 —=4E — DSe + CSa? — BSa! + Sa? 

— 5F — ESa + DSa? — CSa? + BSa? — Sa5 
wtf | u. ſ. f 
40. Sey nun 


——— 


ſo iſt nach (39.), wenn wir 
Y=1+ Bx + Cx? + Dx + Ex +. 


ſetzen: 
0= B- 25 — 
1 1 
1 1 1 
1 1 1 1 
— = En 4 — 
uf fh u. ſ. f. 
oder | 
0=2,—B 
= 1 1 
ar Ent 
0=2, = BZ, + — — 3D 
1 1 
0=24 — BEZ + C=Z me 
‚ u. ſ. f. ut fh 


Vergleicht man diefe Gleichungen mit den aus (34.) ſich erges 
benden an 
se * 1.2.3 


_ sim at 
= zz 1.2.3 „t7,3 








EN Ba n* 1 And 
Var 2 3 yti 325 1.7 
1 gu? 1 7 1 n 1 And 
mar 2 325 tã 527 1 ti 9 
u. ſ. f. u. ſ. f. 
ſo ergiebt ſich augenblicklich: 
n? —* n® n® 
B=723 =77 DS,» E=7 ee: 
Alfo | 
41 1 1 4 
— BE m m — 
ir mp gr — 
und, wenn man ſtatt x fehreibt: | 
xx xx x \ xx 
— F —* * nl! * — + 7.) — 


x? x* x6 x8 
u 1 + TER BEER er * en 


4. Bezeichnet, wie gewöhnlich, e die Baſis der natuͤrli— 
chen Logarithmen; fo ergiebt fid) aus den befannten Reihen fo- 
gleich): a 

EX EX © zu. 2° x8 

= Eraser rem Aurver: wech 
Es ift alfo nach (40.) | 
eX—erx xx xx xXx xx 
2 (14) (4) (+24) — 


=(1 + (+3) (! +ga)(tt 0) er 


Ferner if 











(e?x — e=?7):2 
(ex — e-2):2 


| Axx Axx Axx Axx\., x 
- xx xXVV. xvV xx \ 
F Axx Axx Axx Axx 
* 20 * — +) ton) N 
exe _ Axx Axx' Axx Axx 
2 = (1+ = )(' +)! * lt + 20: — 


Mm 2 


ex 4 ex * 








% 
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42. Mittelſt der in (17.) bewieſenen Formeln ergiebt ſi ri 


hieraus leicht die Zerlegung von sin ꝙ und cosp in Kactoren. 
Es iſt nämlich 


eip — e=ip 
21 


 thı -I2\fı -SE\ı 22. Ep 
=zi0(1-1 zer nl! ltr) 
_ „frr— py\ (der — er\ (Ir— yp\flErr—gg\ 
+ Ann IE Irr Kr) 
an+p 27 — p\ (27 + p\/37— p\ (3er + 
EEE. 
— — — —— bi 
HH B- 


eip + e-ip 
2 


z spp\ fı__+rr Ip App 
— — lt = = 
_ er — Arpp\ (Ira — Aypıp San—App 49a — App 
= FR Ya = Br 2 ar 49a ey 
_ (2 2p\ (7 + 2p\ (32 —2p\ (Ir + 2p\ dr-U\ (Iar+2p 
"III - 
_ 2p Zp ıp 27 2p 2p 
EACH) — 
Setzt man 9-7; fo erhält man: 
“ '..,mz_ mn /2n— m\ /2n-+ m\ / An - m\ /4n + m\ /6n—m 
en 2n )( 2n )( An J An )C 6n — 
_ mr _/{n—m\/n + m) / 3n æm) /3n + m\ /5n —m 
LE - 
und hieraus, ivenn man n —m fir m feßt: 
mr (3) (=) ("4") FE) -- 
cos ——= : 
2n 
u mz m =) EF)CH) 6n—m 
me er .. 


Ans der erfien diefer vier Formeln ergiebt ſich: 


ee a) (%+ 35) (8: ) (4 .... 
zn \2n—m/\2n+m7/\4n—m An-+ m 


woraus fir m — n — . 


4 0 
gun = 2.3.4 5.5.8. Se yedr re 


welches der von Wallis ER Ausdruck für den vierten 
Theil der Peripherie ift, 


sin — 








cosp= 
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Serner ergiebt fi) aus den obigen Formeln leicht: 
mz m 2n — m\ /?2n + m\ /4n— m\ /4n--m 
aaa — m\n«' ee) (2) (= =) (== — 
* n m 1(2n—m) 3(2n+ m) 3(4n — m) 
2'n—m’2(n+m) '2(3n —m)'4(3n + m).*''* 


—— .n—m/n+km 3n— m\/3n + m\ /5n —m 
= => —— — en 


_ 2 n—m I(n+m) 3(3n— m) 3(3n + m) 


2" m "2(2n—m)'2(2n + m)’4(4n— m) '''* 


Aehnliche Ausdruͤcke wuͤrden ſich auch fuͤr die Sekante und — 
kante leicht aus dem Obigen ableiten laſſen. 


Setzt man * für m’; fo ergiebt ſich leicht: 
mn 

si an _m 2n—m 2u 4 m An—m 4n 4 m 

ein 2 —x Eee An—x (655 


. mn 
u T m 2n—m 2n+ m 4An—m A4An--m 
mn n+e 3un—x Sn+x — 


— 
rg n—m n+m im 3n+ m S5n—m 
n—x af ) 3n—x 3n+x /\5n—x 
cos | 
cos n—m n m 3n—m 3n+ m\ /S5n— m 
E ) A ee Re [| 


sin — 2n 


4, Nach (42.) iſt B8 | 
lognat =: = logn (1 — =)+ logn (1 - 7m) + logn — — 3) 
























































x? x x6 x8 
Sartre mem nen 
2 4 6 8 

x x x — 
PET Ba. 55 277 Pu d 
2 4 6 8 
u a 4 Te Au 
8?n2 z® 3°n* ’Z6n6 . — 3878 un 
2 4 x6 x8 
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= - A + Ka 
a 2. litgchzetg — 
ei trete + eu 
+ Sltrgtgte te} 


— a [} ® . “ 4 ® 0 U} zZ 


woraus nad) (35.) 











1 
sin x 2B 22B 
1 — m i.2 — ⸗ 3°] 7* 
25B 
— 8* 
TT 
2’B 
— 8’ 
“-7..8” 
203 
_ s 
"7...10- 


Auf ähnliche Art ift: 


lognat cosx=logn (1-2) — (1-55 =) +logn (1 2) | 





Ax? 42x43 ’ 43 26 43x89 | 
— — 7 I. — —— — 77 — 2226* 
4x? „#x’ 43 x6 44x83 
a we herz U de 
Ax? 422° 4° x6 ze | 
rn tz BT — 
4x? „x° 26 44x 8 
— 7 —— 7'737 — 77 — pr 75 — gr 
Ax? 
ea ” — sche t .o... 
* x’ 


ltr te 
— 4. * 14814* + u... 


4’x2 
-, 4 tamtatn t .... 


— 





EEE EIS z 
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d. is nad) (37.) | 


u 4a—1)B x2 22(42 — i) n x: 

ee ha Sauer 77 as —— 7 
43 (4 —1)B x6 

ae 1... 6 2 


— 4% (4° _1jB x® 
. —5 — 

* 5 (45 1)B xı0 
1.10 2. 





—— 1 08... 0 


LT Zutzdenuen auf die Berechnung der Lozarithmen ſ. 


44. Setzt man in (42.) = nx; fo wird 


— 
EEE 
+ togn(*7 = r) + togn (2?) *— — ) * J 


u cosnx = togn(* =) + lo —W 1) + logn > 


+ togn (5°) + togn (° =) +. 


woraus, wenn man bifferentürt: 






































nsinnx _ __1 A — 4 4 At 

2 0081X 1x 1+ 2x 3—_%x: 3+ 2x u ... 
und, wenn man in un 2 3x für x feßt: 
nsinfgıx _ 2 


2 
cos zıX 17x -imtan 5r2 152” 
Addirt man dies zu der Reihe für ——; fo wird a 








1 1° 1 1 
+” Pe? x 34x 3 + 
__ wcosnx aYi—cosnx _ncosnk n(l—cosnX) rn . 


— 7 nn au — r — — — —⸗ — ⸗ 
sın ıX Yi-fcosnx sinn sin sex sin ax 
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Folglich, wenn man — für x ſetzt: 





sin x 





1 
=—+ 


1 1 1 


. — — — — — 
X x RAn—x 


= cosecXx = 


oder, ZE—X für x gefeßt: 


cos x 


2 2 





4. 31 


n+2x 3n—2x 3n+%kx 


1 5, 1 _1 
tr: 3n—x Bntx 7 
= secX = ü 
2 2 2 


+5 


TE — 2X 
4.7 


— 


4. 51 


57555 5 * 





2 1 
= irrt! 
21.1 011 
Fatatgentee) 
26x48 1,1021 
+7 h ts + N 
2x6 1,101 
— mogte re 
4 4— ® . “. % % . ® ® ‘ 
Nach (15.) aber 
B B B 
500 x Far ten 


wo wegen der Coefficienten dieſer Reihe der Art. 
Zahlen (10.) in diefen Zuſaͤtzen zu vergleichen iſt. 


Bernoulliſche 
Alſo ſh 


ı 1 1 r 
staat Ten 


1 


1 
ent 


| u. ſ. f 
ſo daß ſich alſo 
ſummiren laſſen. 


46. M. f. über die 
matischen , Abhandlung 


en, 


1 n’B 
7 + .... 


u. ſ. f. 


dieſe Reihen mittelſt der Sekanten⸗Coefficienten 


hier bewieſenen Formeln meine Mathe- 
Erste Samml, Altona, 1822. 


S. 28— 64., wo die bier mitgetheilten Beweiſe zuerft gegeben 
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worden ſind. Außerdem vergleiche man eine Abhandlung von 


LHuilier in. den Mém. de Berlin. 1788. 1780. p. 326.: 
Sur la decomposition. en facteurs de la somme et de la 
difference de deux rag an a exposans quelconques de. 
la base des logarithmmes hyperboliques; dans le but de 
degager cette decomposition de toute idee de linfini. Auch 
L’Huilier Principiorum calculi differentialis et integralis 
expositio elementaris. Tub. 1795. Cap. VIII. p. 119. La- 
croix Trait& du caleul diff. et du calcul int. T, IH. Ed. 2, 
Paris. 1819. p. 439. Bartels Disquisitiones quatuor ad 
Theoriam functionum analyticarum pertinentes. Dorpati. 
1822. 4. ( Disquisitio prima). Cauchy Cours d’Analyse 
de l’&cole royale polytechnique. Ir Partie. Paris. 1821. 
p- 561. Alle diefe Schriftfteller, bedienen fich bei ihren Beweiſen 
der Methode der Gränzen, und die Beweife fimmen mehr oder 
weniger mit einander diberein. Die Zerfällung von sing und 
eosp bat Johann DBernoulli gefunden (Opp. T. IV. 
Nr. 152.). M. f. aud eine Abhandlung von Suler de sum- 
mis serierum reciprocarum. Comm. Petrop. T. VI. 1734—35. 
p. 124. Introd. in Anal. inf. T. I, Cap. IX. $. 155. Cap. XL 
Käftners Anal. des Unendl. 3 Afl. S. 364. Kluͤgels analyt. 


Trig. S. 130. 
46. Nach (13.) iſt, 


2; 3 5 

2? — 1) Bx 2°--1)Bx? , (26° — 1) BxS 

Hang je = ” = + en ——— al 
(2? — 1) Br 2 _ Br (25 _1)Bxs 








—— (2+ —1)Bxs 
itans = gt ——— tr 


1 3 5 
(2? —1)Bx , (-NBr | (261)Bx5 
genau, tr mat en.cte 
1 3 j 8 
(22 —1)Bx , @—1)Bx® , (2°—1)Bx5. 
Peg + am. ae. te 
‚u f. f. — u. ſ. f. 


Folglich, wenn man addirt: 
Ytangjx + 4tangix + tang 3x 4⸗ tang 15x + oe... 


1 3 $ 7 
2° Bx 24 Bx? 26 Bx5 2° Bx’ 
— 1.2 T 1...4 — es 





d. i. nah (12%) 


cotx = * — FItang 42x — tang 4x — ztang it — cu 
und folglich, wenn man mit 6x auf beiden Seiten multiplicirt: 


cos x õx Ox sin 4x dx sinixOx sin 4x Ox 
— —2—2— ei — — — — — — — — — 00 


sinx — x 2cosıx  Acosix 8cos4x 
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woraus, wenn man integrirt: 
logn sinx = logn x- logn oos Ax + logn cosix + logncostx +.... 
+ Const. 
Für x=0 ift sinx = 0, alfo logn s sinx =lognx, und dent- 
nad) für x=0: 
’ O=logneos}x + logncosix + ...: == Const , 
woraus Const = 0, weil für x = 0 
logn cos}x = logneösix = .... = logn1=0 
ift. Alſo 
lognsinx = lognx + — oos 4x 4 logn cos 4x +logncostx+.. 
= logn {xcos4x cos$x cos}x COS 5X u... ] 
sinx= x C0s4X cos àx COSZX COSTEX ...., 
woraus fogleih: _ 
x = sinx sec ix seco 4x secHix sec x. 
Mehrere ähnliche Formeln ſ. m. in Eulers Opusoulis analy- 
ticis- Tom. ]. j in der Abhandlung: Variae observationes 
circa angulos in progressione geometrica progredientes; 
and) vergl. man die Abhandlung: De variis modis circuli 


uadraturam proxime exprimendi ih den Comm. Petrop. 
T. IX. 1737. 


IV, Verwandlung einiger cyllometrifhen Zun- 
| ctionen in Kettenbruͤche. 


47. Man feße 


Eh ae 
gOSitz rigen *5 — — 
ſo iſt 
Yy(x+1)=1+ —— 12. 1102.39) a 


—— — 3 
Folglichch 
— — — 


a3 


+ 





— a 
—x(x+1) 


sGrner5t CH RFICHD) 
— a 
az 
+ . 0 8 8 8.2 0.‘ 0. 0. 


a 
x@+ \ tr rat} at: 3° CR) SERIE (x-+4) — 
d. i. | 
yo) - yarl)= 
woraus, wenn man 


‚a 
ar) — ; 
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_ a gK+1) _ a. ga) 
Oel LE Erin 


feßt, leicht erhalten wird: 








1 x <y(x+1) ESEL, 
yo) ar v qé 


Wir haben alſo folgende Relationen: 
| 
vO=:7y@rT P 
a 
ver) =sTTIryarD 


a 
— 














a 
Va+d = 
| | u. ſ. f. u. ſ. f. 
aus denen — 2 ve Subfitution ſogleich erhalten wird: 
*9 
rss. 
wo a — 
vet a Atrset GEGEN ——— 
— 2 
14 SH — 
iſt. Sir x—4 wird: 
16a? 64a? 
145 — 3.45 17234.77 
‚m 2⸗ E en 


fo daß alfo: 
ya _ o—Ya 
e 228 
—— 


oder, fir 2ya=x, da=x?:. 
e*x — — x 
ex.pe- 1 += x2 
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eix __e-ix ix 
— = — x? 
ı  @IX > emix u u. 2 
RR x 
J 5 — 75 


p z ix 
ıtangx = To 


— 
Tu. 
x 
mugı= ze , 
3-2 . 
s 7 — .. 


Der hier mitgetheilte fhöne Beweis dieſes merfiwärdigen Aus— 
drucks ift von Legendre gegeben in den Elements de Geome- 
trie. Paris. 1817. p. 288. M. vergl, and) Thl. IV. ©. 98, ff. 


48, Ferner feße man 


1 1 1 1 1 
wertet I 


1 1 1 1 
f(x+n) — s+n — x-+ 2n + x+3n — x + Au + 4 
6) + ia) =, fo) + ar); 


1 — xf(x) — sfx+-n)=0 
1— f(x) — xflxen) + xls). fx+n) = xls).f(x+n) 
1—xf(x) — {1 —xf(x)}.xf(x+n) = x’fl(x).f(x+n) 
1- x ()IIVTXIGVM)) =x’fla).f(x+n) 





._ xf(x).f(x+n) 
ae ler er 
BREREE x?f(x-+n) 
f(x) ae 1—xf(x-Fn) 

x? x? 


” 
— — 
—N 


1 1 
Tee Te (72T ei 


d. i., wenn wir 
— — xim=f(x) 


ix) 

ſetzen: 
x2 
ε 

— 6*0 
| — Se re 

— c642n) 
— n+f(x+3n) 

_. (x + 3m)? 
a) are) 


u... u. ſ. f. 
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woraus augenblicklich: 
f x) = = 2 
Me +SoE_ (x =» 2n)2 
ar + (4 3n)? 
n + vov®o 





1 


1 
x+f(xX) x+ = 


f(x) = 
+ (x «+» n)2 
| n 





(z++2n)2 
Fuͤr n — 2 und x—1 wird 3 — 
| I)=1—4+t—++3—.. = (0). | 
Alfo | ’ 


1 
st = 7 


ein von Lord Broun ker zuerft gefundener Ausdruck. Den obi- 
gen Beweis, deffelben habe ich zuerit in den angeführten Mathe- 
ınatischen Abhandlungen (Altona, 1822.) S, 134. 135. ge⸗ 
geben. 


Bemerfungen Über eine Art von Functionen, welche ähnliche 
- Eigenfchaften haben wie der Sinus und Cofinus, von L. QDli- 
vier in Crelles Journal d. r. u. a. M. B. 1I. S. 243. 


Cyklotechnie. Eonftructionen, durch welche eine- dem 
ganzen Umfange oder auch einem Theile deffelben fehr nahe gleich 
fommende gerade Linie gefunden werden fann f. m. im Art. 
Duadratur (55®,). Den größten Theil der in gegeniwärtigem 
Artikel gegebenen Formeln zur annähernden Berechnung des Kreis 
fes , die ſich auf die Zerlegung eines Bogens, deffen Verhaͤltniß 
zur ganzen Peripherie rational ift, in andere Bogen, deren tri- 
gonometrifche Tangenten rational find, gründen, habe ich in 
der Abhandlung: Ueber einige Formeln zur leichten Berechnung 
des Kreiſes (Mathematische Abhandlungen. Altona. 1822.) 
aus einem fehr allgemeinen, urfprünglihd von 3. 5. Pfaff 
gefundenen Satze abgeleitet. | 

‘“ Zur Gefhichte der Eyflometrie und Cyklotechnie gehört vor« 
zuͤglich auch Montucla, Histoire des recherches sur la 
quadrature du cercle, wovon färzlich eine neue Ausgabe erfchies 
nen iſt. Ä 


Cylinder. Wir. wollen in diefem Artifel, als Ergänzung 
zu dem gleichnamigen Artifel im erften Theile, die Dberflüche 
eines fchiefen Cylinders mit freisförmiger Grundfläche durd) eine 

unendliche Reihe auszudrücden firhen, indem wir bei der Eut- 
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wickelung dieſer Reihe ſo verfahren, daß wir die Anwendung der 
allgemeinen Principien des hoͤhern Calculs vermeiden, welches 
deshalb als zweckmaͤßig erſcheint, weil der ſchiefe Cylinder mit 
kreisfoͤrmiger Grundfläche ein der elemẽntaren Geometrie angehoͤ⸗ 
render Körper ift. 


1. In Fig. 18. fey CC, die Are eines beliebigen fchiefen 
Cylinders mit-Freisförmiger A und CC, fey die Höhe def= 
felben, fo daß alfo die durch die Are und Höhe gelegte Ebene 
ABA’B auf den parallelen Grundflächen des Cylinders ſenkrecht 
ift. Serner ſei ACE=a ein beliebiger Winfel und dur E an den 
Umfang der untern Grundfläche die Berührende ET gezogen, welche 
den verlängerten, durdy C, gehenden, Diameter AB in T fchneive, 
Zieht man nun durd) C, in der Ebene der untern Grundfläche 
eine dem Radius CE parallele Linie C, E,, und legt durch CC, 
und C,E, eine Ebene, welche die obere Grundflaͤche in CE 
ſchneidet, fo find die Linien CE und C,E,, ald Durchfchnitte 
paralleler Ebenen mit einer dritten Ebene, einander parallel. Aber 
auch CE und C,E, find nad) der, Conftruction einander paral- 
lel. Folglich find auch CE und CE einander parallel, und das 
Viereck CECE ift alfo, weil CE und CE’ aud) einander gleich 
find, ein Parallelogramm, fo daß folglich BEE nach der bekann— 
ten Definition des Eylinders in deffen Oberfläche liegt. Auch 
ift aus dem Vorhergehenden klar, daß die Minfel ACE, A'C’E 
einander glei) find, und daß folglich, wenn man durch E' in 
der Ebene der obern Grundflähe an deren Umfang eine Beruͤh— 
rende zöge, diefelbe der durch E an den Umfang der untern 
Grundfläche gezogenen Berührenden offenbar parallel feyn würde. 
Endlich läßt fich auch noch zeigen, daß, wenn man EE, zieht, 
diefe Linie auf den beiden durch E und E gezogenen einander 
parallelen Berührenden fenfrecht uf, und daher deren Entfernung 
von einander beftimmt. Zieht man namlidy nody CE,, fo ift, 
weil C’C, auf der Ebene der untern Grundfläche, und der Ra— 
dius CE, alfo auch die ihm parallele C, E,, auf der Berüb- 
renden ET ſenkrecht ift, nad) Elem. XL. 11. auch CE, auf 
ET ſenkrecht, und ET it folglich) auf den beiden Linien CE,, 
C,E, in der Ebene CEC,E,, alfo auf diefer Ebene ſelbſt, 
folglich) auch auf EE, fenfrecht, wie behauptet wurde, 


Segen wir nun die Linie CC,, welche man fügli die 
Ercentricität des ſchiefen Cylinders nennen fünnte, = e, die 
. Höhe CC, =h, den Radius‘ der beiden Grundflächen = e; 

fo iſt | | | y 
d. i. 
alſo 


CT:ET= CC;,:EE, , 
eseca:otanga = e:EE, ; 


tane « ; 
EEE. — = etanga cos = esin«e, 
seca : “ 


wie auch leicht erhellet, wenn man ſich durch C, eine Parallele 
mit E,E gezogen denft. Aber 
EE2 = EE?—EE? = CC?—EE? = CC? + CC?—EE?, 
d. i. | 
EE2 = h? pe?—e?sina® = h? Fe? cosa? , 
oder au), wenn man der Kürze wegen h? + e? — a? feßt: 
EE? = a?—e? sine’, EE, = Ya®—e: sina? . 


2. Man rechne jeßt alle Stüde der Eylinderfläche, welche, 
wie dad Stüd AA EE, von zwei parallelen geraden Linien, wie 
AA und EE, begränzt werden, von der Linie AA’ an, und 
feße das dem Winfel ACE — «a entfprechende Stuͤck AA'EE —=S, 
Den Winkel @ oder den entfprechenden Bogen AE denke man 
ſich in Zn gleiche Theile getheilt, deren jeder = ꝙ ſey, und ziche 
durch die Endpunfte der Bogen 
| | p, 39, 59, 79, ... (2n—1)p 
Derührende, fo ift flar, daß man, wenn in der obern Grund« 
fläche des Cylinders eine ganz Ähnliche Conſtruction gemacht 
wird, um das Stüd S der Eylinderfläche eine Reihe von Pa— 
rallelogrammen beſchreiben kann, die alle gleihe Grundlinien 
haben, und zufammen ein Stüf einer um die Eylinderfläche 
befchriebenen. prismatifchen Fläche bilden. Die Anzahl diefer 
nv ift offenbar = n. DBezeichnet man ferner der 
ürze wegen die Sinus der Winkel oder Bogen 9, Ip, 5p, 7p, ++» 
.(2n— 1)_@ refpective bloß durch S,, 5,, Bar 877 +++ San-ı) 
fo find nad) (1.) die Höhen der in Rede ftehenden Parallelos 
‚gramme nad) der Reihe: | Ä 
Yar-e?!s?, Yar—eis?, Yar-eis?,... Yar—ersimna. 
Die gemeinfchaftlihe Grundlinie aller Parallelogramme fey x, 
der Flächenraum der ganzen um das Cylinderftüch S beſchriebe— 
nen prismatifchen Flähe = X; fo ift 
X=x{Yar-es2+Ya?-ers2+ Ya?-eisgt..t+Ya?-er sn.) . 
Setzen wir alfo. überhaupt | 
Yae—e2=A+ Az + Az + Azs + Ars P. .. . 3 
ſo wird | 
= = nA+Als 2322 +82 8,2 sinn) 
HA[S SH — + s,° +..r+ a) 


FA SH + ann} 
+ — — . 0. ® ° ..0 ® ..0 2 0 >» 
oder_der Kürze wegen = 
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x 2 3 N 
z= nA+ AZs?anm + AZS°onı + A2S"2n-ı LAZSn + 0 
d. i. nach). der vorher eingeführten Bezeichnung: 
X = nA+Az{sin@n— pt AZ {sin(2n—1)@}* 
+ AZ {sin (2n—1)p}° 
+ AZ{sin@n—Dp}° 
+ . 0er 0 8 0 0. 4, 
Bezeichnen wir nun, wie im Artikel Binomiſcher Lehrſatz i. d. 


Z., den nten Binomial- Coefficienten der xten Potenz durch B; 
fo ift nad) dem Artifel Goniometrie. VII: | 


2x1 (_1)% (sin 9)?* = C08 229 — 2uB cos (2x-2)Yp +2«B cos (2x -4)p—... 
ck ZB (—1)em1 00829 + 42B (— 1)* 
23x—1(-1)* (sin 3p)?* = cos (3.229) - 2«B cos 3(2x-2)p-E=B cos 3 (?x-4)9 -«, 
.+ 2B(— 1) i cos (3.29) +4 2«B & 1)* 


Qix=3 (-1)* (sin (2n-1) P)?*= cos (2n-1) xp — 2"B cos (?n-1)(2x-2)p+... 


1 * 
... 4 #B () cos(2n—1)29 + 47”B(—1 
Alſo ee 
| (— 1)" (sin Qn—Dy)" = cos (2n — 1) 2x9 
— 2«B&c0s(2n — 1) 2 —2)9 


4 BZ cos (2n—1)(2x— 4) 


+ 28 (— 1je-1 Zoos (2n—1)2p 
+ a a. Bo 1): . 
indem nämlich die Summen in Bezug auf n genommen werden. 


Unter der Vorausfeßung, daß np, wie groß man aud) N 
annehmen mag, doc) ſtets den conflanten Werth a hat, wollen 
wir jeßt die Summe I cos(2n—1)@ etivag näher betraditen. 
Nach der befannten cyflometrifhen Reihe, durch welche cosx 
nad) den Potenzen von x entiwidelt wird, if: 


_ — ꝙ* 96 98 
cospg=1 1.2 + 1..4 u 1..6 * rer 


‚Sylinder. 961 
Ip)? . 3p)* Zu 8 
m a a ae a er 


er (5p)* —* EL. 
1.2 + Da TE nor 


(2n-1)p)? , (2n-1)p)* — (2n-1),p)® 
it ee rar 





cos 50 = 1— 








a de 1..6 1..8 
alſo — neh 

Zn np =n- zit EI SURL TER + ann) 

| + art HstHr rn + an} 

= tra +56 7er + an: | 

+ ter ++. ‚+an—ı} 


oder —J 
— p* 
Zcos(n—Nypy=n— 5 Zn-1)? +7 2&n-1)* 





6 8 
u _ 7, Zn -1)° 4 T 5 @n-1)° — .n 


Nach dem Binsmifchen Lehrfage für — ganze Erponen- 
gen iſt nun. befanntlich), wenn wir get der — wegen die 


Binomial-Coefficienten bloß durch A, C,D, ... bezeichnen: 
(n + 1)»H—n«+ = An” + Bn*-! + Cn*-? +... + Pn+0; 
folglid) 


2x —1rtt A. Ix + B.1%1+ 0.172 4+...+P.1+0Q 

3cH — 2uht = A.2x + B.201 40.92 4...+P.2+0 

Ari 3x1 = A,3° + rer“ +P.3+0 
(nie ach — A. n® +B. ee G.n-? + nee: n--O 
alfo 

(n + 1)*H —1 = An? * BEn*-1 +... + Pn+Qn, 
oder, weil nad) dem Binomifchen Echrfage bekanntlich A—= x +1 
it: | 

(x +1) zn* = (n K+1)*r! — 1 — Bænx-i — — Pim— Qn. 
Mittelft diefer allgemeinen Relation, BEER mit der aus den 
erften Elementen der allgemeinen Arithmetif bekannten Summe 
Zn=jn’+4n, 

findet man nady und nad) für In“ ea einen Ausdruck 
von folgender Form: 
Supplem, zu Klügeld Wörterb, J. N Mn 
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1 = * ” * 
Zur neh, neh, nn onen, 


wo es auf die befondern Werthe der durch 


Cıy €, Ey, Cay vr Ca, Co, 
bezeichneten Coefficienten jet weiter nicht ankommt. Bloß die 
Sorm obiger Summe und ihr erſtes Glied iſt fir das Folgende 
von Wichtigkeit. oz: 

Seßen wir er 
S=1* p2r + 3er 4X + 5° 4.. .. + (Qn)e; 


fo iſt | 
| 82 1* + 3° + 5° + 7° .... + (2n—1) 
= Ir + Ar 4 6% Be... + (in) 
30 4 5— 7 .. .. + Qn—1) 
Ei — 14 all + ae + a 4 AL. +0) 
* S = Z(2n—1)* + 2%* Zn ; 
alfo . | 


Z(n 1) = S— En . 

Denkt man fich nun für S und In* die vorher ihrer Form nad 
beftimmten Ausdrüce gefeßt, fo erhält man für Z(2n—1)’ 
leicht einen Ausdrud von folgender Form: 


2*4122* 


x * J x 
E(Qn— 1% = — et une + Gm + + Gnıni 4 Gen, 





oder 

2x % x * * 
Zar TH rom tm om CAan, 
wo es wieder auf die befondern Werthe der dur) 


G,; G, Eu ... — 6. 
bezeichneten Coefficienten jetzt weiter nicht ankommt. 

Kehren wir nun wieder zu dem Obigen zuruͤck, ſo wird: 
Soos (2n —I)y= n 
* zu +6 22+6 n | 
1.213 a 2 
4 
6 


ꝙ 24 —2 
+ gut G,n?+C,n?-+-C,n?+ Gun 


— 





1..4 


— ze rl ns+C,n5s+C,nt+C,as+t, J—— 

Teer Tr nee 
oder, weil nach der Worausfeßung 2np = a if: 
Zcos(n—I)y= n | | 


n 2 2 a 2 
- 17515 + G)e+&r h 
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* FA 


RENT RN Derrbe) 





d. i., wenn pP, überhaupt eine für — 0 verfsindene Function 
von @ bezeichnet: | 


a6 


IRRE NER 5 15 17 +... + PB, ,. 
oder, wenn auch Ay eine fir —0 aſdwindende Function 
von 9 bezeichnet: 
«3 es e 

zes tat t 0 E 
d. i. 

Scos (zn - 1) 0 = 2 feine + a}. 
Da np der conftanten Größe @ gleich ift, fo iſt nxp der 


conftanten Größe x gleich, und folglih, wenn auch Q’y eine 
für 9 = 0 verfchwindende Function von @ bezeichnet: 


cos (2n - 1) æꝙ an⸗s * Qi . 
Bezeichnen alfo jetzt 
I, I, I, QM 


lauter für = 0 verfchtwindende Function von P, fo ift nad 
dem Obigen: 


223-1 (— 1)" Z(sin !n—1)p)*= | 3 sin 2x«@ + QM h | 





n ED 
= — ar —R .2)ä +0, 


— 





— = 23 sin (2z— 4) 2 Qp ot 


Be ante 0 


+ ZaB(-1)* 


oder, wenn auch IIg eine für 9=0 verfhiindende Function 
von 9 bezeichnet: in 
n?2_ 


1) Cylinder. 


230-1 (- 1)" Z(sin(2n — 1)9) = 


1 2 
sin?xa ?=Bsin (*—?2)a , 2«Bsin(2x—4ao _ 
P’72 — (2x —4) « == 


2 | “ In I7,. 
| —E— zu Tee) 


Setzen wir nun die eingefchloffene Reihe der Kürze wegen — L, 
fo ift 
2-1 (—1)* Z(sin (In — 1)p)?* = nL + = ; 


und folglich nach dem un 


m... fh. i 
wo A,” , I® ‚II 99, Ig®, 2. _ fämmtlich gewiſſe unbe— 
ſtimmte Functionen von J ſind, von denen man nur weiß, daß 
fie fir = 0 verſchwinden. Alſo iſt wenn Lo eine eben 
ſolche Function von @ Bau 


AL ÄL _ AL 
2 PL Tu — 


Fuͤr n= » iſt aber offenbar X— S, nx iſt dem Bogen ga 
gleich, ꝙ und folglich auch 2, it=0. Alfo ift 


— 22 2 #9}. 


AL , AL AL , AL 
A 
sseA-T4- te N. 


a muß immer in Theilen des. Radius —= 1 ausgedruͤckt gedacht 
werden, Durch diefe Reihe wird alfo der Slächeninhalt de8 dem 
Winkel @ entfprechenden Stüds der. Seitenfläche des fchiefen 
Eylinders dargeſtellt. Das allgemeine Glied dieſer Reihe iſt 


= a —1)*, Nach dem Dbigen ift 


Yen Ast Az2 4 Azt 4 Aze + ..+ Ara + 1... 
gefest worden, und nach dem binomifchen Lehrſatze ift 
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razem = al —X 


11 2222 22424 6 
afı Bl 4 — 75 - Br; 


alſo t A=a Bm 








='B —J * —i ’ 
folglich das allgemeine Glied der obigen Reihe 
3Be?s * ’ 
= mil 
u Ira 2xB sin (2x — 2) a 4 2«B sin e ho 
IBe2s (2x — wi [7 (2x 2: [77 
> MDaya—ı u 
— a) F —— var 
Demnad i iſt 
s_,„.®L IRL !BL 
ga ar 2a — Tas © — 45 a 
oder 


e X⸗ 33 eN6 
—J— — + BE) 
5 4 e 8 
| * (2) r. 
Pill man die Area der ganzen krummen Seitenfläche des Eylin- 
ders haben, fo muß man a? feßen, ie man, went 
man diefe Fläche = feßt, leicht erhält: Ä 


5* 1 bob (2 =) + BB (2 .)' (2) 


; . +t(2) + — 


Aber 
⸗ _46-DG-8.. 4—x+N — ern, 
22% 1.2. 3...x. 22x 208% 
— 11 -92— — en ern (— Ir 
= 1.2.3...8.228 j 1.2.3. — 
— 1.3.5.7 SE el dee 1 pe 
1.2.3...%.22°.2% (1.2,3.. ne 
— 1.3.5.7...(22—1) ee on 3.2.1 (1m 
1.2.32..0.227,2° '(1.2.3..%)’ (2x —1) 
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—1D]? _ 1.2.3...0.2% 
_ Bee 2) _1.2.3..=.2 (je 
® . *.2 un. (1.2.3..2)2(2<—1) 


—_ $1:3.5.7...2x—1) » 1 (-ıy-. 
2.4.6. 8...... 2⸗ 2x — 1 


Folglich PF 
2 (53 a 
"a2 2.4/ "3a N\2.4.6/ "5a° 


—6 2 es 





2.4.6.8/ 728 . 


3. Nach Thl. I. ©. 703, wird die Area der Cylinderfläche 
ausgedrückt durch das Product der Are des Cylinders in den 
Umfang eines elliptifchen Schnitts deffelben, auf deffen Ebene 
die Ure des Cylinders ſenkrecht iſt. Bezeichnen wir alfo den 
Umfang eines ſolchen elliptifchen Schnittd durch E, fo ift, weil 
nad) dem Obigen a offenbar die Are des Cylinderg ift, 

E_ nz e? 1.3\2 ed 1.3.5\? e® 
TI: 53) za (20.0 58 
| — 2 es 
2.4.6. *7a8 


Die. große Are der in Rede ftehenden Elfipfe ift, wie aus Thl. I. 
©. 703, fidy leicht ergiebt, — 20, und die fleine Are, wenn e 
‚ den Neigungswinfel der Are des Cylinders gegen feine Grund- 
fläche bezeichnet, = 2psine, Aber (f. Fig. 18.) offenbar 

2 


e 
CC, = CC’.cose, e = acose, as = cos e? 3 


und, wenn wir die große und Fleine Halbare der Ellipfe durch 
a und b bezeichnen, ’ 
| ao, b = oesins, sine = 1.4 cos a —b" 
— >) Kr e 3 — a’? = a’? > 
alfo 





e? . a?—h’? 
— —— — ’ 
ä? a 2 


und folglich, wenn wir der Kürze wegen 





a? - bh’? 
= 0° 
* 
ſetzen: 
E _. a 08 1. 392 c# 1.3.5\2 c6 
Er Dr. Gr "3 7\2.46/ '5 


1.3.5.7\2 c® 

"  () "= 

mittelft welcher Reihe alfo der Umfang jeder Elfipfe bloß durch 
ihre große und Fleine Are ausgedrückt ift. 
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/ 


Iſt Q ver elliptifche Duadrant, fo iſt 
RL m _ rt 1.3.5\2 c® 
an 1. 1 (= 377 \226/°'5 
7.8. c® 
5) 7. 


4 Eine ‚Ellipfe ‚ deren Kleine Are = O:ift, geht in eine 
gerade Linie über, und ber elliptifche Duadrant ift in dieſem 
Falle offenbar = a. Geben wir nun b=0, fo wird 


alfo, da Q=a if: | 
2 j 8. 
— =1-— (3)°.47— u "4 a) 4 


TE 2: 2.4. 
ER — 2 
| 2.4.6.8.” 


r € ) ’ e 2 j j e , e 
eine merkwürdige Neihe für —, oder, wenn man durch 2dividirt, für = . 


Bemerkenswerth ſcheint es zu ſeyn, daß ſich aus dieſer 
Reihe, und alfo aus den obigen Principien uͤberhaupt, auch ein 
Beweis für den berühmten von Wallis gefundenen Ausdruck 


fuͤr > fehr leicht ableiten läßt. Es iſt naͤmlich 




















_ 14 _2.2—1.1 _ 1.3 
2.2 RK Wu 
1.2 1.1.1.3 _1.3.4.4—1.1) _ 1.3.3.5 
Da Tea 2.2.4.4 1.2.4.8 ° 
1 3.3.5 1.1.1.3.3.5_ _1 3.3.5.(6.6—1 1) 1.3.3.5.5.7 
22.44 2.2.4.4.6.6  2.2.4.4.6.6 2,2.4.4.6.6° 
u uff 


wo das Kortfchreitungsgefeß , und wie man weiter gehen kann, 


ſchon mit völliger Deutlichkeit erhellet. Alfo ift 
2 1.3.3.5.5...(2n —1)(2n—1)(2n + 1) 
7 .. (2n—2).2n.2n 
ober 
nn _ 2.2.4.4.6 ..... (2n—2).2n.2n 
3 = T3.3.5.5...@n—1)(2n—1)(2n +1)’ 


” 


mit defto mehr Genauigfeit, je größer n ift, welches bekanntlich 
der von Wallis gefundene Satz ift (Eyflometrie. 29.). 

5. Man kann endlich mittelft des Obigen aud) ohne große 
Schivierigfeit zu der fogenannten unbeftimmten Nectification der. 
Ellipfe, d. h. zu einem Ausdruck für die Länge eines beliebigen 
Bogens derfelben, gelangen. Man denke ſich nämlich wieder 
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durch die Mittelpunkte C, C’ — 18.) der Grundflaͤchen Ebe- 
nen gelegt, welche auf der Are CC’ des Cylinders ſenkrecht find, 
fo find ‘deren Durchfchnitte mit der Enlinderfläche bekanntlich 
Ellipſen. Bezeichnet man nun, tie oben, das dem Winfel 
ACE = «a entſprechende Stüc der Eylinderfläche durdy S, denkt 
fid) die Linie EE verlängert, bis diefe Linie auch die untere 
Ellipfe fchneidet, und bezeichnet den“ durch diefe Linie von a, 
(Fig. 18.) an auf der Ellipfe abgefchnittenen Bogen durch E; 
fo wird auf der Stelle erhellen, daß | 

S=CC.E =ıE,E = = 
ift, wo a die Are des Cylinders bezeichnet. Der Winfel am 
Mittelpunfte C der Ellipfe, welchem der Bogen E entfpricht, 
fy = I, der Neigungswinfel der Are des Cylinders gegen die 
Grundfläche, wie oben, = 8, der von CE mit dem entfprechen- 
den Halbmeffer der Ellipfe eingefchloffene Winfel fey = w; fo 
ift nach) Principien der fphärifchen Trigonometrie in der Förper- 
lichen Ede CAEC', da W offenbar der Neigungsivinfel der Ebes 
nen ACC’, ECC an der Kante CC’ gegen einander ift: 
cos«e — cose cos (90% — y”) 


ey — sin e sin (90° — y’) 


P 
d. il. P 
cose — cose sıny’ 
sine cosy 
Eben fo leicht ergiebt ſich aber and) aus Principien der fphäris 
fhen Trigonometrie, weil der an der Kante CA anliegende Nei- 
——— der in Rede ſtehenden Ecke offenbar ein rechter Win— 
el iſt, 


und folglich 


cosy = 


cos (90° - ) = sinyw = cosa cose, 


Cosa — Cosa cose? cos« sine 
el Er Eee rn —— — ⸗ 
sin e 1— cosa? coss? Y1—cosa? cose? 
Alfo 
cos ıp? 
— sine? + cose? cosıy? 
i sin e? sin au? 
sinat m nt U; 
sine? cos eꝰ cosı»? 
oder | 
cos ıh i sin e sin ıb 
cose = sin« — 


Y1— cose? sin pe Yi1—coss? sin w? " 
Dezeichnet man jetzt die dem Winfel u entfprechenden Coordina- 
ten der Ellipfe durch x, y, indem die x auf der kleinen Are 
genommen werden; fo ift — 
x oosyl/x®+y?, y=sinylVYx®+y?; 
R 


‚ cos ıp — — — ⸗ 
Yx? *y* 


Very’ ınıy=z 
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Ferner iſt, wie fi) ſogleich aus dem Dreieck CAa, (Fig. 18.) 
ergiebt, wenn, wir wieder die große und kleine Halbaxe der 
Ellipſe durch a und b bezeichnen, * 


b’ = a’ cos(W’—s) a sine; 


alfo 
—— b’. ’ Ya:-—»b: N 
siie = —, cose = — —. 
a 3 a 
Solglih nach dem Obigen 
x « 
Ye+y? ax 


coa u A m— = m ⸗ ⸗· 
a?—b’? y? . Yal?x?+ by? 


u Ge cr 
Nach der Gleichung ber Ellipfe ift aber, weil die x auf der 
kleinen Are 2b. genommen werden: 
— a2? + b?y® =a”b?. 
Folglich iſt 
x. y 
cos a = y’ I 
wobei man zu bemierfen hat, daß 


2 _, 4 asbe—b2y? _ y 
Ii- m al Di a2 m 3° 
Daher ift 
N ee — Arcsin = Arc c08— e 
a b 


ft nun ein belichiger, von dem einen Scheitel der Fleinen Axe 
an gerechneter Bogen der Ellipſe gegeben, fo find auch die Coor— 
dinaten x, y des Endpunktes dieſes Bogens gegeben, wobei die 

x auf der kleinen Are genommen werden. Alfo ift auch) | 


x i 
& = Arccosır = Aro sin Z =op 


gegeben, und wir haben folglich zur unbeftimmten Rectification 
der Ellipſe, weil nad) dem Obigen E=Z iſt, nah (2.) die. 
Sormel | | Ä 
Eee 
| + BL(&) +. 
wo. num bloß noch e und a zu eliminiren find. Nach (3.) if 


aber 
e? a?®—b’? 


a? a: 





folglich iſt 
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2ap 
BL) ru, 
oder | 
= 1+ ’BL.Z + BL. + "BL. 
EL, 
% 


1 2 3 

wo man num leiht noch für L, L, L, L, ... ihre Werthe 
aus dem Dbigen feßen koͤnnte. Auch wiirde es leicht feyn, die 
Reihe nad) den Sinuffen der Vielfachen von @ zu ordnen, wobei 
wir aber nicht länger veriweilen, | 

Wir find, unferm Zwecke gemäß, zu allen diefen wichtigen 
und merfivürdigen Formeln gelangt, ohne ung unmittelbar der 
Principien und allgemeinen Formeln des höhern Calculs zu bedie- 
nen, Die frumme Seitenfläche des fchiefen Kegels mit. freisför- 
miger Baſis laͤßt fi) auf ganz ähnliche Art durch eine unend- 
liche Reihe ausdrücen. | 

Zur Literatur bemerfen wir no: De la Hire: sur les 
quadratures des superficies cylindriques, qui ont des bases 
paraboliques, ellipt. et hyperboliques (Mem. de Paris. 1707. 
. 330.); J. Brinkley: a theorem for finding the sur- 
face of an oblique cylinder, with is geometrical demon- 
stration ( Transact,. of the Irish. Acad. Vol. IX. p. 145.); 
G. W. Kraft: de superficie cylindri et coni scalenorum 
(Comm. Petrop. T. XIV. p. 92.). 3%. T. Mayers prafti- 
fche Geometrie. Thl. V. (Praktiſche Stereometrie), Gött. 1809, 
Drittes Kapitel. Serenus aus Antiffa auf Lesbos hat eine 
Schrift über die Schnitte eines Cylinders und eines Kegeld durch 
die Are gefchrieben. Ä 

6. Weil, wie fchon erinnert, die Entivickelung der Ober— 
fläche des fihiefen Kegeld mit der Entwickelung der Oberfläche 
des fchiefen Eylinders auf denfelben Principien beruhet, und fich 
überhaupt faft ganz auf diefelbe Art durchführen läßt; fo erfcheint 
es, um zugleich) den Raum in dem ziveiten Theile diefer Sup- 
plemente zu fparen, als zweckmaͤßig, die Entwickelung der Dber- 
fläche des ſchiefen Kegels fogleich hier mit anzufchließen,, und 
dann im ziveiten Theile wegen derfelben bloß auf gegenwärtigen 
Artikel zu verweifen. Sey daher in Fig. 19. ABD ein be- 
liebiger fchiefer Kegel, DF = h feine Höhe, und durd) deren 
Fußpunkt F der Durchmeſſer AB 20 gezogen. Die Linie 
CF ſey = e, und ACE fey ein beliebiger Winkel, welchen wir, 
oder aud) den ihm entfprechenden Bogen für den Radius 1, wie— 
der durch & bezeichnen wollen, Durch E denfe man fich an den 
Umfang der Grundfläche eine Berührende gezogen, welche den 
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verlängerten Durchmeffeer AB in T fchneidet. Von der Spiße 
D fey auf diefe Berührende das Perpendifel DG gefällt, deſſen 
Länge wir jeßt wieder, auf ähnliche Art wie betm Cylinder, 
- zuerft beftimmen wollen. Zieht man FG, fo if diefe Linie nach 
befaunten ſtereometriſchen Saͤtzen auf der durch E gezogenen 
Beruͤhrenden fenfreht, und folglich) dem Radius CE parallel, 
Daher it En en | — 
CT:CE = FT:FG, 
CT:CE = CT — CF:FG;_ 
d. i. | 
eseca:e = esece — e:FG , 


FG=e-— 





= — ecose . 
seco 


Folglich | 
‚DG? = (e—ecosa)? + h? 
= 0? + h? — (2gecosa—e?cosa?), 


oder, wenn wir der Kürze wegen g? + h? = a? feßen: _ 
ERRENE RRNEEEFVE ER 
DG = Ya?— (2recose—e? cosa?) » 


Theilen wir alfo wieder den Winkel g, in 2n gleiche Theile, 
deren jeder = ift, und bezeichnen der Kürze wegen die Cofinus 
der Winkel | | — | 

| 9, Ip, 5p,.7p, +... (2n—1)p 

refpective bloß durch 


C,y.C35 Ey * Cin-1 5 


fo find die von.der Spike des Kegeld auf die durch die End- 
punfte der Bogen p, 39, 99, 7, ... (Zn—1)gY gezogenen 
Berührenden gefällten  Perpendifel nach der. Reihe: 


Ya’— (%ec,—e?c?), 
| — 
Ya? — (2gec, — e c2) 2 
Nager, ee), 
Ya? — (2gecan-1r= e? C?2n—1) ⸗ 


Auf ganz Ähnliche Art wie beiem Cylinder kann man nun 
um das dem Winfel « entſprechende Stuͤck der Kegelfläche ein _ 
Stück einer pyramidalifchen Fläche befchreiben, weldyes aus n 
Dreiecken befteht, deren Grundlinien fümmtlich einander gleich), 
und deren Höhen die oben beſtimmten Perpendikel find. Geben 
wir alfo.die Area diefer pyramidalifchen Flaͤche = X, die ges 
meinfchaftliche Grundlinie aller Dreiedde, aus denen diefelbe be— 
fieht, = x; fo folgt aus den .einfachften Sägen ber ebenen 
Geometrie: | 
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* Ya? —{2rec, —e?c,?) 


+ Ya? —(2gec, —e?c,?) 
+ Ya?— (2oec, — e?c,?) 
+ Ya?— (2oec’—e?c,?) 


& . . . “ “ 


+ Ya?—( 2geczn—ı —.e? a )» 


Setzenen wir nun wieder allgemein 


rσ Atzt Ant AndAt hun..; 
fo. ergiebt ſich leicht | | 

2X na + Ale, +, +% +0, ..t ea-ı} 

+ estate +... + c’an-ı} 

+ Afeshes+ etc,’ +... + Ozn-ı} 


+ Atctto,4 c’+c,?+ ... + C’an-ı } 
er 


= nA+ —S Acta + ASc’n-ı + Asc'znmı ae 
— nA-+AZ| cos(2n—1)p} + Ast cos (2n—1)p}? 

+ Art cos (?n—1)p }? 

4 AZ {cos(2n—1) p}* 

+ | .. 
Nach dem Artikel Goniometrie. VIL ift nun: 


1 \ 2 
2221 (cos p)?* = cos 2xp + 2*?B’cos (x —2)p + %Bcos(x—A)p+ ... 
.—1 x 
. + %Bcos2p + z 2:B 
220-1 (cos Ip) = = cos (3.2xp)-}+ 2«B c0s3 (2x-2)p + zB cos3 (?x-4) p-+F.. 
.+ 5 cos 3. 2p) + 4 2«B 


22#—1 (cos dp)?*=.cos (d.2xp) + 2«B c0os5(%#-2)p-+ zB c0s5(2%x-4)p+... 
.—1 x* 
.. + 2»Bcos(5.2p) + 2B 


1 v 
22#—1 (cos (2n — 1) p)?*=cos (2n —1)2xp + %*B cos (2n-1) (22-2) p+.. 


ll x 
+ #Bcos(2n—4)2p + 3”B; 
folglich 
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Pa 3 (cos (2n —1)p)% en >) cos (2n —1)2xp 
+ «BZ cos (2n—1)(2x—2)p 
es | + BE cos (2n—1) (2x4) p i | 


— . 8 08 8 .’ oe 
+ %»BZcos (2n—1)2p 
N. 
+7 oe 
Weil nun nad) (2.) 
cos (2n —1)p = 2 Teine + 0p ’ 


ao 
oder allgemeiner 


Scos (2n - 1) xꝙ = = | sinxa +0, Y 


ift; fo findet man auf ganz ähnliche Art wie a. a. O. 
220-1 5 (cos (2n —1)p)?* = 


4 2 
sin!xa , »Bsin(2?*—2)e , %*Bsin (2?x—4)u 
2x + (2x — 2) a T (2x — 4) a * — | 
- : mt * * nl, ‚ 
2«B sin 2a — 2*B 
.... SPP 2 


wo immer II, eine für —0 verfchivindende Function von pP. 
bezeichnet. Ganz eben fo leicht findet man nad) Goniometrie, 
VII. und nad) (2.) = | 


2%* Z (cos (2n —I)yp)t! = 


. 1. 2 ' 
sin (2x1) | ?*+!Bsin (2x-1) « — sin (2x-3) c 
2:+ 1) (2x-1)o (2x -3) æ 
— Pe Ba w ng, 
ı+1B sine , ?*+1Bsin«a 
3a & 
oder der Kürze tvegen 


Ur z( cos (?n —1)p)” = nG + nUo 
22% F( cos (2n —1)yp)?*tH = nG + ng. 
Folglich auf ganz ähnliche Art wie in (2.) nach dem Dbigen: 


2X AG, AG „AG ,AG 

Fett rt Re nr 

” 2, eine für g=0 verſchwindende Function von 9 if. 
(fo | | 
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Set man nun 1— , ſo wid =0, 2, =0, nx —=oea, 
und, wenn S die Area des dem Winfel @ entfprechenden Stüds 
der Kegelfläche bezeichnet, X—=N. Folglid) 

un Me e  e 
— Tr gr gttretr N » 
wodurch alfo S gefunden... Die durch G und @ bezeichneten 
Eoefficienten find ſchon oben entivicelt, und es kommt alfo jest 
bloß noch darauf an, auch die durch A bezeichneten Coefficien- 
ten zu. entiwideln, welches feine Schwierigkeit hat. Nach dem 
Obigen ift nämlich 


ee nn 1 *2 3 4 

ra ÆAeEe) = A+Az+ Az 4 AD? LA 4.....; 
aber nad) dem binomiſchen Lehrfage, wenn wir der Kürze wegen 
20* oò ſetzen: 

— — — — 1 - — a2 223 
Ya—(eg—e2?2)=a— — 
ı2 (edz—e? 22)? 

a ee 
: 3 (edz — e? 22)? 
(edz —e? z2)% 

a’ 


+ °B. 


— ® ® . ® [) 


ist eödz—e?z? 

. a 

1 2 

ı2 e?ö?z? — ?Be?dz? + ?Be?z*? 

®. aa a3 — — — 

a 2 3 

43 e?ö?2? — ?Be?3?7z* 4-3 Be°özS — ®Be°z® 

* — — ——— a5 ———— 


1 2 2 
ı4 e4042* — Be5d3z5 4 *Be‘ö?z$ — Beꝰ 5274 *Be® 20 
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Stab rt Veszs 
Eu: B.;+ B B.+ B.- es2 
1121 24292 15 ı 54.16 85 
a3 8 Ss 203 16.1 95,17 9 
an en 2 BET Di ? ae? 
+ . 0 . . 0 ⸗ . f7 [} . ® ® [) ® . 0} 
Daher ft A=a um 
z ae 
%* +IR 
Ai + Br EB — 
42% 24 
ae B. 1 ’ 
er 8 2 wel 58 43 02 55 
“ x 1% *— 1x a 
— — — —B. A 7BMB. mt 
\ — ꝛu·-i 
202 + 3B. erst ° 
Es a alfo leicht, zwei auf einander folgende allgemeine Glieder 
2x 2% 2u--1 201 
‚AG 5 AG 
zul un 022% 
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* 


der oben für S gefundenen Reihe zu conſtruiten. Wir wollen 
bloß noch den Anfang der, wie es ung ſcheint, ſehr merkwuͤr—⸗ 
‚digen Reihe hierher fegen: 








& 2a 





+ sB sin \ 


3a 2 


4 





sB sin 3a Beine 
3a * [3 
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4 6 6 
——— et) 
es 
FR sin6n | Binde | Beine , cB | 
sin 6a sin d« sin 2a 
| 6« — 4a * 2a +7} | 
ı4+ 3 8 ı5 2 83 ‚86 1 585 ı7 57 
F a Ar ee 
2% 2 2 — 
sin 70 "Bein ba "B sin 30 "Bsin « 
7a 5a . * 3a * Pr 
+ e a — — “ . [} . ® ® 2 . 


Will man den Anhalt der son n —— K — ſo muß 
man @a =? ſetzen. Dies giebt 





K wi BA | BA, SBA 
er At yo tg tt zarte 
oder 
K_ e 
en 
1 (11 1 412 ö? e 2 
2 — 7 — 
+ 5 B.— + 5.51 (5) 
2(ı2 214 ‚3 'i $2 14 5% (2) . 
4 7B2 — 7 — — — 
4 Bi B.z + ?B:B + 3.5 2 
3 (13 21 12242 ı5  ı 5% 16 66 eN\Ns 
+ BB. + B+B. + ?B:B.5 (2) 


Sekt man 
‚2x 2x1 
———— N mel, 


wo dann nad) * Obigen 


) 





2x * * 1 x-1 52 124 52x 

= tb. +5 HB. te + Bea; 
2 sachi 2 3. reg S2x-k1 
Co FBetB. a + Be. pre, RE: 3B. Eu: 


iftz fo fann man auch feßen 


| 11 3 ds es 
2=0-66.2+466.2 erden. r 


* C=A=a, oder 
84-66) +86) 38) +88. 
und | | 

ERENTO ETONVEHOVUHNTOYE 
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Es. würde leicht feyn, diefe Reihen, ſtatt nad) den Potenzen von 
e, nad) den Potenzen von m zu ordnen, wobei wir aber nicht 


länger verweilen, da die Sache nicht die mindefte Schivierigfeit 
bat. Auch würde man den Reihen leicht noch manche andere 
Form geben können. Hier fam es ung vorzuͤglich auf dag allge- 
meine Gefeß an, nach welchem diefelben fortfchreiten, 


Cylindriſche Flächen heißen alle diejenigen Flaͤchen, 
welche von einer geraden Linie Defchrieben werden, die, über eine. 
gegebene gerade oder frumme Linie im Naume bingleitend, bei 
diefer Bewegung immer einer gegebenen unbeweglichen geraden 
Linie parallel bleibt. Die gerade oder frumme Linie im Raume, 
durch welche gewiffermaßen die Bewegung der erjeugenden geraden 
Linie beſtimmt oder regulirt wird, wollen wir im Folgenden, der 
Kürze wegen, die Directrix nennen, | 

1. Seyen nun J 
| x=azt eo, y=bz * 4 \ 
die Gleichungen der geraden finie AB, welcher die erjeugende 
Linie bei ihrer Bewegung ftetS parallel bleibt, fo wie 

fx,y,2)=0, F(x,y2)=0| 
die Gleichungen der Directrig, \ 
Die Gleichungen der erzeugendeg geraden Finie in irgend 
einer ihrer Lagen find, da diefelbe der Linie AB ſtets parallel ift: 
i x - az2 +oe, y=bz+Pf. 
Eigentlich ſind dies uͤberhaupt die Gleichungen einer jeden der 
Linie AB parallelen geraden Linie im Raume. Eine in der 
Cylinderflaͤche liegende, der Linie AB parallele gerade Linie muß 
durch einen Punkt der Directrix gehen. Sind daher x, y,z 
die Eoordinaten diefes Punftes, fo bat man die folgenden vier 
Gleichungen: 


x 


ix,y,2)=0,F(x,y,2)=0; 
x=a+o, y=bz +. 
Aus diefen vier Gleichungen fann man x, y’, zZ eliminiren, 
wodurch man eine Gleichung zivifchen @, 8 und conftanten. 
Größen erhält, fo daß alfo 8 eine beftimmte Zunction von « 
ift, wenn die durch die Gleichungen 

\ xzaz-+ a, y=bz + 4 
charakterifirte gerade Linie in der Cylinderflaͤche liegen foll, ' Da 
kann aljo | 

P=yl(e). 

ſetzen. Es ift aber immer 


“m x — az, =y—bhz. 
Folglich 
u y—-bz=o(x—ar). 


Supplem, zu Kluͤgels Wörterb,. I. O o 
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Dies ift offenbar die gefuchte Gleihung der Eyfinderfläche, weiche 
man alfo, wie aus dem Dbigen fic) leicht ergiebt, erhält, indem 
man aus den vier gegebenen Gleichungen 
f(x, y,2)=0, F(ix,y,2)=0; 
x=az te, y=bz+ß 
die Größen x, y, z eliminirt, und in der fi) hieraus ergeben 
den Sleihung = Y(a) 
e.=_-ı—-a2, ß=y-—bz 
ſetzt. Daß es verftattet iſt, die obigen vier Gleichungen ftatt 
der Gleichungen 
(z,y,;,s)=0, Fir, y,#)=95; 
x=a7+oe,y=—=bz. + 
zu feßen, fällt fogleicy in die Augen. 
2, Durch Differentiation erhält man aus der Gleichung 
y—b.=y(x-—az), 
oder 
y—-bz_— y(x-a)=0, 
wenn alle Differentialquotienten partielle Differentialquotienten 


find: 
= —— _ {» 4 wa: 0, 


= Oyp(x— az) O2 _ 


Aber, wenn wir x — az= u feßen, 


Oy(x—ar) _ Oyplu) _ Op (u) du _ dp (u) 
x ak "u x — 


Oyp(x—az) _ Oyp(u) _ Oyplu) —“u 64(u) 
DEE Be ea a ar 
Alfo, für 


— — y'(x—az) : 


— p(x—ar) — 5 — ap’ (x — az) F =0, 


1— Ib — ap’(x— az) 353 *03; 
und, wenn man aus dieſen Gleichungen ꝙ (x — az) eliminirt, 


indem man zugleich die partiellen Differentialquotienten jegt meh— 
verer Beftimmetheit wegen in Parenthefen einfchließt: 


a er) + b(} 21. 
Dieſer Differentialgleichung muß alſo die Gleichung jeder krum— 


men Flaͤche, wenn dieſelbe eine Cylinderflaͤche ſeyn foll, genuͤgen. 
Aus der Gleichung | che ſeyn folk, BERRE 
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aꝰ -bæ) + 4* x - ae) — a? ß2 
ergiebt ſich z. B. 
| 2) — Aꝛ (x — az) 


Or) * a?b(y—bz) + f?a(x—.az) 
9 — a?(y—bz) 
Oy/ " a:b(y—bz) + B?a(x—az)’ 


woraus alfo mittelft des Dbigen leicht folgt, daß diefe- Gleichung 
einer Cylinderfläche angehört, | 

3. Die Directrie ſey jeßt ein Kreis in der Ebene der 
xy. Der Halbmefler dieſes Kreifes fey r, die Coordina- 
ten feines Mittelpunftes feyen A, B; fo find die Gleicyungen 
deſſelben: TR 
| z=0, (x—A)? + y-B?=r,. 
Aus diefen zwei Gleihungen, und aus den Gleichungen 

x=az2 Leo, y=bz +ß —— | 
muß man nun nad) (1.) die Größen x, y, z eliminiren, Das 
durch erhält man fehr leicht 

(A) + (PB —=r. 

Zolglid), wenn man nach (1.) 


e — x — u2,f=y—h 
ſetzt: 
(«—az—A)? + (y—bz—B): = 2 
die Gleichung der Cylinderflaͤche. | 
4. Die Directrig fey eine Ellipfe in der Ebene xy, deren 


Gleichungen 
:=0, (4) + = 


feyen. Aus diefen Gleihungen, und aus den Gleichungen 
x=maz to, y=bz +ß | 
muß man wieder x, y, z eliminiven. Dadurch erhält man fehr 


leicht j Age 
G+ — 


folglid), wenn man. wieder | 
= x— az, f=y—bz 


feßt, | 
(x— az)? (y—bz)? _ 
—n * — ur 
oder 


A?(y—bz)?2 + B?(x—az)? = A?B? | 
die Gleihung der Eylinderflähe, womit man (2.) vergleichen 
fann, ' | 
5. Die Directrix fey der Durchſchnitt ziveier Kugeln, deren 
Gleichungen | Ä 
202 


380 Data. 
| ++ 2er, 
2? + y? + (2 - 7) 2 52 
feyen. Der Mittelpunkt der erſten Kugel it der Anfang der 
Eoordinaten, der Mittelpunft der zweiten liegt auf der Are der 
z, in der Entfernung vom Anfangspunfte der Coordinaten. 
Aus den obigen beiden Gleichungen, und aus 
x=az+c, y=bz + 4 
muß man x, y, z eliminiren. Durch Subtraction der beiden 
erften Gleichungen von einander ergiebt fich fehr leicht: 





r? — r'’2 — y* 
| # zZ —— 2y ) 
oder, wenn wir der Kürze wegen, 
r? — r'? — y? — 
a aa = 0 
feßen, _ 
zı=o9 » 
Folglich 


—— 2b0 * 4, 
und demnach mittelſt der erſten Gleichung: 


(a8+.)? + 60 4 pP)’ = r’, - 9°; s 
alfa, wenn man 
| am x — az, B=y—bhz 
ſetzt, | 
(a8+-x—az)? + (bO+-y—bz)’ = x — 0, 
oder s 


[x +a(®—z)}? + |y+ b(8—2)}? = r? — ®: 
die gefuchte Gleichung der Cylinderflaͤche. Entwickelt man die 
Duadrate, fo ergiebt ſich leicht 
x? + y?2+2(ax+by)(@—z) + (a? +b?)(0— 2)’ =r?—0®?, 

oder | | 
x? + y? + (a? +b?)z? — 2axz — 2byz + 2a9x + 2bOy 

— 2(a? +b?) 62 = r? — 0? — (a? +b?) 92 
als Gleichung der Eylinderfläche. 

Fur z=0 ergiebt fi) | 

x? + y? + la + 2ıbOy — r? — 92 — (a?+b?) 02 
welches die Gleichung des Durchſchnitts der Cylinderflaͤche mit 
der Ebene der xy iſt. 


D. 


Data. Euclids Data nach dem Griechiſchen, mit Robert | 
a Zufißen herausgegeben von 3. 3. Wurm. Berlin. | 
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Decimalbruh, Wücherer, Beiträge zum alfgemei: 
nern Gebrauch der Decimal- Brüche, oder Tafeln zur. leichten 
Verwandlung der gemeinen Brüche in Decimal- Brüche. _ Earls- 
ruhe. 1795. Bierſtedt, Decimalbruchtabellen für die gemei— 
sen Brüche, deren Nenner zwifchen 1 — 1000 fallen. Erfter 
Theil. Fulda u. Frkft. 1812. U. Schröter, das Rech— 
nen mit Decimal- Brühen und Logarithmen, nebit Tafeln, 
Helmft. 1799, 


Delifhe Aufgabe. Wlochatius, Elementar-Jeome-- 


trifche Auflöjung des delifchen Problems und der Aufgabe vom 
Dreifchnitt des Winkels. Königsberg. 1804, enthält größten- 
theils geometrifchen Unſinn (ſ. Zrifection des Winfels. 12.) 
at. Doria, nuovo metodo gcometrico per trovare fra 
due linee rette date infinite medie continue proportionali. 
Anversa. 1725. Slusii Mesolabum, seu duae mediae pro- 
ortionales inter extremas datas per eirculum et per infin. 
yperbolas vel ellipses. exhibitae. Leodii Eburon. 1668. 


— Functionen, ſ. Differentialrechnung (3.) 
i. d. e 

Deſcriptive Geometrie (Géométrie descriptive), f. 
den Artikel Geometrie, deſcriptive oder befchreibeude 
im zweiten Bande diefer Zufäße. 


Developpable Flächen, f. Evolution (4, ff.). 


Differences mölees, &quations aux, heißen Gleis 


chungen, welche eigentlicy Differenzen- und Differential» Sleichun- 
gen zugleic) find, d. h. welche Differenzen und Differentialquotien- 
ten einer Function mit. einander vermifcht enthalten, wie z. ®. 
die Gleichungen 


N rıyry=od, 


oder , 4 

a rbareytiy=0. 
Manche a führen auf ſolche Gleihungen, und mehrere 
franzöfifche Mathematiker haben ſich daher mit ihrer Integration 
befchäftigt, worüber Lacroix Traite du calecul diff. etc. 
T. III. P. 575. nacjgefehen werden kann. Auch in dem Xrtifel 


Integration der Differenzen - und Differential» Öleihyungen i. d. 2. 


wird Einiges. über diefen Gegenftand vorkommen. 


Differenzen Rechnung. Es find in neuerer Zeit meh- 
rere hoͤchſt merkwürdige fymbolifche Ausdrüce aufgefunden wor— 
den, welche zur leichten Entwidelung der Differenzen uͤberaus 
bequem find. Diefe Ausdrüce zufammenzuftellen und zu beiwei- 
jen, ift der Hauptzweck gegenwärtigen Artikels. 


- 
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1. Sey juerft u=f(x) bloß eine Sunction der einen 
veraͤnderlichen roͤße x, fo erhält man bekanntlich Zu, wenn 
man x in x + Ax übergehen läßt, und von dem entfprechen- 
den Werthe von u den primieiven Werth diefer Function abzieht, 
oder in Zeichen: 
i Au=f(ı+fI) — f(x). 
Hieraus ergiebt ſich Au, wenn man, indem 4x als conftant 
betrachtet wird, x wieder in x + x übergehen läßt, und von 
dein entfprechenden Werthe von fu feinen primitiven Werth ab- 
zieht, d, i. 
du= f(z +24x) — f(x+ 4x) 
— f(x+4x) + f(x) 
= f(x+24) — Æ(XMAX) + f(x). 
So wie u zu fu, Su zn A?u führte, führt jet wieder Tu 
zu J’u,. und man erhält leicht: 
Su = f(x+34) — 2f(x+2A) + f(lx+ x) 
— f(x+24x) + 2f(x+ 41x) — f(x) 
— 64 345) — 3 (S24x) + 3f(x- + 42) — flo). 
Wie man auf dieſe Art weiter gehen kann, faͤllt auf den erſten 
Blick in die Augen. Auch iſt das ſich ſogleich darbietende Ge— 
ſetz der Coefficienten leicht durch die bekannte Bernoulliſche 
Schlußart allgemein zu beweiſen. Es iſt naͤmlich, wenn wir der 
Kuͤrze wegen uͤberhaupt 
un) = f(x+ nAx) 
ſetzen: 


Au = un) z uln-1) . — 


* 1) 


un=3) L .... 


»2)(n-2 
Yun LEI 


BEER» ea 1)a—2 u(2) + - In-und + (—1)au, 


oder, diefe Solmel auf einen bloß ſymboliſchen Ausdruck — 
| Au=(u—i), 

mit der Bemerkung, daß man alle duch die Entwickelung der 
Potenz nach dem binomifchen Lehrfaße hervortretenden Potenz 
Erponenten von u al& bloße Indices betradytet, und felbige des- 
halb nad) der in Rede ftehenden Entivicelung in Parentheſen 
einſchließt. 

2. So wie wir jetzt Anu durch u, um, um, u®, ... um 
ausgedrückt haben, wollen wir nun auch umgefehrt u) durd) 
u, Ju, Su, A2u, ... ru auszudruͤcken ſuchen. Zuvoͤrderſt 
bemerken wir jedoch, daß, wenn P, q, T, v, w, .... Functio⸗ 
nen find, und 

vep+qg+rr+v+rw+. 
ift, wie fogleicy erhellet, jederzeit 
dam dp + 104 Ar 4 de + nt 
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ift. Auch it, wenn a eine conſtante Größe bezeichnet, und u=av 
iſt, jederzeit Ju=afv. Dies voransgefeßt, haben wir nun 
nach dein Vorhergehenden, wie fogleic) erhellet: 
ul) = ur fu, 
u2) = ul) + Aut), 
ug) = u) + Ju, 
u) = u) + Au, 
i | u. ſ. f. u. ſ. f.;3 
folglich nad) und nad: 
ud) = u fu 
ua) = ur JS u 
+ Sur Ju 
= u-+ 2A4u + Ju 
ußd) = u + 2dur Au \ 
+ AJu+24u+r 4Su 
= u + 34u + 3420u r JIS’u 
ua) = u + 3du + 31u+r Ju 
+ Ju + 342u + 34u+ Su 
— u 4 44u + 64u+ Adu + Su. 
| u. ſ. f. u. ſ. f. 
d. i., wie leicht allgemein bewieſen werden kann: 


Gent 
.. + N ag 2 iu + deu , 


oder, wenn man aud) diefe Formel auf einen bloß ſymboliſchen 


Ausdruck bringt: 
ua) = (1+ fu, 


ein Ausdruck, eigentlicher Sinn ſogleich in die use fat. 
len wird. 


3, St u=x”, und m eine beliebige poſi five oder nega⸗ 
tive, ganze oder gebrochene Zahl, fo iſt, wenn wir der Kuͤrze 
wegen x h feßen: 


As. xm = tan rn)" ten 
| .... * dam (x -hjm + (Lex. 


Iſt aber m eine pofitive ganze Zapl, fo iſt nach dem —* 
ſchen Lehrſatze 

Ju=(x+th)nr — x 

— mh. Ahꝰ xm-2 4... 4 Mhn-ix + Nhn; 
folglich 

du= mh4. m=i + Ahr4. mm? + ... 4 Mhu-i Ax, 
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und demnach, wenn man fid) die Differenzen der einzelnen Poten- 
* von x wieder entwickelt denkt, dabei aber immer /x—=h 
eßt: Ä | | 
1Pu=m(m—1)h?xn-2 „A’h’xm-3 2... + Lhm-1x L M’hm, 
Folglich ferner | 

Au=m(m—1)h? 4.xm-2 + Ah? 4.xm-3 .- .„.. + L’'hn-1 9x , 
d. i. 
 d’u=m(m-1)(m-2)h?xm—3.5 A”’h’gm=-3 . 4 K”’hm-1x + L”hm, 
Wie man auf diefe Art weiter gehen kann, ift klar. Endlich 


ergiebt fich 
AJau = 1.2.3.4... mhn, 


oder, was daſſelbe ift, Ä 
AJuau=1.2.3.4...mJ/ım, 
und folglich allgemein für jedes pofitive x, welches nicht — 0 
ift, deu (, ' 
Dies führt mittelft des Dbigen zu den folgenden zwei merf- 
würdigen Sägen: 
Sür jedes x und h iff, wenn m eine pofitive ganze Zahl 
bezeichnet: Ä 
1.2.3.4.5....mıma= 


(x mn ir m HT er mh I"... 
+ Z(Nmetizy hin + (Au, 
Fuͤr jedes x und h ift aber, wenn m eine pofitive ganze 
Zahl bezeichnet, und n > m ift: 
| _n 


* — — —** I<+a—2% 8 = 


eh Ti Da-t sp hjn + (Damm. 
Set man x — O, h=1; fo erhält man 


1.2.3...m = mm — — (m—1)m + dm Yan. u 


die Reihe fo weit fortgefeßt, bis fie von felbft abbricht. | Dage- 
gen ift für jedeg n > m: 
r -1)(n-2 

O=m—Ln-14 EN nz FEIEN nur. 
Mehrere merkwuͤrdige Nelationen und Säge über diefe und ähn- 
liche Ausdrücke f. m. in meinen Mathematischen Abhandlun- 
gen. Altona, 1822. 8. 67 — 94. | 

4. Wie ſchon oben erinnert worden ift, haben wir durch 
aus nicht die Abficht, hier eine volljtändige Darftellung der Difs 
fevenzen- Rechnung, fondern bloß einige beſonders wichtige Zus 
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füße zu dem entfprechenden Artifel im erſten Theile zu liefern, 
und gehen daher jet fogleich zu der nähern Betrachtung der 
Differenzen der Functionen mehrerer veränderlicher Größen über. 
Iſt naͤmlich u=f(x, y, 2, V, »..) eine: Sunction der belie- 
big vielen von einander unabhängigen. verinderlichen Größen " 
x, y; 2, V, 2222/ ſo iſt | h 
Auzf(x+ A, y+Ay,z+ 1,v+ I, u) — Er, Ys24 Yren) 5 
und ganz eben fo, wie fu aus u entfteht, entftcht auch hier, 
indem man immer Ax, Ay, Az, Av, .... als conftant betrad)- 
tet, A?u aus Ju, Su aus Sun. f. w. Nimmt man die 
Differenz; von u bloß in Bezug auf eine der unabhängigen ver— 
änderlicyen Größen, indem man die übrigen fämmtlid) als con- 
ftant betrachtet, 3. B. bloß in Bezug auf x, indem y,Z,V,... 
als conftant betrachtet werden; fo fol diefe Differenz dur Lu 
bezeichnet, und die partielle Differenz von u in Bezug auf 
x genannt werden, Zu durch partielle Differenzen auszudrücen, 
ift die Aufgabe, welche wir jeßt vorzüglich ins Auge faflen. 

Sey zuaft.u=f(x, y) eine Function der zwei unabhän- 
gen veränderlichen Größen x, y. Geht nun, indem y ungeän- 
dert bleibt, x in x Ax über, fo geht u in u-+ /,u über. 
Laͤßt man aber jeßt hierin, indem x als conftant betrachtet wird, 
y fih in y+ Ly verändern, fo erhält man offenbar: 

f(x+ Ix, yr sy) zu + Kur A,(u+ Lu) 

=zu+r LZu+ IS,ur+r I,Ius 
Augenfcheinlich kann man aber auch zuerft y in y — Sy über: 
gehen, and dann x fih in x -- fx verändern laffen, wodurch man 
Ix+ x, y+ yM) =u+r Au+ Iu+ AAu 
erhält, welches, mit dem vorhergehenden Reſultat werglichen,. auf 
der Stelle 5 
AyAyu == A, Izu 
giebt. Es ift alfo | 
fx+ A, y+ sy) Su Lu + Sur IAAu. 

Wenn ferner u=f(x, y, z) eine Function dreier von ein⸗ 
ander unabhängiger veränderlicher Größen. ift, fo ift zunaͤchſt nad) 
dem fo eben Bewieſenen | 


f(x, y+Jfy, z+ dı) zu-+r Izu + Azu En IyAzu . 
Solglicd), wenn man nun x in x + x übergehen läßt: 


$fx+A,yrIy,2+I)= ur Aur fur Iydu _ 
+ SA(u+rfyu+ Sur I,Izu) 
u -U + Azu + Ax Ayu + Az Ay Aa u 2 
4Ay u Axau 
+ Azur I,Iu > 


woraus zugleich auf ganz aͤhnliche Art wie vorher erhellet, daß 
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J,A,Azu ungeöndert bleibt, wie man aud) die Ordnung, in 
welcher die partiellen ul genommen werden, verändern 
mag. 
Fuͤr u=f(x, y, 2, v) ift hiernach 
f(x, yFAy,2+4,v+A) 
zur Sur I,AIu+r I Az Au 
+ ILu+r I,Iu 
+ kur Aofu, 
und folglich, wenn nun x in x + Ax übergeht: 
f(x}, ytr4fy,z+df,v+ Av) 
=u+ Kur Ahur AA zur IxAycdı du 
+ Ayu 4 Ix Jzu + Ix Ay Ayu 
+ Lur IKku+ IA Mu 
+ Iru-+ I,du + IyIzIu 
+ Ay, 
+ AzIru. 
Mie man auf dieſe Art weiter gehen kann, unterliegt keinem Zivei- 
fel, und man uͤberzeugt ſich mit Huͤlfe einiger aus der combina— 
toriſchen Analyſis bekannten Betrachtungen ſehr leicht von der 
Richtigkeit des folgenden merkwuͤrdigen ſymboliſchen Ausdrucks, 
deſſen eigentlicher Sinn leicht in die Augen fallen wird: 
f(x+ 1x, y$Ay, 2 12, vAv, ....) 
= u +4:)(1+fv) ...-}u. 
Da ferner immer 
Auz=f(x+ A, — a A⸗æ, v PAr, .. ) — u 
iſt; ſo iſt auch allgemein fuͤr jede Anzahl veraͤnderlicher Groͤßen 
Au=zilt+ AI) + AI) +) HI)... — 1}u. 
Auch ergiebt ſich hieraus fehr leicht, daß x, A, Ay... U un⸗ 
geändert bleibt, wie man auch die Hrdnung, in welcher die par= 
tiellen Differenzen in Bezug auf x, Yr Zr Vr een genommen 
werden, veraͤndern mag. 
Setzt man Fu für u, fo erhaͤlt man: 
42u * ArtNr) .- .— 1)40u. 
Aber 
Au (I AX)CIFAVSVCIAäAL) IH) lu, 
und folglich, wenn man ſich den erſten Ausdruck wirklich ent— 
wickelt, und dann in allen Gliedern fuͤr Au den letztern Ausdruck 
geſetzt denkt, offenbar 
42u * (A440) 14 — —— —— FAv) · · · - 1120. 
Folglich 
Pu=ti(1+ ERIC PATER TATGE DR .—_1}’Au. 
“ Aber 


* 


Differengen = Rechnung. . 587 


Au= tt + I)1rI)IH+ A)(I+ Ar). 1}u. 
Alfo nad) einer ganz ähnlichen Betrachtungsweife wie — 

Iu=t(1i+K)IFIG)IFA)IH+ N) .... — 1Pu 
Wie man auf diefe Art weiter gehen fann,- ift tar, und «8 ift 
alfo allgemein: . 

2u={i FI) FA) 1+ IE) FI)... —1jau, 
wobei man nur nie die durchaus bloß ſymboliſche Natur diefer 
Ausdrücde aus den Augen verlieren darf. 

5. Wir wollen nun aud die Differenzen durch die Diffe- 

rentialquotienten zu entivickeln verfuchen, wobei wir wieder mit 


— einer veraͤnderlichen Groͤße beginnen. Nach dem 
aylor’fchen Lehrſatze iſt bekanntlich 
4 — u O?u das. 03u 4x3 
=, 7 trmTitrRınst‘ 


und, wenn e, er  geroßbnlih, die Baſis der — Loga⸗ 
rithmen, welche in der Folge immer bloß durch J angedeutet wer—⸗ 
den follen, bezeichnet: 


0x 0? 4x? 0°: 4x3 
e se Ar 
folglich 


PER u. -ılu, 


wo man wieder das bloß Symboliſche dieſes Ausdrucke nicht 
aus den Augen verlieren darf. Sekt man Jx=h, fo if: 


0 
h 
du = je 9% _ lu 
Auch ift 
Ei 8. 
——— uzme 8* 


Nach (1.) iſt, wenn wir wieder u=f(x) und der Kuͤrze we⸗ 
gen immer Sx —= h ſetzen, allgemein 
um = f(x+nh), 
und es entfpringt alfo u” aus um, wenn man in u ſtatt h 
die Größe nh ſetzt. Weil nun | 
„2 
dx 


une u 
war, fo ift offenbar allgemein 


—— 


un) = e 
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Nun -ift aber nach (1.) 


n(n-1) n(n-1)(n-?2) 
1; 


1.2 
alfo 
0 0 0 
nh — (n-1)h— (n-2)h — 
au=te a“ nm — *8 ox 
un (an? = 
n(n—1)(n— 2) Ox 
| 72.3 ° + 
und folglicy offenbar nad) dem binomifchen Lehrſatze allgemein 
ne 
Anu I "u , 


welches eine fehr merfivfirdige Formel, und auf die obige Weife 
juerft von Brinfley in den Philosoph. Transact. 1807. (La- 
croix Traite du calcul. diff. et int. T. IH. p. 62.) bewieſen 
worden ift. Beſonders merkwürdig ift es aber, daß diefe Formel, 
wie wir jeßt zeigen wollen, fic auf die Differenzen von Fun— 
ctionen mit jeder. belichigen Anzahl veränderlicher Größen aus: 
dehnen läßt. Nach (4.) it naͤmlich 


4Anu AHA A IH LE) CH Ar) ..—4leu,. 
Aber nad) dem Vorhergehenden 


Axu je ®_ 1lu B 
42 

J,u * — ılu, 
0 

J, u 1 ® _ ılu, 
2 

Auz= je _sla, 


u. ſ. f. u. ſ. f. 
wobei wir, um jedem Mißverſtaͤndniſſe vorzubeugen, bemerken, 
daß hier natuͤrlich 1 feinen Logarithmus, fondern dag Increment 
‚von v bezeichnet. Alle Differentialquotienten von u find hier, 
wie fih von felbft verſteht, partielle Differentialquotienten, wels 
ches der Kürze wegen nicht noch durch ein befonderes Zeichen aus 
gedeutet werden fol. Alſo ift auch | 


h 
ur kAku=e u, 1+ 4, =e 3 
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Da a Are s 


i 

4 õ 

kn kı 
0 


u+ ,u=ze 


ur ku=e u, 1 4 42 =e 
1 15 

urmume "uirnzme "; 

uff u. ſ. f. 
wobei es wohl nicht noͤthig ſeyn wird, noch beſonders vor einem 
falſchen Verſtehen dieſer bloß ſymboliſchen Ausdruͤcke zu warnen. 
Setzt man nun dieſelben für 1+ I, AI A, ... 
in die obige Formel für Apu, fo ergiebt ſich auf der Stelle der 
überaus merfwärdige und fehr allgemeine fombolifche Ausdruck 

Ö . 0 fe) 0 
h 4 1 — +k + 1 + .... 
nun |e ® 07 92 Or —ılu, 

welcher für Functionen mit jeder beliebigen Anzahl von veraͤn⸗ 
derlihen Größen gilt. Gewöhnlich ſchlaͤgt man bei dem Be— 
weife der „beiden vorhergehenden Ausdrücke von Fru den umge« 
kehrten Weg ein, fo daß. man nämlidy den erften aus dem zwei— 
ten ableitet. Man fannn hierüber, fo wie Uber diefe fnmbolifchen 
Ausdrüce überhaupt aud) den Artifel Taylors Lehrfag (19. ff.) 
vergleichen. | Ä | 


6. Das umgekehrte Problem, nämlich die Differentialquo- | 
tienten der Function u durch ihre hoͤhern Differenzen auszudrücken, 
geftattet eine ganz ähnliche Behandlung, wie da8 vorhergehende. 
Nach (2.) in, wenn zuerſt u nur von einer veränderlichen 
Größe x abhängt, 


un) —=u+r — Au + er ru 4 Zu — 


und nah dem Taylorfhen Lehrſatze hat man, da um — 
f(x + nh) if: 
Ou nh . O?u n?h?, Qu n3h? 
ta Ten 


Nimmt man auf feinen beftimmten Werth von Ruͤckſicht, ſon—⸗ 
dern denft ſich n als ein ganz allgemeines Symbol, fo muͤſſen, 
wenn man ſich auch den eriten Ausdruck von u entiwicelt denkt, 
beide Entwicelungen identifch feyn. Vergleicht man alfo die 
Glieder mit einander, weldye die erſte Potenz von n enthalten, 
fo ergiebt fi), weil befanntih . - 


ift, auf. der Stelle 
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du = Au — 4a + 4m — 44h +... 
={[1- 12 442° 30 +40 —....}u, 
d. i., wenn man immer die bloß fymbolifche Statur ſolcher Aus⸗ 
druͤcke gehoͤrig feſthaͤlt: 
—E——— 
Setzen wir nun allgemein u — p, fo iſt Hu dp; folglich 
J+Hum Tl(1+2)})p- 
Man erhält alfo nad) und nad) leicht: 
a={lt+ND}u=p 
u = {l1+N)p =! lt1+NDPu=p 
u=!1+N)p = !lıi+NYPu=p” 
u = /l1+N)p= {la NY u=p” 
uff Pa A 7 
d. i. allgemein | 
Onu=!lli+AN))u. 
Iſt nun u eine Function der: veränderlichen Größen X YrZ, V, .. ./ 
ſo iſt, weun man die partiellen Differentiale wie in dem Artikel 
Differentialrechnung in dieſen Zuſaͤtzen bezeichnet: 
Kuz=!l(1+4)}eu, 
Su=il(1i+4%)Pu, 
ru=!l(1+1)Pu, 
um !l1+,)Pyu, 
u th uf f, 
Alfo für n=1, wenn man zugleich auf beiden Seiten addirt: 
Au+oyut+dzutdrur.. = IEMA IUrADIArIz UF Ar). ] su. 
Aber befanntlich 
du =Ou + Hu + 9zu + hut ...; 
und nach (4.) 

Au = {+ &) +) A+ A) +). — 1)u, 

1+41= (1+%)(14+4,) (14 42) (1 ee 
alfo für jede Function einer beliebigen Anzahl von veränderlichen 
Größen: 

ou {l(1+s)}u. 

Zu den höhern Differentialen fann man wieder ganz eben 
ſo, wie vorher bei Sunctionen mit einer veränderlichen Größe 
übergeben, fo daß alfo für jede Function einer beliebigen Anzahl 
BEL Größen ganz allgemein - 
iſt Gau = {l(1+ 4) ru 
iſt. 


Man kann ſagen, daß in dieſen wenigen hoͤchſt eleganten 
ſymboliſchen Ausdruͤcken, deren Erfindung man groͤßtentheils dem 
beruͤhmten Verfaſſer der Mecanique celeste und der Theorie 
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analytique des probabilites (f. leßteres Werf Livre I. Cap. 1. II.) 
verdanft, der ganze directe Differenzen Calcul enthalten it, und 
wir tollen daher nun zu einigen Ähnlichen Bemerkungen uber die 
inverfe Differenzen » Rechnung. übergehen. 

7. Die inverfe Differenzenrehnung oder der end— 
liche Integral» Calcul hat den Zweck, aus gegebenen Fun— 
ctionen, die ald Differenzen andrer Functionen betrachtet werden, 
eben diefe Sunctionen zu finden. Iſt alfo u eine beliebige Fun— 
etion, fo fol eine Function gefunden werden, deren el 
—=u if. Diefe Function beißt das endlihe Integra 
von u und wird Durch Su bezeichnet. Man fieht, daß diefe 
Definition für. Sunctionen mit einer jeden Anzahl veränder- 
licher Größen gilt; wir werden und jedoch im Kolgenden, um 
nicht zu weitläufig zu werden, auf Functionen mit einer verz 
aͤnderlichen Größe einfchränfen. Man kann eine Function auc) 
- mehrere Mal nad) einander integriren, welches zu vielfachen 
endlichen Integralen führt, die durch ru Hezeichnet wer— 
den. Wie aus diefen Definitionen unmittelbar folgt, ift immer 
AZeu—=u Auch ift umgekehrt, wie fogleich erhellet, im= 
mer 2 fu=u Nur ift hierbei die Bemerfung zu machen, 
daß u eigentlich bloß ein fpecieller Mertb von DBAnu iſt. Iſt 
naͤmlich überhaupt U ein Werth von Zeu, d. h. eine Function, 
für welhe AU = u ift, fo ift, wenn C eine beliebige conftante 
Größe bezeichnet, offenbar auch A(U--C)=u, und man 
muß daher eigentlich allgemein | 

Zu=U+t6G 
feßen, fo daß man naͤmlich zu jedem Werthe eines endlichen In— 
tegrals noch eine willführliche conttante Größe addirt, deren Werth 
in jedem einzelnen Zalle aus den fpeciellen Bedingungen der Auf- 
gabe befonders beftimme werden muß. 


Da befanntlih, u, v, w, 8, 0... mögen pofitiv oder ne- 
gativ feyn, immer ‚ 
Au+rvtw+sHt+...)= Jurfv- Iwr- Is +... 
ift, fo iſt 

S(Gu Av Avw As +... )=urvtwH+rsH+ ...;, 
d. i. 
SE(An Av Avw As +...) EAu 24 +. , 
oder uͤberhaupt 

Z(uU+V+wW+s®’+..)= Zul+Z’/+2wW+Z”H+..., 
wo nun immer eigentlich noch eine willführliche Conftante addirt - 
werden muß, ivenn man völlige Allgemeinheit verlangt. 


Iſt a eine conſtante Größe, fo iſt bekanntlich immer 4. au 
— adu; alſo umgekehrt | . 
Sadu = ZI.au = au = aldu, 
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N 
f 


oder überhaupt 
Sau = au. 


Für das Product XY fee man 
u ZXY=-YX+Z, 
und nehme auf beiden Seiten die Differenzen, fo iſt, weil offenbar 


4.pg=(prAp)(g+rAg) —pq 
=pfg 44p + Apdg 


ft: 
XY=YAsX + ZX.IY + IY.13K + 12 
= XY # 32SX.IY HH XIV + 412 
= XY EX. + ZK.N +42 
| = XY + NEX+FA) #422. 
Folglich) 


AL=— IYIIX+AIX), 
und demnach RE. 
SKY = YEX — Z[NE(X+ IR )}. _ 


Man fann. diefe Formel auch direct beiveifen, wenn man von 
der Größe auf der rechten Seite die Differenz nimmt. Fuͤr diefe 
Differenz erhält man nämlic) | | 

A(XEX) — IYE(X+AX) F 
= VAIXA X. + IY.I3EX — IXE(X+ 4X) 
=XY + NEX+TI) — NEX+IK)=XY, 


wie es ſeyn muß. Man muß, wie aus dem Vorhergehenden un- 
mittelbar erhellet, bei der Anwendung der: gefundenen Formel 
SAIX—=X feßen, fo daß man nämlich nicht allgemein BUX 
— X+C fißen. darf, oder, was daffelbe iſt, man muß C 
hierbei = O0 feßen, 
8. Wir wollen nun das Vigherige durch einige Beifpiele 
erlaͤutern. Sey z. B. 
 az=x(x—h)(x—2h) ... (x—(n—1)h), 
fo it, wenn man /x —=h feßt: 
j du=(xs+h)s(x—h)...(<-@a—2Yh) 
— x(z—h)(x—2h).... (x—=(n—1)h) 
= nhx(x—h)(x—2h)..(x—m—Yh); 
folgih fr Ix=h: | 


‚zi(x—h)..(s- m—Y9h)= 


&—h)(x—2h)...(x—nh 
Zx(z<—h)...(x«—(am—1h) = en 
Kür : | — 

u=x(s+h)(x+2h)....(xF@a—1)h) 
und Ax = h ift 
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Aa= (zs+h)(x+2%h)...(x+nh) 
— x(x+h)(x+2h).... (x+(n—1)h) 
Ä = nh(x+h)(x-+2h)... x+m—1)h); 
alfo | 
Z(s+h}(x+2h)..(<+m-Nh) = rer). ran) j 


Ex Hh)(x-+ 2b)..(k En) CHR ah) 


(n+1)h 
Für 
u=(x—h)x(x+h)(x+2h)...x+a— Dh) 
und Ix=hifl 6 
Au= x(x+h)(x+2h)... (x+nh) 
— (x—h)x(x+h) ... (x+(n—1)h) 

f = (n+1)hx(x+h)(x+?2h) ... x+(n—1)h) ; 

alſo 


* _(@&—h)x(&-+£h).. (x+(n-1)h) 
Zx(x+h) BEN WUDE ee er . 
Für | 


1 _ 
OO x(x+h)(x+2h)..(x+m—N)h) 
und Ix = h if — | 


1 1 
— (&+h)(&+2h)...(x+nb)  xix+h)..(x+(n— Dh) 
ia tnh) ——nh J 
J. ———y ” x(x+h)..(x + oh)’ 
alfo | . 
x(x+h)...(x+nh) T nhx(xX+h)....(x+(n—1)h) ’ 
1 1 
= Terb)..ar n-)h) : — h)..(x+(n—2)h) " 


Andere Beifpiele diefer Art, namentlid) auch für Functionen, die 

Durd Zerlegung in. andere gebrochene Functionen integrirt wer— 

den fönuen, f. m. im erften Theile im Art, Differenzen - Rechnung. 
Sur u= ar iſt | | 


Am ax-F4x — AX — ar(a/x—1) , 





— Au — ax 
en En” 


Fuͤr u=sinx iſt 
du = sin (x 4 Ax) — sinx = 2sin}4Axcos(x+44x) , 
Asinx Asin (x<—}4x) 


2sintfx’ ra 2sinid 


 cos(x+44) = 
alfo 
sin(x— 44x) 
2sin44x | 
Supplem. zu Kluͤgels Wörterb, I. Pp 


Scos x = 


594. Differenzen = Rechnung. 


Fuͤr u cosx iſt 


Au cos (x æ4 4Ax5) — cax= — 2siny.Axsin(x}+34x) , 
’ Acosx — Acos (k— 34x) . 
sin (x + 4.4x) = — — sinx — — 


ai cos(x—4fx) 


Zsinx = — 2 eins 


Allgemein iſt 


— 
zein (pꝓ α., 


-2 sin 3q.I1x 


sin(p-+ ga —4q4x) 


>= — 
a ine 2 sin igAx 


9, Wenn man wieder der Kürze wegen Ax— h feßt, uud 
x eine Function von x ift, deren erſte Differenz die Größe h 
ift, fo laſſen ſich die Differenzen 


Al(x—h)r cos(«—ıh’)}, Z{(«—h)rsin (« — th’) } 
auf folgende Art entwiceln. 


Man erhält nämlich), da x in x’ 4 h’ übergeht, wenn x 
in x + h übergeht, leicht i 


Alls—h)P cos (X —4h’)}=xr cos(x’-+$h’)— (x—h)rcos( —ıh’) , 
A (x — h)e sin ( —4h’)} =xr sin (x’ + 4h’) — (x —h)r sin (X — 4h'), 


und folglih, wenn man die Potenzen von x—h nad dem 
binomifchen Lehrſatze entwickelt 


A !(x—h)r cos (—4h’)} = xrfcos(X +3h) — cos (X«—+h’) } 
+ (Ear-ın  2E52 un he =. 1cos @—4h) 
Al(x— h)r sin(x —ih’)} = xr {sin(X +5h’) — sin (x —;h’) } 
+ — AN BO ha} N h3-.. sin (x’ — ih’) 

Aber nac) befannten goniometrifchen Formeln 

cos(x’ 4 4h') — cos(X —+h’) = — 2sinx’sin}h’ , 

sin(X +4h’) — sin(x—4h’) = 2cosx’ sin}h’ ; 
folglich) | 


A{(x—h)rcos(X—4h)} = — 2x? sin x’ sin 4h’ 

4 — — BE Dyp-2n2 ‚„‚uIe> ht.) cos (x —}h') 
Alx—h)rsin(®—4h)} = a22x cos x sin Ih 

+ 2. xp-ih ee xp-2h?-} BerIE> xp=3h3 -.. sin (x — +h’) 


und daher, wie fich hieraus leicht ergiebt: 
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> k—h)r cos (X —!h') 


x m 
Zur sin Zsindh 


R 


hZ3P-1cos (x’=4h’) 


= 2sinth’ 
— — hꝰ Sær⸗2 cos(x’ - ıh’) 


+ Br ze cos (X — ıh) 


4 Const , 
Kap — ⸗ 4 
Ar cher = (x — hr sin — 3h’) 
2sinth 


hxr=1 sin (X — ıh) 


— EN azınaa sin (x —ıh)) 
4 PEDP-D yo zunes sin (X dh) 
‚1.2.3 
— 4 46 (re . os & u. 4 
4 Const . 
Fir p=1 wird 


— (x- h) cos (X’—1h’ Bo 
SxsinX ==. — 2 4 geiz Fon -4h’); 


2sin}h’ 
‚ (x«—h)sin (x — ih’) h s 
cos x = — Tine —4h’) 
d. i. nad) (8,) 
Sssiny — — XD eos@—4h)) , hsin@=h)) 


2sin4h’ = (2sin4h’)2 ° 
2 («-—h) sin(X —4h’) , hcos(x —h’) 

——— 2sinth’ * (2sin4h’)a ?° 
wo nun immer noc) eine willführlicye Conſtans beigefiigt werden 
muß. Hieraus ergiebt fi ch mittelft der obigen allgemeinen Hormeln 
nad) und nach Ix? cosX; 3. 8x? sinx; 2x? sinx „ Ix’cosx; 
Zx*cosxX, Ix*sinx', u. ſ. w. 

10, Mittelft des — Lehrſatzes uͤberzeugt man fich 
leicht, daß 

on*i 


— ahnt A 


ift, wo a, P,Y, +“ gewiſſe numerifche Coefficienten * auf 
A ai Weride es jetzt weiter nicht ankommt. Folg⸗ 
ich i 


On-+H? hut — 








2 * ae Ahh-+? * Lu: 


oder, wenn man 


92 
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. 007 n 
| u mu 2 ur" 
feßt: Pr 


a a 
[ uõx ho Zu 4 ahnt + Amt ten 


ı fr au | 0? 
zu = nf udan —chZn >— — Ah? zu nn — ..., 


und ganz auf ähnliche Art: 


und rät — an m > 
zn — —— ch _ ph zul — 
zn — "1 Ba aha ER _ a2 eg 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


ſo daß man alſo durch ſucceſſive Subſtitution nach dem Obigen 
für Zru offenbar eine Reihe von folgender Form erhält: 


ou o?u „ou 
+ Nu + Ph + Qh’az; + Rhinz too 


’ La) n 
Fuͤr u — er iſt um exoxna ⸗ vox, uoöx = u — ex. 


Auch iſt / 
dex = exth —_ ex = eX(eh—1), 
Aex u. _ ex 
— — zer = 177’ rm em 


Solglich nad) der vorhergehenden allgemeinen Sormel 

(et — I) rn = * 4 — * u + o.+ m 
| + N+Ph + 0Qh? 4 Rh dan, 
und alſo auch 


0 
h— 
(e -1) un den + ante t as 


+ Nu+ ph 2 + Qu + An P .... 


Folglich kann man allgemein 
9 

| h _n 

u u Sur = („8 _ ı) u 


ſetzen, unter der Bedingung; daß man überhaupt 








‚Differenzen = Rechnung. 597 


zu in ⸗ "udzr 
verwandelt, bei pofitiven Erponenten aber uͤberall die Differen- 


tialquotienten beibehält. Diefe Formel ift um fo merfivärdiger, 
weil fie in ihrer Form der in (5.) bewiefene Formel 


ee —— 
Adu= (. 0x — 1) u | 
ganz ähnlich if. So mie letztere Formel in (5.) könnte man 
aud) die erftere auf Zunctionen mit mehrern veränderlichen Größen 
erweitern, | * 


Ferner ergiebt ſich aus dem Obigen 


ef var = zu af we. — * udox 


du „ou ou 
— Nu - Ph — Qh Zu Ah nz — .... 


und ganz ähnliche Ausdruͤcke erhält man für 
af an, a ua, „un foos . | 
Auch ift nach (6.) | 
nu = oh + par en yBu+ Aur.., 





| V == an + ?2u+r ydau dur ..., 


3 J 
nn = ea" Pur P’stur "sur dur ..., 
u, ſ. f. | u. ſ. f. 


wo es auf die beſondern Werthe der numeriſchen Coefficienten 
jetzt weiter nicht ankommt. Nach gehoͤriger Subſtitution ergiebt 


ſich nun fuͤr * Sf "uox» offenbar ein Ausdruck von folgender 
Form: ü nn. 
e / "udn = Zuu + A’Znelg y ... + Mu 

+ Nu + PAu + O’2u + Ru +... 


Setzt man jeßt wieder u=e*, fo wird, weil 
An ex ex (eh — 1)n 


iſt, auf ganz aͤhnliche Art wir vorher: 


1 1 A M 
Bann tramatrttraz 


+N+P(—1)+ Q (1)? FR (1)? Fo... 
Da nun halt —SI (1Peb— 1) iſt, ſo iſt 
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Zellt+ea-1)a= {ll + A)), 
für et — 1 4. Died mit der obigen Entwidelung von 
Ya f uox» verglichen, giebt auf der Stelle 


i 
na "udn = {l(1+A)Ymau,, , 
mit der Bedingung, daß allgemein da—=2 gefeßt, AP aber 
ungedndert gelaffen wird. Die nahe Uebereinftimmung dieſer 
» Formel mit der in (6.) bewiefenen Sormel J 
J ou II(AMu, 
oder, was daſſelbe iſt: 
bet = (1 Den, 
fällt fogleich in die Augen. 


14, Sie n=1 ift nad) (10.) 


* 1 
zu=(e :_ 4) uU. 


Bezeichnen nun 

ml 1 3 5 7 8 

EB, B, B, B, .... 

die erſte, zweite, dritte, vierte, fuͤnfte, u. ſ. w. Bernoulliſche 

Zahl, ſo iſt, wie im Art. Bernoulliſche Zahlen (9.) i. d. 3. 

ausfuͤhrlich gezeigt worden iſt, 
1 


3 8 


h B B B . 
— = 1 — — — .h? — . 
a, w + I,» Tan * ee ’ 
F B B 
ee ar 
olfo auch | | 


1 3 & 
1 Ortu B „Qu B ,,„O:u B ,‚‚ou 
Be en 


oder nach der in (10,) fefigeftellten Bedingung: 
L..* 


tree nee ten: 


ein nach einem ganz beſtimmten leicht zu uͤberfehenden Geſetze 
fortſchreitender ſehr allgemeiner Ausdruck. ſet 
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412. Mit der Summirung ber Keihen ftehen die endlichen 
Antegrale in einem genauen Zufammenhange. Iſt naͤmlich 
A — 90(x) jetzt das allgemeine Glied einer Reihe fuͤr welche 
wir die Summe der x erſten Glieder durch Sx = Su bezeichnen 
wollen; fo ift | | 
Key M) 4 ()6) Hr. 6- ) 4 6), 

S- () FI - 60) * .. 6-)3 
alſo | 
5x — ımoßk)=u. 
Folglich, wenn wir IS —flx) ſetzen, fr ıx=h=1: 
di(x) = f(x 4 1) — f(x) = Sx — Sei 3 
dv. i. AI(X) u, und daher umgekehrt 
j f(x) == Sz—1 = Zu 2 
immer h=1 gefegt. Aber 
es ru. 
Daher | 
Su — Zu+ u-+ Cons, 
wo Const fo zu beſtimmen ift, daß Su=0 für x= 0. Rad) 
(11.) erhalten wir +alfo fogleich die folgende ſehr allgemeine 
Summationsformel für Reihen mit einer endlichen beftimmeten 
Anzahl von Gliedern: en | 
B 9 
Su = fuix+ su + E IR 3223 
'B ou B ou - 
| TTS 1.8 x" .... \ 

wo immer noch eine auf die oben angegebene Art zu beſtimmende 
Eonftante beigefügt werden muß. ne e 

Tür die Reihe der nten Potenzen der natürlichen Zahlen ift 


t 
u = x, fx; et alſo 
= 





n 
— ne} 
7* 


n(n—I)(n— 2) ner 
. 1.2.3 
n(a—1)..m— 4) 


n5 


1.2.3.2.5 


n(n—1)..(n—6) 


zn? 
123.7 


n(n —1)..(n—8) 


|uo alw. oalwa »|u Sr: 


xn=3 


u... 008 8 8 ko 


5 
U m: un. ; I + 


3 

© 
BR 
: » 
- @ 
7 


\ 
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oder nach einer. bekannten Bezeichnung der Binomial⸗Coefficien⸗ 
ten (f. diefen Urt. i. d. 3.) 
n-I 

Sxı = — } jan 44BSxn-i 
3» 3 

— 4 B"Bxn-3 
s5 58 

+ 4BnBxn-5 
7717 

— 4BnBxn—7 


9 
Eu 10B nBxn—9 


Sür n=4 ergiebt fich hieraus z. B. 
St = 1x5 + ix + 2Bx3 — Bx ; 
da hier die beizufügende Conftante offenbar = O if. Seßt man 
für die Bernoullifcyen Zahlen ihre Werthe (Th. J. ©. 254.), 
fo wird 
St = 425 + 4x 2 188 — „IX. 
Fuͤr n= 5 giebt die allgemeine Formel: | 
Sxs ne 4x5 + sBx+ — zůxe + {B + Const , 


6 
fo daß man alſo in dieſem Falle Const — — 4B feßen muß. 
Fuͤhrt man alſo die Bernoulliſchen Zahlen ein, ſo wird 


So 4x6 2 1 5 Art ur? 


Ueber die integration der Differenzen - Gleichungen f. m. 
den Artifel Integration der Differenzen» und Differential» Glei- 
dungen i. d. 3. | 


Den vollftändigften Lehrbegriff der directen und inverfen Dif- 
ferenzen- Rechnung bat Lacroix im dritten Theile feines Traite 
du calcul differentiel et du calcul integral geliefert, der aud) 
den Titel führt: Traite des differences et des series (Se- 
conde edition Paris. 1819.). Auch f. m. Schweins Theo- 
rie der Differenzen und Differentiale. Heidelberg. 1825, 
und L. Dettinger Differenzial- und Differenzen » Ealcul. 
Mainz, 1831, * 


Differentialrechnung. Dieſer Artikel iſt beſtimmt, nach 
den neueſten Anſichten eine Darſtellung der Principien des Diffe- 
ventialcalculs im Zufammenhange zu liefern, und dient daher 
überhaupt dem Artikeln Differentiale, Differentialrehnung, Dif- 
ferentialformeln , Differentialgleihung und Differentio - Differen- 
tialvechnung im erften Theile diefes Woͤrterbuchs zur Ergänzung. 
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I. Bon den Sunctionen überhaupt und von den 
Differentialen der entwidelten Sunctionen mit 
| einer veränderlichen Größe. 


1. Man unterfcheidet in der Differenfialrechnung, fo wie 
in der Analyfis überhaupt, zwei Arten von Größen. Betrach— 
tet man nämlich eine Größe aus "einem folchen Geſichtspunkte, 
daß man derfelben jeden beliebigen Werth beilegen fann, oder 
nimmt man fi), wenn bloß von, reellen Werthen die Rede 
ift, vor, diefe Größe alle pofitiven und negativen Werthe von 
Null an ftetig durchlaufen zu laffen, fo wird diefelbe eine ver- 
Anderliche oder variable Größe genannt, und meifteng durch“ 


einen der leßtern Buchftaben des fleinen lateinischen Alphabets, 


etwa duch X, y, 2, v, w, ...., bezeichnet. Alle Größen 
dagegen, welche, wie auch die unveraͤnderlichen Groͤßen, mit 
denen ſie in Verbindung ſtehen, ſich aͤndern moͤgen, immer den— 
ſelben Werth behalten, heißen beſtaͤndige oder conſtante 
Groͤßen, und werden gewoͤhnlich durch die erſten Buchſtaben des 
kleinen lateiniſchen Alphabets bezeichnet. Denken wir uns nun 
beliebige veraͤnderliche und conſtante Größen durch beliebige alge- 
braifche oder £ranfcendente Operationen unter einander verbunden,. 
fo entiteht ein analytifcher Ausdruck, deffen Werth offenbar durch _ 
die verfchiedenen Werthe, weiche man den von ihm involvirten 
veränderlihen Größen beilegen kann, beitimmt wird, der alfo, 
wie man fich een pflegt, von den in ihm enthaltenen 
veränderlichen. Größen abhängig, und daher offenbar felbft 
eine veränderliche Größe ifti- Dies hat auf den für die ganze 
Analyfis überaus wichtigen Unterfchied zwiſchen unabhängi- 
gen und abhängigen veränderlichen Größen geführt. Den 
erfiern kann nämlich auf. völlig primitive Weife jeder beliebige 
Werth beigelegt werden, die leßtern dagegen entfliehen, wie wir 
Schon gefehen haben, wenn beliebig viele der erfiern unter ein= 
ander und mit.beliebigen conftanten Größen durch beliebige alge- 
braifche oder tranfcendente Operationen verbunden werden, und 
heißen auch Functionen der erftern, fo daß alfo im allgemein- 
ſten Sinne eine. Sunction einer oder mehrerer unabhängigen ver- 
aͤnderlichen Größen jede von denſelben auf beliebige Art abhän- 
gige. Größe ift, woraus auch zugleich erhellen wird, was man 
unter Functionen einer und mehrerer veränderlihen 
Größen. verfieht. Sind die veränderlichen und conftanten 
Größen bloß durdy algebraifche Operationen unter einander ver= - 
bunden, fo beißt die Sunction eine algebraifche, in allen 
andern Sällen eine tranfcendente Function. Endlich unter 
ſcheidet man auch nody geſonderte oder entwidelte und 

‚ungefonderte oder unentwidelte Functionen (Functio- 
nes explicitae et implicitae),:jenachdem die Function durch 


* 
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ihre veränderlichen Größen mittelft eines entwickelten analytiſchen 
Ausdrucks oder bloß mittelft einer Gleichung ziwifchen ihr und 
den veränderlichen Größen gegeben if. Hat man z. B. zwifchen 
x und y die Gleichung | " 

J— y0 axyꝰ 4 br, 

fo iſt y offenbar von x abhängig, alſo eine Function von x, 
aber, fo lange die Gleichung unaufgelöft bleibt, eine ungefon- 
derte oder unentivicfelte Function von x. Beliebige gefonderte 
Functionen von X, Y, 2, +... werden, fo lange es nicht auf 
ihre befondere Natur anfommt, durch) | | 

S(x, Ys Zyone)s F(Xx, V, 2, ...), (X, Yy, 25.. .)- 

PX, YV 2, ..)** 
bezeichnet. Gleichungen zwiſchen x, Y, 2, .... koͤnnen im Allge⸗ 
meinen durch | 
fix, y,2,...)=0, F(x, y, 2, ..)=0, p(X%, Y, 2, ...)=0, 

Y(X, y,2,..)=0,... 
dargeftellt werden. | 

2, Zunächft wollen wir jetzt annehmen, daß überhaupt 

— f(x) eine Zunction der einen veränderlihen Größe x fey, 
fo wird, wenn der Werth von x eine beliebige Aenderung, die 
durch Ax bezeichnet werden mag, erleidet, auch der Werth von 
y eine gewiſſe entfprechende Uenderung 4y erleiden, und man 
wird überhaupt die beiden Gleichungen 

y=f(x),y+4fy=f(x+ 4) | 
haben, aus denen auf der Stelle 
Ay = I(x+ I) — f(x) 

folgt. Fuͤr Ix=0 ift an) Sy=0, Laͤßt man nun Ix von 
Ax=0bi8 Ax—=i alle Grade der Größe fletig durchlaufen, 
d. 5. von Ix—=0 bis Ax—i ſich immer nad) und nad) um 
unendlich fleine Incremente verändern, fo fagt man, wenn daffelbe 
aueh bei den entfprechenden Werthen von Sy Statt findet, daf 
die Sunction y zwifchen den Gränzen x und x +i ftetig fey. 
Ueberhaupt heißt die Sunction y zwiſchen den beliebigen Gränzen 
xma und xy fietig, wenn ihre MWerthe, indem man x 
alfe Grade der Größe von x — a-bi8 xy ſtetig durchlaufen, 
d. h. von x=a bis xy fid immer nad) und nad) bloß 
um unendlich kleine Größen verändern läßt, alle Grade der 
Größe von 1(0) bis fly) ſtetig durchlaufen. Auch fagt man, 
daß die Function y==f(x) in der Nähe eines gewiſſen Werthes 
x==ß ihrer veränderlichen Größe ftetig fey, wenn ſich zwei ein- 
ander aud) noch fo nahe fommende Gränzen angeben laffen, zwi⸗ 
ſchen denen der in Rede flehende Werth der weränderlichen Größe 
Tiegt, und zwifchen denen. die. Function ftetig ift. Iſt alfo die 
Function 3. B. zwifchen. den Graͤnzen x=a, x=y fletig, 
and 4 zwiſchen diefen Gränzen ‚enthalten, d. h. E> a, ß <y, 
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wenn a die kleinere Graͤnze bezeichnet, ſo ſagt man, daß die 
era in der Nähe von x—=P ftetig fey, wie nahe audy- die 
ränzen x—=.a, x=y einander felbit fommen mögen, oder 
wie klein die Differenn 7— a feyn mag. Iſt die Function 
—f(x) in der Nähe eines gewiffen Werth x — S ihrer ver- 
änderlichen Größe nad) der vorher gegebenen Definition nicht: ftetig, 
fo ſagt man, daß für diefen Werth der veränderlichen Größe 
eine Unterbrechung der Stetigfeit (solution de con- 
tinuité) der gegebenen Function Statt finde. So findet z. B. 
bei der befannten ‚einfachen goniometrifhen Function tangx für 
x—=+4n eine Unterbrehung der Stetigfeit. Statt, weil für 
diefe Werthe von x befanntlidy tangx unendlich wird. 
.3, Sehr wichtig für die Differentialrechnung ift die nähere 
Betrachtung des Verhaͤltniſſes a 
Ay _ ExtA) — fin) 

Ax Ax 
der Ancremente oder Differenzen x und Sy, indem dieſe Be— 
trachtung, wie wir fogleich fehen werden, zu dem Grundbegriffe 
der ganzen Wiffenfchaft führt, Stellt man fid) naͤmlich vor, 
daß das Increment x ſich der Null nähert, fo fann dieſes 
Berhältniß felbft, wie leicht an einzelnen DBeifpielen gezeigt wer⸗ 
den fann, ſich einer andern beftimmten Graͤnze nähern, und es 
ift flar, daß diefe Gränze jederzeit im Allgemeinen wieder eine 
Zunction von x feyn wird, deren befondere Natur von der ſpe— 
ciellen Natur der gegebenen Function y abhängig if. Man 
nennt daher in Bezug auf y als primitive Junction diefe 
Gränze, wenn es eine folche giebt, welcher ſich alfo das DVer- 
hältniß der Differenzen /x und Sy nähert, indem 4x fich der 
Null nähert, die derivirte Function von y, auch wohl, 
aus Gründen, die erſt fpäterhin deutlich vor Augen gelegt wer— 
den fönnen, die erfie derivirte Function von y, uud bezeic)- 
net diefelbe in Bezug auf y==f(x) durd) y oder f (x). Dieſer 
Begriff der derivirten Functionen ift als der Grumdbegriff der 
ganzen Differentiolrechnung anzufehen, 

4. Theils um uͤberhaupt die Moͤglichkeit der derivirten 
Functionen nach der ſo eben gegebenen allgemeinen Definition zu 
zeigen, theils der großen Wichtigkeit fuͤr alle Auwendungen der 
Daferentialrechnung wegen, wollen wir jetzt die derivirten Functio⸗ 
nen der in der Änalyſis vorkommenden einfachen Functionen 
wirklich zu entwickeln ſuchen, nachdem wir noch die folgen- 
de allgemeine ebenfalls in vieler Beziehung fuͤr das Folgende 
wichtige Bemerkung vorausgeſchickt haben. Es tritt naͤmlich nicht 
felten der Fall ein, daß man eine Function z=F(y) einer ver⸗ 
änvderlichen Größe y bat, welche ſelbſt wieder eine von einer ans 
dern veränderlichen Größe x abhängige veränderliche Größe if, 
fo daß alfo, wenn wir y=f(x) fegen, überhaupt | | 

= F(fix)) >. 
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iſt. Sollte man nun in einem folchen Falle die derivirte Function 
von z entwickeln, fo würde man, wie gewöhnlich, die Graͤnze 
fuchen, welcher das Verhaͤltniß 
Au _ F(f(x + 42)) — F(f(x)) 
Ar Az u 
ſich nähert, indem ſich x der. Null nähert. Weil aber 
F(fxy)=F(y), Fi@+49)=F(y+4y) 
ift, fo iſt Ä | 
A. FlytAy)— Fly) _Fiy+Ay)— Fly) Ay 
Az " Ax Zu Ay "dx 
Fäßt man nun 4x fi der Null nähern, fo wird offenbar audı 
der Werth von Ay ſich der Null nähern, und man wird alfı 
nach dem Worhergehenden offenbar die Gränze finden, welchet 
z ſich nähert, indem x fi) der Null nähert, wenn man die 
Graͤnzen fucht, welchen die Verhaͤltniſſe 
9 Nm rm) — Fin 
nz Ax 4y 
ſich nähern, indem reſpective Ax und 4)y ſich der Null nähern, 
und fodann diefe beiden Gränzen in einander multiplicirt. Diefe 


beiden Gränzen find aber nad) der ‚vorher eingeführten Bezeid- 


nung vefpective Ex) und Fly). Alfo ift 
| | v’=f(x).F(y). 
Iſt demnay z=F(y)=F(flx)), fo erhält man die deri— 
virte Function von z in Bezug auf x ale unabhängige verän- 
derlihe Größe, wenn man die derivirten Functionen von f(x) 
und F(y) in Bezug auf x und y als unabhängige veränderlice 
Größen in einander multiplicirt, . 


Wenn y=f(x) eine Function von x if, fo iſt natuͤrlich 


auch umgekehrt x eine Function von-y, und man kann aljo 


x=F(y) feßen, fo daß alfo u 
| | x=Flfw), 
folglich nad dem Vorhergehbenden 
= x" —=f(x).F(y) . 
iſt, wo x in Bezug auf x als unabhängige veränderliche Größe 
genommen werden muß. Daher ift augenfcheinlih X — 1, weil 
nämlich, wenn man x als Function von x betrachtet, 


Ax AX) — x X, 221 


iſt. Folglich iſt iumer 
1=f(2).F(y), 
oder | 


» 1 ; 1 
6) 5 Ian 
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Auch der in diefen Formeln enthaltene, leicht in Worten auszu⸗ 
ſprechende Satz iſt fuͤr das Folgende in mehrfacher Beziehung 
von großer Wichtigkeit. | | 


5. Sey nun zunähft y=x*, wo n.eine pofitive oder 
negative ganze oder ‚gebrochene Zahl feyn kann. Um indeß die 
derivirte Function y zw finden,- müffen wir folgende einzelne 
Fälle unterfcheiden, | 

Iſt nämlich zuerfin eine pofitive ganze Zahl, fo ift nad) 
dem Binomialtheorem fuͤr Potenzen mit pofitiven ganzen Expo— 
nenten, welches hier fuͤglich als aus den erſten Elementen der 
allgemeinen Arithmetik bekannt vorausgefeßt werden kann, 


yrayz(ztA), 
za + nme + a) ymen2 452 Firm. 


Folglich 
Ay = (x}+ A) — x 
== nın=-1 4x + N na 182 + .. Axn, 
und demnach Aa 


A ra), J | 
zZ == nn=-i.. EN zn02 452 + ...+ Axn-oi 


eine Reihe, welche jederzeit aus einer endlichen beſtimmten An—⸗ 
zahl von. Gliedern befteht, fo daß alfo, wie augenblidlich erhel- 
let, wenn Ax ſich der Null nähert, das Verhältniß der Diffe- 
renzen fic) der Größe nn! als feiner Gränge fortwährend nähern 
wird, folglich die gefuchte derivirte Function — 


Vnen⸗ 


ia der Erponent der Potenz eine negative ganze Zahl 
— n, alfo | 


fo ift 
A 1 _1.__bk+rom 
(gli JZ Graz ut As) ° 
folglich — 1 (x + Ax)n — x2 
A —— 


Naͤhert ſich nun Ax der Null, fo nähert ſich der Bruch oder 
das Verhaͤltniß | | 
(x + Ax— x” 
Ä Ax u 
dan eine pofitive ganze Zahl ift, nach dem Vorhergehenden der 
Gränze nz"-1, Die Potenz (x + x)" nähert fih, wenn Ax 
fih der Null nähert, offenbar der Größe x”, das Product 


J 
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zn(x + AIx)" alfo a der Größe zazoye | 
Rahert ſich alfo Ax der Null, fo nähert fih nad) dem Vorher⸗ 


gehenden das Verhaͤltniß der Differenzen offenbar der Gränze 


— ar nal — — nxene-l } 
und es ift folglich die gefuchte derivirte ae 
yz=—nımı-, 


Iſt endlich der Erponent ber gegebenen Potenz von x der pofl- 
tive oder negative Bruch — *, alfo. | 


m 
Ä 8 
fo ft p — x. Setzen wir nun | # 

rer ö 

fo ift nach (4.) er 
..Y.=f(). F(y), 
wo die berivirte Function z in Bezug auf x als unabhängige 
veränderlihe Größe genommen ift, 

Da nun nad dem Vorhergehenden y7 — x= und m eine 
ganze Zahl if, 2 ift R 

z = xm, z’ = mxu-l, 
m mag, pofitiv oder negativ fen. Ferner it aber F(y) = y", 
und auc) n eine ganze Zahl; folglich wieder nad) dem beiden 
vorher brtrachteten Fällen 
F(y)=ny-i. 
Nach gehoͤriger Subſtitution in die Gleichung 
| "= f'(x).F(y) 
ergiebt ſich hieraus 
mxm-1 — nyn-1,f(x); 

alfo, weil | 


yz=x, ya-i — x n 
iſt: 
_ mm- m "ı 


d. i., wily=f(lx), y=f (x) if: 
y => Zaun , 
fo daß alfo, für y=x", der Erponent n mag eine pofitive 
oder negative ganze oder gebrochene Zahl 5 , jederzeit 
yz nan⸗ i 
iſt. 
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6. Um die derivirten Functionen der logarithmiſchen und 
Erponential» Functionen zu entwickeln, iſt es noͤthig, die folgen— 
den Betrachtungen vorauszuſchicken. Wenn wir die Summe der 
geometriſchen Reihe 

a, ax, ax?, axs, .... axn 


durch s, bezeichnen, fo iſt bekanntlich 


A—x 1x: 1555— 

Iſt nun x zwiſchen den Graͤnzen —1 und +1 enthalten, d. i. 

s>—1,2<+r1;. 
axa 


fo nähert ſich, wenn n wächlt, der Bruch) — offenbar immer 


mehr und mehr der Null, und kann derſelben, wenn man. nur 
n groß genug nimmt, beliebig nahe gebracht werden, woraus 
- alfo mittelft des Obigen aud) erhellet, daß, unter derfelben Vor— 
ausfegung, wie vorher, in Bezug auf die Größe von x, wenn 


n waͤchſt, die Summe sn ſich fortwährend der Gränze —— 
nähert, und derfelben beliebig nahe gebradyt. werden fan, wenn 
man nur m groß genug nimmt, 

Iſt aber im Allgemeinen, wie in dem fo eben. betrachteten 
fpeciellen Falle, eine Reihe 








top is t25 ka, ta, ts, cr 
von folcher Befchaffenheit, daß, je mehr Glieder derfelben vom 
Anfange an mit einander durch Addition vereinigt werden, die 
erhaltenen Summen ſich einer gewiffen beftimmten Größe, die 
durch s bezeichnet werden mag, fortivährend nähern und verfel- 
ben beliebig nahe gebracht werden fönnen; fo fagt man, daß die 
in Rede ftehende Reihe convergire oder convergent fey, 
und die Größe s heißt die Summe der Reihe.“ Am entgegen 
gefeßten Falle dDivergirt die Reihe. Setzen wir alfo überhaupt 
to +, Ft +tt,. + +... tm msn; 
fo fagt man, daß die Reihe | 
— A U 0 SON SUR SORTE 
convergire, wenn Sn, indem nm waͤchſt, fic einer gewiſſen be= 
ftimmten Größe 3 fortwährend nähert und derfelben beliebig nahe 
gebracht werden fann, wenn man nur n groß genug nimmt, 
Die Größe s heißt die Summe der Reihe, ein Verhalten, wel⸗ 
ches in abfürzender Bezeichnung gewöhnlich bloß durd) 
to Fu + + + + dr m 
oder, wenn man noch das allgemeine Glied einführt, durch 
u +, +, +6, + ro Ft tee 2 3 
angedeutet wird. Divergivende Reihen haben feine Summen im 
eigentlichen Sinne ded Worts. Nach dem Dbigen iſt aljo die 
geometrifche Reihe | Zu 
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a, aX, ax?, ax? 3 ax?, ax’, .»o.o. 


convergent, wenn x zivifchen den Gränzen — 1 md +1 fiegt, 
und ihre Summe iſt = 3; Ob die Neihe convergirt oder 


x 
divergirt, wenn x nicht zwifchen den angegebenen Gränzen ent 
halten ift, würde eine befondere Unterfuhung erfordern, die jet 
nicht zu unferm Zivecke gehört. 


7. Aus dem vorber aufgeftellten Begriffe der Comvergen; 
der Reihe I 
ton Loy bay. tazu Has ts, ee 
ergiebt ſich unmittelbar, daß, wenn wir wieder überhaupt 
u rt, + +1, + ... rt ta = Sn 
fegen, die Summen 
Bu 5 Sotiy Sn-h25. Snfh3s Snhty sr. 


einander immer- näher und näher fommen, wenn n wächft, vor 
ausgefeßt, daß die Reihe convergirt, fo daß man alfo das Cri- 
terium der Convergenz, wie leicht erhellen wird, auch auf fol 
genden fehr bequemen analytifchen Ausdruck bringen kann: 


Die Reihe 
Loy tus ta5 tan t4y 000. 


convergirt, wenn für jedes beliebige beftimmte m die Differenz 
8n--ın — Sn = tn + tar +... + tnkm—1 

beliebig Klein gemacht werden faun, wenn man nur m gro 

genug nimmt. 

Aus diefem Princip folgt augenblidlih, daß, wenn man 
wei beliebige Reihen mit lauter pofitiven Gliedern von folder 
Beſchaffenheit hat, daß von einem gewiſſen Gliede an fein 
Glied der zweiten Reihe das entfprechende Glied der, erften über: 
ſteigt, jederzeit bie zweite Reihe convergirt, wenn die exe con— 
vergirt. Eben fo leicht erhellet, daß, wenn eine Reihe mit lan 
ter pofitiven Gliedern convergent iſt, jederzeit auch die Reihe 
convergirt,. welche man erhält, wenn man beliebige Glieder dr 
erftern Neihe negativ nimmt, | 


Hat man z. B. die Reihe | 


y 1 — — —1 
⏑ 1.2.3’ 1.2.3.47 0 1.2.3..n’ 
fo erhellet aus der Vergleichung der Reihe 


a 
1...n’ 1...n(n}1)’ 1...n(n+1)(n+2)’ 
1 
1...n(n+1)(n+2)(n+3)’ na 
mit der nach (6.) convergirenden geometriſchen Reihe 


— 
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—1 1 1 
Amen’. I...’ 1..n'n?’ RE ee x 
mittelft des Vorhergehenden auf der. Stelle, daß auch die Reihe 
1. L. 4 4 2 4 1 
"1° 142’ 1.2.3’ 71.234 °" 7253. „29 


convergirt, und es folglich eine Summe diefer Reihe, d. 5, eine 
Gränze giebt, welcher man ſich defto. mehr nähert, je mehrere 
Glieder der Reihe vom Anfange an zu einander addirt werden, 
Diefe Summe, weldye für die ganze Analyfis von großer Wiche 
tigkeit iſt, und mittelft der Reihe ſelbſt naͤherungsweiſe beftimme 
werden kann, fol im, Folgenden immer durch e bezeichnet wer— 
den, fo daß alfo ER j | 
_ 1,14 1 1 —1 
e=1 7173 7723 + 1.2.3.4 a Pr RR 
if. Sebt man | ur 
4 1_ 1 1 1 v 
— — 71* 7 + 1.2.3 + Das EIERN, ß 
fo erhellet aus dem Vorhergehenden in Verbindung mit (6.), daß 
der Sehler, welchen man begeht, Eleiner als 
Ä 1 1 1 4 


— 
— 





her. 


... n 


1.2.3 on, 1 


. n 
if. Fuͤr n1— 11 z. B. if | 
4 BE PRESSEN. BER SS OR | en 1 | 
Fit Ttigtgos I23art723 0° 


und der Fehler ift Fleiner als 
1 1 4 

1.2.3...10°10 36288000 ? 
beträgt alfo noch Feine ganze Einheit der fiebenten Decimalftelle 
oder noch nicht 0,0000001, Man fann alfo mittelft der obigen 
Reihe nicht bloß, wie ſchon erwähnt, überhaupt e näherunge- 
weiſe berechnen, fondern es läßt ſich auch immer die Größe 
des Fehlers beurtheilen, iveldhen man in jedem einzelnen Falle 
begeht, fo daß alfo e als eine befannte Größe zu betrachten iſt. 
Bis auf die fiebente Decimalftelle genau ift 

e = 2,7182818 . 


8 Bon befonderer Wichtigkeit für das Folgende ift noch 
die nähere Betrachtung der Function 


1.2.3...a—1)'n—1 


1 
(1+zx )x ’ 
weil fih, wie wir fogleich fehen werden, diefe Function einer 
beftimmten Gränze nähert, wenn x ſich der Null nähert. Dieſe 
Graͤnze zu finden iſt jegt unfere Aufgabe, Zuerft wollen wir an= 
nehmen, daß x ein pofitivee Bruch fey, deffen Zähler die ‘Eins 
Supplem. zu Klügelö Wörterb, I. 2a 
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heit, der Nenner eine poſitive ganze Zahl iff, welcher ſich alle 
‚der Null fortwährend nähert, wenn der Nenner in’s Unendlich 
wächft. Segen wir alfo x = ‚fo ift nach dem binomiſchen 
Lehrſatze für pofitive ganze Erponenten 
| ö 
arm (1rt) 
: 1 ale — 1 ala — a 


1 .« 
+ ala —1)(@a—?2).». (e—(e—1)) 1 
en 1.2.3.&...0 gr 


rt) + 
tr DIE 
Iſt aber überhanpt für «a > n— 2 
S,ami +7 — (1-4) 4 . (1-2)+-- 
2; lt) (1-2)-(G-°Z) 
fo kann leicht gezeigt werden, daß ſich S.,. immer der Grän 


e beliebig nahe bringen läßt, wenn man nur n und a gt 
genug annimmt. Geßt man naͤmlich 











1 1 1 ei 
ee *2 Ku ge Te: a Fr Bee 
fo kann man nad) (7.) n immer fo groß annehmen, daß s de 
Graͤnze e bis zu jedem beliebigen Grade genähert wird. Si 
aber n gefunden, fo faun man offenbar, wenn nur nun ferw 
@ groß genug angenommen wird, die Größe Va, « der. Größe so 
alfo auch der Größe e, beliebig nahe bringen, wie behauptet wurd. 
Nun ift aber offenbar 5. <e und 
Sn, @ < Sn; | 
alſo um fo mehr 8,.<e. Da dies auch für n=et! 
gilt, fo ift auch immer 
(1 +} —9 <Ze .. . 
Ferner ift nach dem Dbigen wegen der zu unferm Zwecke erfor 
derlichen Annahme von n und a, indem man ja a big zu jet 
beliebigen Grade größer ald m werben laffen kann, wie ſogleich 
in die Augen fallen wird, immer 
AT 
(1 + —) > Sn, ey; 
folglich i | 
n — 
+) > Sun (147) < 0; 





N 


x 
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ſo daß alſo (1 4 —9 zwiſchen Vo,« und e enthalten iſt, und 


Demnad) der Größe. e offenbar näher fommt wie S,,.. Da nun 
nad) dem Obigen, ivenn man nur @ groß genug nimmt, —X 
dem e beliebig nahe gebracht werden kann, fo kann unter derfel- 


ben Voransfeßung ( 1+ 2)‘ um fo mehr dem e beliebig nahe 
gebracht werben, und e it alfo die Gränge, welcher ſich (1 +—)' 


1 

nähert, wenn & wächft, oder die Gränze von (L--x)x 
x fid) der Null nähert, een 
Iſt ferner x fein pofitiver Bruch, deffen Zähler die Einheit, 
der Nenner eine pofitive ganze Zahl iſt, fondern überhaupt nur 
eine pofitive Größe, fo feyen m und n—=m +1 die zwei gan- 
zen Zahlen, welche zunächft kleiner und größer als der Brud) 
z find. Dann ift | | | 


1 
zo ar=mıa-7r, 


| 
100 u und » zivei pofitive ächte Brüche find, Die Größe (L+x)* 
iſt offenbar zwifchen den beiden Größen 


(+ 3° {649°)"* 
— 


enthalten. Laͤßt man nun x abnehmen, fo werden m und n zu—⸗ 
nehmen, und 


und 


EL ER REN 
Ta) mern) 
werden fich alfo nach dem vorher Bewiefenen der Graͤnze e nähern. 
Weil ferner a und » Achte Brüche find, fo werden, wenn x 
abnimmt, d. i. m und n wachſen, fi offenbar 14 En und 
1 — der Einheit; alfo augenfcheinlich 


1 


„l» 


(1 A =) und (: + ”) 
beide fich der Größe e naͤhern. Da nun nach dem Vorhergehen- 


den (1 +x)* zivifchen den beiden letztern Größen enthalten ift, 
fo wird offenbar auch diefe Größe, wenn x abnimmt, fich der 
Größe e nähern. " | 


Iſt endlich x negativ, fo kann man doch, da man den 


abfoluten Werth von x abnehmen läßt, annehmen, daß derfelbe 
| Dar: . 


⸗ 
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kleiner als die Einheit ſey. Setzt, man nun unter dieſer Vor— 
ausſetzung 
1 zZ 
Iren get 
ſo ift offenbar z pofitiv und nimmt ab, wenn der abfolutt 


Werth von x abnimmt. Aber 
i--z 


rel) " Sarne eiree,. 

und z nimmt ab, wenn ſich ber Null nähert. Nach dem Bor 
hergehenden nähert alfo (1 -+ 2)” fi) der Größe e, wenn x ſich 
der Null nähert, und 1 + z nähert fich unter derfelben Voraus 
fegung der Einheit. Folglich nähert ſich offenbar ((1 + z)*}” 
d. i. (14 x der Größe e, wenn x ſich der Null naͤhert. | 


Für alle Formen von x nähert alfo die Function (1+x)° 
fi) der in (7.) beftimmten Größe e als ihrer Gränze, wenn x 
ſich der Null nähert. 


Bon diefem wichtigen Sage laͤßt fid) nun folgende Anwen⸗ 
dung auf die Beſtimmung der derivirten Functionen der logarith— 
miſchen und Exponential-Functionen machen. 


9. Sey zuerſt y=logx, die Baſis des logarithmiſchen 
Syſtems, worauf logx ſich bezieht, S a geſetzt; fo iſt 


Ay = log(x+ 4) — logx = Iog (1 4 3 ; 


Ax 
Aa Ax a 
und folglich, wenn wir | 


fegen: 
1 
Ay _log(1+a) _ log(1+a)« 


* Pr x u 

| Nähere nun dx ſich der Rull, ſo naͤhert ſich offenbar auch a der 
Graͤnze Null „ folglich nah (8.) (1 + a) der Graͤnze eo 
log(1-+«)® der Gränze loge, alfo offenbar = der Grin | 
8°, und es iſt folglich 


, _ loge 
y- . 
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Iſt fener y= as, fo iſt x=logy, wo immer die Loga— 

rithmen ſich auf, die Bafis a bezichen. Setzen wir nun y=f(x), 

x=F(y), fo iſt | 
f(x)=ax, Fly) =logy, x=F(fa)), 

und nad) (4.) r 

| " =f’(x).F(y). 

Aber nad) dem Vorhergehenden 


amd, weil nah (4) die derivirte Function x’ ſich auf x als 
unabhängige veränderlicdye Größe bezieht, nach (5.) 

z=tT, ı 
weil x, als Function von x betrachtet, als eine Potenz ange- 
fehen werden kann, deren Erponent die Einheit iſt. Folglich iſt 





— loge „ ER 
1=f(x). , Lao3i 77% 
d. i., wenn wir ya“ feßen: 
* 
I Tfjoge 


Die Logarithmen, deren Baſis die aus dem Obigen bekannte 
Zahl e ift, nennt man aus Gründen, die fic) hier jetzt nicht 
weiter entwickeln laffen, Hyperbolifche oder natürliche Loga— 
rithmen. Bezeichnen wir nun, wie im Kolgenden immer gefche- 
ben foll, diefe Logarithmen bloß durch den Buchftaben 1, fo ift 
le=1, und man fann fehr leicht zeigen, daß die Logarithmen 
jedes beliebigen Syſtems immer bloß durch hyperboliſche Loga— 
rithmen ausgedrückt werden koͤnnen. Iſt nämlich N eine belie- 
bige Zahl, fo ift nach der allgemeinen Definition der Logarith- 
men, wenn immer die durch log bezeichneten Logarithmen fich 
auf die beliebige Baſis a beziehen, 
N=alaN, N=eN, 


Folglich alogN — elN ; 


woraus, wenn man auf beiden Seiten die natürlichen Logarith- 
men nimmt, auf der Stelle | 


logN.la = IN, logN - r 


fo daß alfo der Logarithmus der Zahl N für eine beliebige 
Bafis erhalten wird, wenn man den dyperbolifchen Logarith- 
mus der Zahl N durch den Kyperbolifchen Logarithmus der Bas 
fig dividirt, oder mit dem veciprofen byperbolifchen Logarithmus 
der Baſis, d. i. mit dem Bruche = multiplicirt. Der reciprofe 


hyperboliſche Logarithmus der Baſis iſt fuͤr jedes Syſtem eine 
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conſtante Größe und wird der Modulus des Syſtems genannt, 
fo daß alfo, wenn wir 
| 1 


s — = M 


la 

feßen, für jede Zahl N 

logN = MIN 
ift, folglich die Logarithmen aller Zahlen in einem beliebiger 
Syſteme erhalten werden, wenn man Die entfprechenden hyperbo— 
liſchen Logarithmen fümmtlidy) mit dem Modulus des Syſtems 
multiplicirt. Setzt man in vorftehender Öleihung N = e, ſo 
erhält man, weille=1 if, 

M = loge, 
welches eim zweiter Ausdruck für den Modulus if, Es ift allı 
auch immer la.loge=1. 

- Fuͤr y— IL ergiebt ſich aus dem Dbigen unmittelbar 


‚4 
“ j ” = 2 i 

und eben fo leicht, wenn y — e* ift, 
yz=e, 


zwei fehr einfache derivirte Functionen. 

10. Ferner wollen wir nun auch zur Entivickelung dr 
derivirten Sunctionen der Kreisfunctionen übergehen, Zuerſt fh | 
y=sinx, fo if | 

Ay = sin(x+ Ax) — sinx 
= 2sinlAxcos(x+44x) , 


‘ 


alfo 
° Ay _ sin3f1x ; 
ee cos(x+44s) . 


Laßt man x ſich der Null nähern, fo kann man offenbar 
den abfoluten Werth von Ax fo flein nehmen, daß 











sin Lfx sintAx sintAx 
j | sin 41x > 44x . tang 24x 
ift. Aber 
sintAx _ sint4x _ — 
sing ’Aangik = 


Folglich kann man ſich Ax feinem abſoluten Werthe nach immer | 
fo Flein genommen denken, daß | 
1> — bos 44x. 
31% 
Nähere ſich aber x fortwährend der Null, fo nähert fiä 
cos 44x fortwährend der Einheit, welches alfo natürlich aud 
son dem immer. zivifchen 1 und. cos x enthaltenen, Bruce 
SEE gilt, fo daß folglich die Gränge diefed Bruchs, wenn 45 


Er 


4 
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ſich der Null naͤhert, die Einheit iſt. Da nun die Graͤnze von 
cos(x + 34x), wenn Ax ſich der Null nähert, offenbar cos x 
ift, fo ift 1. csx= cosx die Gränze von =, wenn x ſich 
der Null naͤhert, d i. ee gi 
j y= cos x 
Iſt ferner y=cosx, fo iſt 
Ay = cos(x}+ Ax) — cos x 
= — 2sintfzsin(x+4J4x) , 
\ aı — — A); 
woraus man auf ganz ähnliche Art, wie vorher, 
= y=-— sin 
Sir y = Aresinx ift x— siny. Gegen wir nun 
Arcsinx = f(x), siny=F(y); 
ſo iſt | 


alfo nach (4.) 
N "or().F(y). 


Aber nad) dem Borhergehenden und nad) (5.) 
"Fo)=coy, x =1. 


x F(f()), 





Solglich i 
1=f(x).coy,fW=-y= — 
Weil nun 
eosy = Y1-siny? = fi—x? 


m 1 
“5 7 — Yi_2% 2 
Sr y = Arccosx ift auf ähnliche Art x = cosy. Setzen wir 
alſo 


ſo iſt | 

x=Fliw),, «=f@.F(y). 
Aber nad) dem Dbigen | 
Fy)=—-siny, X =1. 


iſt, fo iſt 


Arccosx — f(x), cosy=F(y); 


Folglich: 2 
1=2—-fQ.suoyfa=-y=- re 
Aber 
siny= Yi-coyp = Ni—x°. 
Alſo 


! 
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Fuͤr y=tangx if: 


4 sin (x + fx) sin x 
er cos(x +4)” osx 
sin(x + Ix)cosx — cos(x+ Aslsinz 
= cos x cos(x-+ 1x) 
sin Ax 
" cosxcos(x-+ Ax) ’ 
n | 
Ay __ sin Ax 1 
Ax — "Ix "Cosxcos (+4) 2 
— ſich auf der Stelle 


— 
In 





ergiebt, 
Für y — cotx ift auf Ähnliche Art 
— cos (x + fx) osx 
IT sina+ a)  sinz 
sin (x 4 Ax)cosx — cos (x+ As) sinx 
sinx sin(x +4 4x) 








— sin Ax 
D sinxsin(x + 4x) ? 
Ay _ sin fx 1 
Ax" "- "Ar "sinxsin(x +4x) 
N wie f ogleich erhellet: 
= — sinz?* 


Fuͤr y = Arctangx ift x —=tangy. "Geben wir alfo 
Arctangx = f(x), tangy = F(y); 


fo ift 
x=Fliig), "=f'(x).F(y). 
Aber 
Fy)= — Zi el, 
Alfo 
1= dei 7, F) 2 52cosyꝛ. 
Aber 
— oos yꝰ u 1 = 1 
ß— cosy? -+-siny? 1 Ftangy? 1+rx2° 
Alfo 
; . A 
J=ire +x2° 


Fuͤr y== Arcootx iſt x= coty. Segen wir alfo jetzt 
ſo iſt Arccotx = f(x), coty=F(y), 
Shi 


= Flim), "v=f(x).F(y). 
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Aber 
6 — * = 1 . 

Alfo | 

1=— to... 7, F)2 Y — — sin y⸗ 
Aber | 

iny = sin ye * 121 

., siny®+cosy® A1+coty? 1+x: 
Solglich | 

— 1 
A 
Fuͤr y=secxk if 
1 1 | | 


— cos (X + 4x) cCTe⸗ 
cbosx - cos 40) 
77 608x008 (X + 4x) 
2 sint4Ax sin (x-+ 41x) 
cosxcos(x+ 4x) 
Ay __ sinkAx, sin(s+ 14x) — 
cosc ——— 


Laͤßt man nun x ſich der Null nähern und nimmt die Graͤnzen, 
fo ergiebt fich auf der Stelle: 


— sinx ‘ tangx | 
cos — osx " 








Sir y= cosecx ift 
— „8 
sin (x + fx) ‚sin x 

__ sin (x +4) — sinx 

sinxsin(x-F IX) 

 2siniAxcos(x+44x).. 
"sinxsin (x-+ x) 
Ay __ sint1As cos(x-+ 4Ax) 


— — — — 
— — n 


Ax 448 sinxsin(s-+ 4x) ’ 
folglich, wenn man zu den Gränzen übergeht: 


; cosx cotx 
y — — ——— — — — —, 
sn x sın x— 


Fuͤr y= Arcsecx iſt x = secy. Segen wir alfo 
Arcsecx = f(x), secy = F(y); | 
fo ift 


s—= Fiw),x=f(x).F(y). 
Aber | 


d= 


I 


siny 


Solglid) 
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1=f(ß). 5 — — 
Aber 
| U a a Y22—1 , 
an cc MEZ 
Alfo | 
\ 1 - 
y= e, 


sY®2_1 
Fuͤr y== Arc cosecx ift x cosecy. Geben wir alfo 
Arccosecx = f(x), coseccy = F(y) ; 














o iſt | 
Du x=Fi@),"=f().Fy. . 
Aber 
— — cos Yy 
el, Fo 
Folglich F 
12 . 53 f)zy=- . , 

Aber 

j 1 1 Yx2—1 

any eosecy x’ coy= = . 
Folglich) 


4 
xYx—1 " 


y-- 


Sür y = sin versx iſt 


Ay = sinvers(x-+ Js) — sinversx 
= cosx — cos(x-F x) 
= 2sintfxsin(x-+ 24x), 
4A sin}Ax . 
= = — sin (<-+1.4) ; 
alfo, wenn man die Gränzen nimmt: 
yz=sin. 
Für y == cosversx iſt 
Ay = cosvers (x + fx) — cosversx 
ur —_ ‚sinx — sin (x-+ 4x) 
= — 2sintdxcos(x+!J4x) , 
Ay _ En sin 1fx 
Ax 4x 





cos ri); - 
alfo 
yz=-— cos. 


11, Sey nun wieder y — = za, aber jetzt z feine unabhaͤn— 
gige en Größe, fondern eine Function von x. Setzen 
wir al 


fo ift 


za=Fl(z2), z=f(x); 
y=F(i&)), y=f(x).F(). 
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Aber a — 


Alfo — —— Pe) = nm! (3). 


 y = nzan-17’ 


Sür y=logz, wo immer z eine — von x bejeichnen 
fol, fei 


fo ift wieder 
Aber 


logz = F(z), z= £(x) 3 
7 F(G), y=f(x).F). 


ν? und Fy— (0.) 
Alſo 
= 2°, . 
Sind die Logarithmen natuͤrliche, alſo y=lz, fo ift 
2’ | 
y = 


zZ * 
Iſt y ⸗ a, fo fei wieder 
a ='F(2), 2263 


alſo | 
Aber y=Fig)), FG)-· Fa). 
| f(x) = 2’ und Fo) = gr (9) . 
Folglich 9. 
| yo van" . 


Sir y= ei if: F 
y- e7Zz 

Fuͤr y=sinz und y=cosz —* man eben fo leicht reſpective 
y=zcosz und y — — 2 sinz. Auch wird aus dieſen Bei⸗— 
fpielen hinreichend erhellen, wie man u. in allen ähnlichen Fällen 
‚zu verhalten hat: 


12, Wir wollen ı nun nd die derivirten Functionen der 
am haͤufigſten vorkommenden zuſammengeſetzten Functionen zü 
beſtimmen ſuchen. 


St zuerſt y= az, wo a eine conftante Größe, z eine Fun. 
ction von x bezeichnet; fo ift offenbar 


Ay Az, 

Ay=alı, a 4 

folglich, wenn man die Gränzen nimmt: 
y = az R 


Iſt 


yzı+urv+trwHheo: 
fo wird, wenn x in x + /x übergeht: 
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y+4=(rf) * (U 4u) + () ...., 
dy=dır Ju+ Ai IwHt ...., 
ren 
— — 5 
und folglich, wenn man zu den Graͤnzen uͤbergeht, offenbar: 
— ——— | 


‚Hat man das Product y==pg, fo wird, wenn x inx + 4x 
übergeht: | 


yrS=(prA)(a+IDp=pgtrpfgtgAp+ ApAg , 
Isy=pAdg rg + ApLg, 


4 A 4 4 

A . 
Naͤhert ſich nun Ax der Gränze Null, fo nähern fich Pr und 
A refpective den Gränzen p' und q’. Da ſich Ap der Gränge 


Null nähert, fo nähert auch pa ſich offenbar der Gränze 
Null, und es ift alfo 2 


t 


oder 


Iſt y=pgr =zr, wenn man pg—z feßt, fo ift 
’_» r 
yırtzr 

Aber nad) dem Vorhergehenden 


Alfo 


Iſt y — pgsst..., fo erhält man auf ganz ähnliche Art: 
: / En 
TSTtrirttstT +... 
Auch if für y=pgr: 
y-zqa+tpd+pgq, 
und für y= pqrs: 
y = grsp' + prsq’ + pgsr’ + pgrs’ . 
Wie diefe Formeln weiter fortfchreiten, fällt in die Augen. 
Uchrigend Tann man zu denfelben auch leicht auf folgende Art 
gelangen. Iſt nämlich y = pgrst..., fo ift 
| hyzsb+lkk+lil+ibs+lH...ö3 


x 
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folglich nach (11.), wenn man zu den derivirten Functionen 
uͤbergeht: 


Y=! Krlycri4tr. 
Die Art, wie — die — — eines — erhaͤlt, 
wird hierbei nach dem Obigen ebenfalls ſchon als bekannt voraus- 


geſetzt. 


Ay —— 


1*441 4 —A—— 


RAT gar) 
folglih), wenn man zu den Graͤnzen übergeht, da 49 ſich der 
Null nähert, wenn Ax ſich der Null nähert: 
y = gp’ gP Pf _ 
qm 
Denfelben Ausdruck erhält man —* leicht auf folgende Art. 
Es iſt p— qy. Folglich nach dem Vorhergehenden 
p=qW.+tryJ. 
Alfo 
pP—-ygq 
q 


Set man nun y a fo — ſich auf der Stelle: 


y.ı 


gp’ — 
q? 





y m 
wie vorher. 


Auch ift ly—=Ip— 1q. Folglich nach dem Vorhergehenden 
und nad) (11. Ir wenn man bie derivirten Functionen nimmt: 


welches wieder die vorher gefundene Formel iſt. 
Sey=atz+turv+wHr.., wo a eine conſtante 
Groͤße bezeichnet, iſt 
y+J4Ay=za+ (2* 42) + (u ꝓᷣ Ju) + (v+ Av) + ..., 
A = dr dur Iv+ IwHt en) 
A _ AM, Au, Av Aw , 
— 5—— 7 — 3 
alſo, wenn man die Graͤnzen nimmt: 
y=z’!’+W+vV+w Tr. 
Nach dem Dbigen ift | 
y=«d+r Ur tV We. 
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alfo Ä 
a +7’ + uU LVv + wW+r ..=7 FU +vVv+wW+..; 
folglich a — O, d. i. die derivirte- Function einer jeden conitan- 
ten Größe ift = 0, f 


13. Eine imagindre Function ift überhaupt eine Function 


von der Form 
wo u und v Functionen von x find, Geht nun x in x + Aı 
über, fo wird 
y+f=(+rL) + + Y-—1, 
A=AMu+ Ir.Y-1, 


 Iy _Au, Ar 
ua 


’ ' 4 14 A A 
Sind nun w und v’ die Gränzen von Z und ZI, wenn As 


fi) der Null nähert; fo verfteht man unter der derivirten Function 
von y die Sunction W+v Y—1, fo daß alfo 

y=wW+ vr—i 
ift. Alle vorher bewieſenen Säge müffen eigentlich für imaginaͤte 
Zunctionen nody befonders beiwiefen werden, . Hier wird es indeß 
genügen, nur an einigen DBeifpielen zu zeigen, wie man fich in 
"allen ähnlichen Zällen zu verhalten hat. 


Sey z. B. y — 20 und 
z=zu+vrY—1, 


wo u und v Functionen von x find. Nach dem Artikel Un 
mögliche Größen (6.) kann man feßen: 


z = e(cosp+sinpyf—1), 


wo E und @ Functionen von x find. Folglich nad) demfelden 
Artikel (3.): 

= on(cosnp Sinn —1) 

=p+yqYr-1. | 
Nimmt man nun nad) den im Vorhergehenden bewieſenen allge— 
meinen Formeln die -derivirten Zunctionen, ‚fo erhält man ohne 
Schwierigkeit: Ä 

| — nerqꝙ sinnp + nen—1o’cosnp , 


p= 
=  nonp’cosnp ++ non-io'sinnp » 
Alfo ' | 
| y-Pr+rgY-ı 


neni ( ꝙ cosnp — ey’ sinnp) 
+ nen-1 (0 sinnp +ep’cosnp)/ —1. 
Es ift aber \ | 


- 


- oder 
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zu—l = on-llcos(n—1)p + sinn—1)pyY—T} : s 
= . gcosp — ey sinp 
+ (esinp + op "cosp)Y—-1; 
folglich ‚ wenn man multiplicirt: 
zu-1y’ = on-i ꝙ [cos(n—1)y cos ꝙ — sin (n—1)psiny} 
— on {sin(n—1)pcosp + cos (n - 1) ꝙ sin ꝙ) 
en iꝙ ſsin (n—1) pecosp + cos(n— 1) sin ꝙ) et 
+ ey [cos(n—1)p cap — sin (n 1) psinp} Y—ı 
= en⸗i ( e cosnp — op sinnp) 
4 on⸗i ( ꝙ sin np + ep’ cos np)’ —1 . 
Alfo offenbar nad) dem Vorhergehenden: 


y = nza-iz, 


y’ = awirr? Du⸗ i (u tv ID), 


fo daß folglich, die früher in Bezug auf reelle Sunctionen beiviefene 
Regel zur Entwidelung der derivirten Sunctionen von Potenzen 
auch für imaginäre Functionen gilt. 


Iſt 
y=za+ (url 1) + —— + Hr =D%.. 
fo iſt 

y=a-utrp+trrr..+ AUT TE, — 
Alfo nach dem Obigen (12.) u 

yzUu+p+r+..+V+rg+rs#+...)—i 

| = (W+vVY-1) + — —D + @+Hs TI +... 
ai ferner 

y=(u+Y—1)(p+qf 1). 
Sest man nad) Unmögliche Größen (6.) 

-u+vYTi=e(cospy+sinpy/ —1), 
p+gqgY-i= e,(cosy + sinyY—1); 
ſo iſt (a. a. O. 2.) 
= ge, teos(p-+y) + zu ze 
=r+ sY—1. 

Aber nac) aus dem Obigen befannten Kegeln: 

r=(e, ta )coskp+Y) — ep ty)sinp+y), 

s:=le,tad)ingty Fey try)eosipty). 
Solglich 

y= (@ıte)eos(prY) — ee, (pH W) sin(p + y). 
+ fees red)sin(p+Y) + eo, (p +y)co(p+ y) 7 —1 . 

Serner ift 


! 


Si 
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u" + vr-ı = ecosp — ep’sinp 

+ (dsinp+ ep’cosy)” —i 

p + <Y<-1= e,coy— e,y’ sin y 

+ (e,siny + e,% 'coy)Y—ı 
und hieraus findet man leicht: 
(u+r/-De+yrY-n)= 
ge, cos(py+Y) — eer v sin(p +yY) 
+ fee, sin(p+Y) + ey’ cos(p+y);Y—T 

(p+gY—1)W+vYTZT)= 
gig’ cos(p-+Y) — ee,p sin(p+%) 


, + {eesin(p+y)+ gg,p’eos(p+y)}} — 1 
Folglich — — 
(ur —1)(P+gY—ı1) + (p+rgf—1)wW+rrYZ1) 


= (ed, tae)cos(p+Y) — eu (p+y’)sin(p+y) 
+ {@ı, -eie) sin (PPY) + ea (pP ty )costp+y)}Y-i. 
eh 


= (url — DETLEF ZIG +vY7Zn. 
RT | 


— — 

3  p+tar1? 

fo fey wieder | | 
u+vYf—-1= e(cop+singY_—-1), 
.. Pp+ qr—-i=e, (cosy+sinyY—1). 
Dann ift 


y- cosp + sing! —1i1 


Le, 
eı cosy + sinyf—1 
— 


ze. +sinpgY/ —1)(cosy + sinyY—1, 1 )=1 
= I (os p+ sin p Y’—1). [cos (—y) + sin(—WY=t] 


= „.[c0s(p—Y) + sin (p—y)} —1}5 


und man fönnte num wieder auf ähnliche Art wie vorher verfahren, 


Da aber hieraus erhellet, daß y von der Form r + s Y—Lil, 
aa man auch auf folgende Art ganz einfach) zum Zweck. 


u+-vY-1=y(p+ qrZ1); 
alfo nad) dem Vorhergehenden 
W+v/Y—<i=ylpP+gJTY-1) + (P+g/Zn)y, 


— +vrY-i — y(p + rm) 
p+tar—-ı 
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woraus, wenn man - 
_ urvY_—-ı1 
= p+qyr—ı 
ſetzt, augenblicklich : 
— PLN -Dw@Hr Darst —— 
| p+ar—n: u 
Fuͤr y=a(u+vYr—1) erhellet auf der Stelle, da 


y=a(uW+yYY-1ı) 


iſt. 
Wir werden ſpaͤterhin noch auf dieſen Gegenſtand zuruͤck⸗ 
kommen. 


14. Nach dem, was wir im Vorhergehenden von den deri— 
virten Functionen gehabt haben, iſt der Uebergang zu den Differen— 
tialen ſehr leicht. Unter dem Differential einer Sunctiony=f(x) 
mit einer veraͤnderlichen Groͤße x verſteht man naͤmlich nichts 
anders, als das Product ihrer derivirten Function y — f(x) 
in dag Increment oder die Differenz Ax der unabhängigen ver— 
änderlichen Größe x, fo daß alfo, wenn wir, wie gewöhnlich, 
das Differential von y — f(x) durd) dy = Hf(x) bezeichnen, . 
überhaupt 

5 = y’Ax ober df(x) = f(x). 4x 
if. Sir yax ifty=1; alfo dx= Ix. Daher febt man 
gewoͤhnlich = 

Oy = y’öx oder Hf(x) = f'(x).dx, 


und nennt auch Ox das Differential der unabhängigen. veränderli- 
chen Größe x, wobei man aber zu bemerfen hat, daß 9x immer 
eine conftante Größe ift. Häufig nennt man die derivirten Functio— 
nen auch Differentialquotienten, weil nad) dem Obigen 
Fey O=ero 
if. Das Differential einer Function entwickeln heißt diefelbe 
differentiiren. Die Wiffenfchaft, welche alle Arten von 
Functionen. zu differentiiren lehrt, ift die Differentialrech— 
nung, eine Wiffenfchaft, welche in allen Theilen der Mathema- 
tif die vielfachfte Anwendung findet. Die wichtigften Anwendun⸗ 
gen auf Geometrie und Analyfis werden gewöhnlich dem Vor— 
trage der Differentialrechnung felbit einverleibe, weil Nichts geeig— 
neter iſt, das eigentliche Weſen diefer Wiffenfchaft in recht helles 
Licht zu feßen. Die Theorie des fonctions analytiques und die 
Lecons sur le calcul des fonctions von fagrange find nichts 
anders, als in vieler Beziehung fehr ‚vollitändige, mit großem - 
Scarffinne verfaßte, Lehrbegriffe der Differentialrechnung, völs 
fig würdig dem Genie ihres unfterblichen Althebere. Lagrange 
vermeidet in diefen Werfen den Begriff des Differentials ganz, in« 
Supplem, zu Klügelö Wörterb, L Kr 5, 
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dem er bloß bei den derivirten Functionen flehen bleibt. Riür 
werden fpäterhin noch einmal anf: diefe herrlichen Früchte des 
menſchlichen Geiſtes zurüdfommen. 

15. Aus dem Vorhergehenden ergeben ſich unmittelbar fol 
gende Formeln: 























õ. x =. nxn—10x ; 
ologı = 25° dx — I 0. =. 0x 
\ x loge 
= axladı, d.e = exös; 
Osinx = cosxds, Oõ cosx = — sinxdx, Otangı = * 3* 
cosx 
detx— — = : Ösecx= Er dr, Icosecxı = — HT; 
sinx? cosx sinx 
: Ox Öx e 
Ohrceinı= -—» O Arc = ÖArctang=;.,: 
Öx Ox 
OArecotı=— 1.2» OArosecz = =.’ 
OArccosecx = — — 
xYx? —1 


Da nach (12.) die derivirte Function a jeder conftanten Grök 
a er O ift, fo ift auch das Differential Ca jeder conftanten Größ 


UV 


It F(y) — 
z = == 5))3 
ſo iſt nach (4.) 
= PFly)fl(z); 
alfo R r 
doı=z0ox= Fly).f(x).ox. 
Aber x ) · ) · ox 
) * en, ex). öflz). 
Folglich) 


OF 
dz = 2 ötlz) = F(y)öy. 


Diefe Formel ift fehr wichtig, wenn die Differentiale zufammen 
gefegter Functionen entwickelt werden follen. Wäre z. B. 2= 
Isinx, fo fege man sinx =y, z=1y. Dann ift | 

| dı = Fr ösinz , 
d. i. nach den obigen Formeln 


cosxX 


Ox 


tangx " 


Für ze" fei e=y,z=e; fo ift 


07 = %x = 





02 = der = er ex õx = ee ex õx. 
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Nach dem Obigen ift 
02 = F(y)öy, 
wo aber Ay das Differential von y in Bezug auf x als unab- 
hängige veränderliche Größe iſt. Betrachtet man y als unabhän- 
gige veränderliche Größe, fo ift nad) (14,) | 
oF(y)=F(y)öy. 


Man kann alfo 92==HF(y) feßen, nur mit der Demerfung, - | 


daß, nachdem man OF(y) in Bezug auf y als unabhängige 
veränderliche Größe entivickelt hat, Ay als das Differential von 
y in Bezug auf x als unabhängige veränderliche Größe betrach- 
tet und als folcyes entiwickelt werden muß, um auch dz,in Be— 
zug auf x als unabhängige veränderlicye Größe zu erhalten. 
Aus (12.) und (13.) ergeben ſich ferner fehr leicht folgende 
Formeln: u 
Tür y az ift 0y — adz. 
Süury=ztutrv+wH+... if 
oy = 02 + du + Ir + dw. 
Fir y=matz+turvy+twHt.. if 
ôy = 02 + Qu + Or + Ow +... 
Hieraus, mit der vorhergehenden Formel verglichen, erhelfet, daß 
man oa, d. i. das Differential, jeder conftanten Größe, S O zu 
fegen bat. | 
Für y=pqst... iſt 
oy Op „ dq , dr, 0 „dt 
‘ ze, mega, u... 
Sur y — pq und y=pgr, z. B. iſt reſpective oy & põq + 
qöõp und | 
.  öy.= grop ++ prög + pgor . 
Wie man fo weiter gehen kann, iſt flar. 


eye if 


Siry-utvr ii | 

= dur IıYr—i. 
* — Anwendungen dieſer Formeln zu zeigen, ſey y Stang x; 
Di 


x 
cosx 
folglid) 
3 cosxOsinx — sinxOcosx _ (cosx? + sinx?)Ox 
gm cos x? = .cosx? e 
dv, i. 


Rr2 


« 
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Otangx = —— 
wie vorher. Fuͤr y= cotx hat man eben fo 
— sinxOcosx — cos x sinx — (sin x? + cos xꝰ) ox 
I sin x? u sinx? ’ 
dcotx= — — 
sin xꝰ 


Fuͤr y — xXiſt Iy = xIx; alſo 
= = (1+1x)dx, Oy = x (1 +1x)ox . 
_ Ix 
Fuͤr y ⸗ it yo; alfo 


- _(1—1x)0 1—1r - 
E IS, öy = —— 0x . 
Für y — x⸗e iff 
95 xũ· x EG. 22 — xrerXört axa-iemxdx, 
d. i. 
| d.mo- = mern(2 1) : 

In der Bezeichnung 9,xte”* vertritt das Punftum hinter dem 
Differentialzeichen die Stelle einer Parenthefe, indem man eigent- 
lich Alxte”*) ſchreiben müßte. Die erftere Bezeichnungsart iſt 
fürzer, und wird daher häufig angewandt, 

gay if 


— xGõ. eax — erxöx — aeax x OXx — enox 





x? x? e 
d. i. 
ö -. 
Sur y = ur erhält man leicht 
sa 


wobei man, wie immer bei conftanten Größen, da —= 0 feßt. 


16. Hat man die derivirte Function „= f(x) einer be- 
liebigen primitiven Function y=f(x) gefunden, fo fann man 
offenbar nun diefe derivirte Function als eine neue primitive 
un ene ‚ und wieder ihre derivirte Function nehmen. 

iefe derivirte Function, als primitive Function betrachtet, führt | 
dann ferner zu einer dritten derivirten Function, dieſe zu einer | 
vierten, dieſe zu einer fünften u. ſ. w., ein Verfahren, welches 
fid) offenbar beliebig weit fortfeßen läßt. Die derivirten Functio— 
nen, welche man auf diefe Weife erhält, heißen in Bezug auf die 
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gegebene primitive Function die erfte, zweite, dritte, vierte 
u. ſ. mw. derivirte Function, und iverden durch - 
Yı Yı SD’, yY,y%; Pi aA PELEE TEE 


ER), ER), ER, ER), Ed, .... RR), nen 
begeichnet. Ueberhaupt ergiebt fich, aus dem Bisherigen auf der 
Stelle, daß die nte derivirte Function einer beliebigen primitiven 
Function die erfte derivirte Function ihrer (n — 1)ten derivirten 
Function ift, ein Verhalten, welches durch die Gleihung ' 


ym = (ya-D)" oder fm (x) = (fa xy) 
ausgedrückt wird. | 


Auf ganz analoge Weife- führt das erfte Differential 
einer gegebenen Function nach dem in (14.) entivickelten Begriffe 
des Differentials überhaupt, als eine neue primitive Function 
. von Neuem differentürt, zu dem zweiten Differential der 

- gegebenen Function; diefes, als eine neue primitive Function von 
Neuem differentürt, zu dem dritten Differential der geges 
benen Function; dieſes auf ganz Ähnliche Art zu dem vierten, 
diefes zu dem fünften u. f. mw. Ueberhaupt tft wieder dag nte 
Differential einer beliebigen Function das erfie Differential ihres 
(n — 4)ten Differentiald, fo daß alfo, wenn man die Diffe- 
rentiale der Sunction y=f(x) nad) der Reihe durch 


oõy, öõrꝛy, Odys Ory, Odys onen Oõy, ...., 


oder 


oder 
Oflx), oꝛt (x), El), OH), OSElk), .... fl), un 


bezeichnet, allgemein 
day = O(On-ty) ober Onffx) = O(dn-1ffx)) 

iſt. Nach (14.) ift nun für jede. Function Ay = y’ox, und Ox 
muß als eine conftante Größe betrachtet werden. Nach (15.) iſt 
allgemein, wenn y — az ift und a eine conftante Größe bezeich- 
net, dy = aoz. Differentirt man alfo nad) diefer Negel die Fun— 
ction Oy — yox, fo ergiebt fich leicht nach und nad: 

oy =yo% 

0?y = Oy dx = (y') Oxdx = yꝰ ox? 

O:y = Oy"Ox? = (y”)Ox0x? = y’” 0x? 

O*ry õy 0x? = (y”’YOxOR? = yırox* 

ösy = Ayıröxt = (yr)/Oxöxt = yröxs 

| U: ſ. f. u, ſ. f. 

ſo daß alſo uͤberhaupt 

yon, e = ye; 
oder 
Onf (x) 
"Om 


Onf (x) = fin) (x)Oxr, = fin) (x) 
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ift, und folglich die nte derivirfe Function einer beliebigen pri- 
mitiven Sunction erhalten wird, wenn man deren ntes Differen- 
tial durch die nte Potenz des Differentiald der unabhängigen ver» 
' Anderlichen Größe dividirt, weshalb die nfe derivirte Function 
aud) häufig der nte Differentialquotient genannt wird. 

Nach diefen Principien und den oben gegebenen allgemeinen 
Kegeln zur Entwicelung der erften Differentiale hat es nun nicht 
die mindeſte Schivierigfeit, die Differentiale aller Ordnungen jeder 
beltebigen Sunction nach der Neihe zu finden, wenn man nur 
das erſte Differential jeder beliebigen Function finden kann, wel- 
des wir nun an einigen Beifpielen erläutern wollen, 


Fir y=xm erhält man dur fuccefjive Differentiation 
ſehr leicht 
Oay = m(m—1)... (m—n+i1)xm-ndm, 
Iſt mn, alfo m eine pofitive ganze Zahl, fo tft 
| Ä ony = 1.2.3.4...ndm, 
Eden fo leicht ergiebt fich 
On,ax = ax (la)" Oxe, Ön.ex = exOm. 
Da ferner nad) (15.) 
Ologx = 
ift, fo ift offenbar 
Onlogx = loge.On-1(x-1)0x . 


Setst man aber in der oben für On,xm gefundenen Formel n—1 
für n und m—=— 1, fo wird 


M-(ı-1)= —1.—2.—3...—(n—1)zmn dm 


loge 
X 





0x = loge.x-10x 


= N dran s 


folglich 
Onlogx = tat I 0 a 5 


und für natürliche Logarithmen: 


Önlx — (—ip-ıl .2.3...(n—1)., a 
xu 
Eben fo leicht ergiebt ſich auf) 


Dre — 


mit dem Bemerken, daß für > jederzeit nur die größte im dieſem 


Bruche enthaltene ganze Zahl und das obere oder untere Vorzei— 
chen, fo wie die obere oder untere frigonometrifche Function ges 
nonmen twird, je nachdem m eine gerade oder eine ungerade Zahl 
iſt. Uebrigens iſt auch 
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Ösinx= cosxöx = sin(x+ 4n)dx 
O?sinx = — sinxox? = sin(x + 3n) 0x? 
Ö’sinx = — cosxox? = sin(x +3n) dx? 
ö’sinx = : sinxdx* = sin(x+4n) 0x? 
O5sinx = cosx0ı5 = sin(x+$”)0x° 


uff ; u. ſ. f. 


Öcosx = — sinxdx = cos(x+4n)Ox 
0? cosx = — cosx0x? = cos(xX-+ 3r)03? 
O3cosx—= sinxox’ = cos(x +3n)0x® 


O*cosx = cosxOx? — cös(x+47)0x® 
05 00x = — sinzöx® = cos(x + $n)0x® 
uff ’ u. ſ. J. 
folglich allgemein | 
Onsinx = sin(x + Inm)Oin, OR cosx = cos(x + Inn)dm. 
Nach (15) if | 
x , \ 
1+x2 
alfo, wenn wir Arctangx—=9 feßen, x=tangp, woraus 
leicht | | 





ÖArctangx — 


sin OR. 0 cos PB. SE FE \ 
9 Tiger PT IR? 


gli ! 
folglich OAxctangx = cosp? x. 


Differentiirt man num nach den oben bewieſenen Regeln dieſe 
Sormel ferner, indem man bemerft, daß @ ſelbſt eine Function 
von x, 6x conftant iſt: fo erhält man: Ä 
0? Arctangx = — 2cospsinpipx. 
Aber dp — cosp?ox. Folglich 
| Ö?Arctangx = — 2cosp? sinp 0x? , 
oder, weil 2sing cosp = sin2g if, 
0? Arctangx = — cos p? sindp Or? . 
Durch fernere Differentiation ergiebt ſich hieraus: 
0? Arctangx = — 2cosgp? cos ip Ip Ox?, 
++ 2c0sp sin p sin 2ꝙ Op dx? 
= — 2cosyp* cos2p 0x? + 2cosp? sinp sin? Ox® 
= — 2008? (cosp cos 20 — sinp sin.2y) Ox? 
= — 2cos 3 cos 3ꝙ dx? 
Ö% Arctangx = 2.3cosp? sin 3ꝙ Ay 0x? 
+ 2.3cosp? sinpcosdpOpür ı 
—= 2.3c05p° sindp dx? + 2. 3 cos p* sin ꝙ eos Iꝙ dx* 
—= 2.3cosp*(cosp sindp + sing cos 3p) öx* 
= 2.3cos p* sin dp Ox* 
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Ö’Arctangx—= 2.3.4cosp* cosAp Ip dx® 
— 2.3.4.cos p? sing sin Ap Op Ox* 
= 2.3.4cosp° cos Aꝙ oxs — 2.3.4 eos ꝙꝰ sin ꝙ sin Ay dx’ 
= 2.3.4cosgy° (cos ꝙ cos Aſꝙ — sin ꝙ sin Aꝙ) 0x5 
= 2.3.4cosgp5 cos Sp oxꝰ 
05 Arctangx = — 2.3.4.5 cos p° sin 5p Op Öx° 
— 2.3.4.5cosgy*sinp cosöypdy Ox> 
= — 2,3.4.5cosp’sin5p0x° - 2. 3. 4. 5 cos ꝙ0 sin op cosdp dx 
= —2.3.4.5c005p° (cospsindp + sinp cosdg)0x® 
= — 2.3.4.5c05gp° sin6p Ox® . 
Es unterliegt feinem Zweifel, wie man auf dieſe Art weiter ge 
ben fann. Allgemein ift 
On Arctangx = 1.2.3... (2n —1) (— 1)2 cos p?n sin np Oxtn , 
Örn-H Arctangx= 1.2.3 ...2n (—1)r cos p2n+! cos (Zu + 1) pOxiaH, 
Aber 
sin2n (ir — ) — sin (nr —2np) = — cosnz sin Zup 
= — (—1)j2sin2ng , | 
sin (In +1) (4er —gp) = sin {nn — (2n+1)p + in} | 
= cosinz—(2n+1)y} | 
== cosnn cos (2n +1)9=(— 1). cos atdg; 


 sininp = — sin2n(37—p) j 


— 
—— | 
cos(2n-I)p = = — J sin (In-++1)(!r—p). 
Folglich 

O?n Arctangx==—1.2.3...(2n-1) cosp?n sin 2n(im-g) Ox2n, 
On+! Arctangs— 1.2.3..2n cos pin+isin (2n+1) (4x-g) — 


d. i. für jedes n 
õs Arctangx = 1.2.3. a4) (— 1)a=1 cosy® RR Or, 
wo immer Arctangx = ift, 


Nah (15.) ift 


Öx Ö 
õ Are tang x = Fer, OArccotx = — Er ; 
folglich 
ÖArccotx = — OArctangx, 
"oder 


ÖArccotx = (—1)Ö Arctangx , 
woraus dur) fucceffive Differentiation augenblicklich: 
On Arccotx = (—1)OR Arctang& = — ÖnArctangx. 


Folglich nad). dem Dbigen für jedes n: 
Er Arocotx==1.2.3..(n—1)(— 1)n cosyasinn (In—y)Oan , 
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für p=Arctangx. Setzt mnın -9g=Yy,9g=4in—y, 
fo ift csp=siny, folglich 
' OnArccotx = 1.2.3...(n—1)(—1]sinyrsinnyor . 
Da tangp = tang (4n — Y) = coty ift, fo if cty—x, 
17. Wir wollen nun auch die derivirten Functionen oder 
Differentialquotienten der verfchiedenen Ordnungen von Arcsinx 
zu entwickeln fuchen. Nach (15.) ift 
Ox Ö Arcsinx 
Yıi-x’ — 


Setzen wir alſo y — (1 — x2), ſo iſt offenbar 
õn Arcsinx — 
xn Oxn-l ? 
und es kommt alfo jeßt bloß auf die Entwickelung der derivirten 
Functionen oder Differentialquotienten von y an. Führt man 
diefe Entiwickelung nach den aus dem Dbigen befannten en 
wirflic) aus, fo ergiebt ſich nach und, nad): 


= u 4(1—x?) ua x = an) iz; . 


= (1 2)? i 


OArcsinx — 


mut 34 — x) — 
= 1-2) Far+n 


= —D —E 404 $(1x2) 7.28 (2x2 +1) 
— (1x2) 3 (6x3 4%) | 
| I = — (1-22) 718x249) + 411 x2) 22x (6x3 4 9x) 


— (I—x2) ? (24x +72x2+9). ’ 

Wie man auf diefe Art weiter gehen fann, ift klar. Geben wir 
ar nach dem fich aus biefer Entwickelung unzweideutig ergebenden 

Geſetze: 

— | 
—— (Anz —— Dnxn=6 +... N r 
fo ergiebt fich durch. Entwickelung des folgenden Differentialauo⸗ 
tienten: 


— 
datt | 
2n*1 
(4-x?) 2 {nAnzn-1.4(n-2) Bu xn-3 4 (n-4) Ca xn-5 + (n-6) Daxn-7-}.} 
2n 


ed — ar Ant Bath Ct Dam h. .} 


— 1.22)" 3 (4-22) {mA ame (0-2) Ba ans (a4) nra-st...} 
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2n-h3 
+24) 1-29”? [AnzmiiB, antik arm 4Dasmsch...} 
(2n++-1) An x"-+1-} (2n-$1) Bn x@-1-- (2n+1) Cn xn3 
+ (2n+1)Duxn—5+... 
- nA„xa-+-(n-2)Bnxa-1- (n-4)Cnxn3- (n-6)D nxn-5+... 
--nAn xn-iL(n-2) Bn xn-3 + (n-4) Cn xzn-5+.. 
ana [(H1) Anzntt 4 (043) Baxn-14 (n4+5) Cn ans 
=(1-x?) 2 -+ (n+7) Duxn=5+... 
«+ nA„ xn=1.L(n-2) Bn zn=3 (nA) Cuaxa—S+... 


_2n-+3 
=(1-x?) 2 





2n-L-3 
=(1-x?) 2 {Anpiznti4 Bapı ai On} x23 + Dapiaa-sh...}, 
woraus man alfo folgende Gleichungen zwifchen den Coefficienten 
von yo? und yt» erhält: 
An+ı = (n-+1)An 
Bn-+1 = nAy + (n+3)Bn . 
Cop = (n—2)Ba + (n +5)C5 ! 
Dar = (n—4)Cn + (n+N)Da 
En+ı —= (n—6)D„n + (n+9)Ea 
u, ſ. f. —A 
Setzt man, wenn K„ einen beliebigen Coefficienten der nten de 
rivirten Sunction bezeichnet, überhaupt 
Kn 
1...n 


fo erhält man aus obigen Gleichungen leicht: 


= Khn; 








An = 








u. ſ. f. uf 
Euler hat nun zuerft in den Inst. calc, diff. T. I. $. 20. 
die. oben entwicelten Differentialquotienten. auf folgende Form 
gebracht: 
a. 
amt | 
= = > z * 24 
(1— x2) 
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ty 1.2.3.4, 3, , 1.3 4.3.2.1 

ice ii r3.737 1337 Kart 

0’y _1.2.3.4.5 5.4 1.3 5.4.3.2 

— — 5 — XI — 

ey |" +3.72°" 77772 a 
uf. f u. ſ. f. 


oraus ſich alſo das folgende allgemeine Geſetz — 


y_ 1.2..n en 1.3 n (n-t(n-2)(n-3) 
a Herr 
(i-x2) 2 R 


1.3.5 n(a-1) (n-?2) (n-3) (n-4) (n-5) 
ae ade tn 
efe Reihe fo weit fortgefegt, bis fie von felbft abbricht. Will 
an diefes durch Induction gefundene Gefeß allgemein beweiſen, 
muß man zeigen, daß es für yt» gilt, wenn es für ym 
lt. Daß allgemein A’, =1 ift, folgt, weil A’, =1 ift, un 
ittelbar aus = Relation 
Ani = = Au . 
jezeichnen wir nun den (k — 1)ten und kten Coefficienten in 
) durch K, und K’„, fo tft nach dem bemerften Gefeße, ivenn 
Melde für y? als gültig angenommen wird: 
-— _ 1.3.5..(2k--5) n(n-1)..(n—2%k +5) 
Kn=24.6..0&—4) 1.2.3...@-4) 
1.3.5..(2k— 3) n(n—1)..(n—?k+3), 
2.4.6..(2k—2)" 1.2.3...2k—2) ? 
gli offenbar 
7 %k—3 (n—%k+4)(n—2k+3) 
Kn = Kan. 2° ak 3) ck 2) 


RXA = 





erner ergiebt fi), aber aus dem Dbigen die folgende allgemeine 
delation: | R 
1 — 
Kun= ar, * — Ki | 
_ fn—2k+4 , n+2%k—1 (n—?%k+4)(n—2k +3) 
nt ar ED Ra 
[tn nk 
n+1 (2k—2) (2k—2) * 
— ln 
— 75 @kZ2) a2) 9 
— an ernten 2)] a a 17 
n+1 (2k — 2) (2k— 2) F— 


— — —— —— — — — — ——— —— — —— —— — — — 
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_ rel N, 


| n+1 (?k—2)? _ 
am - rn i 
u (2k— 2)? = 


_%k—3 (n+1)n—k+4)- 
— 2%—2° (2k—3)(2k—2) °* 

1.3.5...2k—3) (n#1)n(n—1)...(n+1—2k+3) 
2 


:4.6...(2k—2)' 1.2.3.4...,(2k—2) 


woraus alfo erhellet, daß das bemerfte Gefeß für K’unyn il 
wern es für K’um gilt, oder daß daffelbe überhaupt für y°* 
gilt, wenn es für ym gilt, und daher allgemein iſt, weil ia 
Nichtigfeit oben bis yw durch Induction bewieſen worden! 
Es ift folglich J— | 

| On+lAresinx _ 


F) xn-+i — 


1.2.3..nf _,, naln-1) „. 1.3 n(n -1)(n-2),(n-3) 

Sr 277 Goa ——— | 

(1-x?) ? 1.3.5 n(n-1)(n-2)..(n-5) | 
7246 1.2.3.4.5.6 url 

oder | 


On-+ Arc sin x = 
u 
1.2.3..nxn n(n-1) , 1.3 n(n—I)(n—?2)(n—3) | 
N +37 90 124° 1.2.3. 
| 4 1.3.5 a(n-Nm-Y(n-2m-Nn-5, 
2.4.6° 1.2.3.4, N 


die Neihe immer ſo weit fortgefeßt, bis fie von feldft abhriit 
Euler führe a. a. O. die Formel bloß an, ohne einen allgem 
nen Beweis zu geben. Dadurch ward Fagrange veranladl 
einen Beweis zu geben, den Lacroir im Traite du caleuld | 
et du caleul int. T. I. p. 182. mittheilt. Einen andern ® 
weis giebt 3. 3. Pfaff in der überhaupt hierher gehörenden Ir 
handlung: Localformeln für höhere Differentiale‘ 
Hindendburgs zweiter Sammlung combinatorifch = analytilß 
Abhandlungen (Leipzig, 1800.) S. 176. Beide Beweife, ſo 
vect fie auch zum Ziele führen, feßen aber den binomifchen & 
ſatz im größter Allgemeinheit voraus, indem fie auf der Ent 
wickelung von (1 2)! in eine Reihe beruhen. Wir dit 
ten.ung bier eine folche Vorausſetzung nicht verftatten, weil & 
genwärtiget Artifel eine von ‘der Entiwicelung der Zuncher 
in unendliche Neihen ganz unabhängige Darftellung der Di» 
tialvechnung liefern ſoll. 
Weil nach (15.) 5 
x 


OArccax = — ——— 
r1i-—x: 





| 


= — OArcsinx 
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fo iſt flar, daß man mittelft des Obigen auch leicht On Arc 08x 
den kann. 


18, St y=pg, wo p und q zivei beliebige Functionen | 
n x bezeichnen, fo erhält man — ſucceſſive Differentiation 
ſes Products leicht: 


v 


-=?r1% \ 
v__0°q „Op dg 
rt 
Op dq „ O?p 
+ at 51 
_.9q „.Op dg |, ®p 
RT u 


Öp 0?q 0?p 0q 
wat matme 
o’q Op 234 „0?p oq 
— Be U BR SEE ENT u 
y 0°q Op O°’q 0?p 0?q 0°p dd 
; T EHE 
Ö?p 0:q 03p 0%p 
a rt Ze Ara 
ö’q , „op Ag, „Op d „°P. ı 
a + te 
ıf diefe Urt weiter zu gehen, hat feine Schwicrigfeit. Auch 
yelfet auf der Stelle, daß die numerifchen Coefficienten eben fo 
a aus einander entftehen, wie die Binomial - —— 
Daher iſt —— | 


= Ong , nm Op On-ig —— o2p On—2 
mr + Teen tn en 


— On—2p * n On-ip Atze | 
zn — 


"0x? 1 Omi" dx 
er | 
yo = pgin) + —p gun ed gan +. 
++ 2 = —  padg” pay + ping, 


mn wir ung der in — eingefuͤhrten Bezeichnung der deri⸗ 
ten Functionen bedienen, welche bier, wie oft in andern Faͤl— 
I, bequent ift. 
19, Wenn y=f(x), 0 ift, fo ift nach (15.) 
õ2 F(y)d Y» 
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wo aber Ay das Differential von y in Bezug auf x als m 
hängige veränderliche Größe iſt. Differentürt man von Reur 
und bedient fich der Kürze wegen immer der aus (16.) befamt« 
Bezeichnung der derivirten Functionen; fo erhält man: 

0z = F’(y)oy? + F(y)ö’y, 
und hieraus ferner: 
02 = F”’(y)öy? + 2F’(y)Oyo?y 
+ F’(y)öyo®y + F(y)a’y 
= F”(y)öy? + 3F”(y)oyo?y + F(y)o°y 
0%z = Fır (y)dy*+ 3F”(y)Oy?0°y + 3F”(y)0?yd?y 
+ 3F’’(y)0y?0?y 
+ 3F”(yJöyo?y + F(y)o®y 
+ F’(y)oya’y 
= Fiv(y)öy* + 6F”’(y)Oy?0?y + 3F’(y)0?yd?y 
+ A4F’(y)OyO°’y + Fiy)ö’y. 
Wie man auf diefe Urt weiter gehen kann, ift klar. 


20, Es fommt bei allgemeinen analytifchen Unterſuchung 
nicht felten der Sall vor, daß, wenn y=f(x) und x die w 
‚abhängige veränderliche Größe ift, oder wenigſtens als ſolche k 
handelt worden ift, x nicht mehr als unabhängige veraͤnderlich 
Größe, fondern von einer beliebigen neuen veränderlichen Gr 
abhängig gedacht werden fol. In allen ſolchen Fällen fragt : 
fih) nun, was man flatt der für x ald unabhängige veränd: 
liche Größe entwickelten derivirten Functionen oder Differentic 
quotienten F(x), f'(x), f(x)... in die durch die im A 
ftehende Unterfuchung gefundenen Formeln zu feßen bat, Net 
(19,) iſt 

ey =f(x)%, 





, Py=f la)? + f (x)õꝛx, Pr 
y=f”(x)öx® + 3’ (w)dx0?x + Flr)o’x, 
u. ſ. f. | u. ſ. f. 


Folglich, wenn man hieraus nach und nad) f(x), f(x), f"(ı) 
u. ſ. f. entwickelt: rn 
or 
6) * x’ 
Ox d?y. — õy õꝛx 
Ox3 2 
Ox2d:y — 30x0?z0?y + 30yö?xc?z — Oxdyö’x 
Me em u me ee 


® 


a 


2’ (x) = 


u. ſ. f. wtf 
Diefe Ausdrüde muß man alfo nad) der Reihe für 


⸗ 0 . ” sy 
f)=7, f"(z) = —* =, u... 


0°y 
* 
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ſetzen, wenn x nicht mehr als unabhängige veraͤnderliche Größe 
betrachtet, fondern als von irgend einer andern veränderlichen 
Größe abhängig gedacht wird. Nur der erfte Differentialguotient 
bleibt alfo bei diefem Verfahren, welches man Veränderung, 
Berwechfelung oder Wertaufhung der unabhängigen 
veränderlihen Größe nennt, rücfichtlich feines allgemeinen 
ſymboliſchen Ausdrucks unverändert, Mehr und Allgemeinereg 
über diefes Verfahren bier zu fagen iſt unnöthig, da daflelbe ſchon 
in einem ihm ausſchließlich gewidmeten Artikel dieſes Woͤrterbuchs 

ausführlich betrachtet worden ift, 


II. Bon der Entwidelung der $unctionen einer 
veränderlihen Größe in Reihen mittelft der 
Differentialrehnung. Taylors und Ma- 

| claurind Saͤtze. 


21. Ehe wir zu der Entwicelung der Functionen in Reihen 
felbft übergehen koͤnnen, müffen wir, um nicht auf andere Artifel 
diefes Woͤrterbuchs vermweifen zu dürfen, einige allgemeine arith- 
metifhe Säge beweifen, welche unferer folgenden Unterfuchung 
vorzüglich zum Grunde liegen. Zunaͤchſt kommt es auf folgende 
Erklärung an. Man fagt, daß eine Größe ziwifchen mehrern an- 
dern, welche, fo wie jene Größe felbft, pofitiv und negativ feyn 
können, enthalten, oder ein Mittel, auch eine Mittelgröße, 
zwiſchen denfelben fey, wenn diefe Größe größer als die Fleinfte, 
fleiner als die größte der gegebenen Größen iſt, wobei Aber die 
Degriffe größer ‚und Fleiner der Artifel Ungleich (1.) im fünften 
Theile dieſes Woͤrterbuchs, den man überhaupt bei dem Folgen— 
den immer vor Augen. haben muß, zu vergleichen ift. aß es 
zwifchen mehrern ungleichen Größen unendlicy viele Mittelgrößen 
geben kann, erhellkt aus der fo eben gegebenen Definition von 
feld. Das Mittel zwifchen mehrern unter einander gleichen Groͤ— 
Ben fällt offenbar mit diefen Größen felbft znfammen, Ueberhaupt 
foll eine Mittelgröße ziwifchen den gegebenen beliebigen Größen a, 
a,a, az... dur 

‘ M(a,ad, a’, @a”,...) 
—— werden. Iſt A<B, ſo iſt nad) der gegebenen Ers 
klaͤrun | Ä — 
® M(A,B)>A,M(A,B)<B, 
und die Differenzen 
M(A,BJ—A,B— M(A,B) 
find daher beide poſitiv, oder die Differenzen 
A=M(A,B),M(A,B)—B 
beide negativ (Ungleich 1.). Ohne daher jetzt noch ein beſtimmtes 
Verhalten rückfichtlic) der gegenfeitigen Größe von A und B, ob 
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namlich A<B ift, oder das Umgekehrte Statt findet, feſtzu⸗ 
ſetzen, ift überhaupt M(A,B) eine Mittelgiöße zwifchen A un 
B, wenn die Differenzen i 


A—M(A,B), M(A,B)—B 

gleiche Vorzeichen haben, oder das Product 

| {A—M(A,B)}{M(A,B)—B} 
pofitio if. Unter diefen Vorausfeßungen laffen fih nun die fol 
genden Site beweiſen. 
22. Wenn . 

h=M(a,a,a’,@a”, ...) 
ift, fo ift für jedes r immer 
rıh=M(ra, ra,ra”, ra”, ...). 


„ 


Die Fleinfte unter den Größen a, a, a’, a” ,...fey a, di 
größte y, fo find nad) (21.), da h aud) eine Mittelgröße zwiſchen 
@ und y ift, die Differengen y— h, h— « beide pofitiv, um 
die Broducte r(y — h), Ch — a), d. ir die Differenzen ry—rh, 
rh — ra, haben folglich gleiche Vorzeichen. Daher it nach (21.) 


rıh = M(ra,ry). 
Weil nun ra und, ry offenbar unter den Gliedern der Weihe 
ra, ra, ra’, ra”, 0... 

vorfommen, fo ift auch gewiß | 
| | rh =M(ra,ra,ra”, ra”, ....), 

weil ra und ry entiveder felbft das Fleinfte und größte Glied in 
obiger Reihe, oder ziwifchen dem Eleinften und größten Gliede ent 
‚ halten find, folglic) offenbar auch rh immer zwiſchen dem klein— 
ften und größten Gliede enthalten iſt. 

23. Wenn wieder 
h=M(a,a,a”,@”,...) 
ift, fo ift für jedes r auch 
htr=M(a+tr,a+r,a”+r,a”tr,...), 

wo die obern und untern Zeichen auf beiden Seiten des Gleich— 
heitgzeichens fi) auf einander beziehen. 


Unter den Größen a, a’, a’, az... fey a die fleinfte, ydie 
größte, fo find die Differenzen 
a—a,a—a,—a,a’—a, 2.5 
y-a,y-a,y—a’,y—a",.. 


ſaͤmmtlich poſitiv (Ungleich 1.). Alfo find auch die Differenzen 
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atr-(etr),ytr- (ar); 
atr—(etr),,ytr—(adtr); 
atr—(etr),yt&r—(a’tr); 
a’tr—(etr),yt&r— (a’tr);, 
u. ſ. f. uff 
ſaͤmmtlich poſitiv, und unter den Groͤßen 
arr, a tr, a trıa” tr, .. . 
iſt folglih @+ rn. die kleinſte, y Hr die größte (Ungleich. 1.). 
Da nun h zwifcden a, a’, a”, a”,.. . enthalten iſt, fo iſt nad) (21.) 
, j h >a,h<y, 
oder die Differenzen 
h=-a,y—h 
find beide pofitio (Ungleich. 1.). Alfo find offenbar auch die 
Differenzen | 
b+tr—(str,y+tr—(h+r) 
beide poſitiv, oder es ift 
h+rr>err, h+r<y*+r, 
Folglich ift h+r größer als die kleinſte, Fleiner als die größte 
unter den Größen 
atr, atr, a’kr,a”rr,.. 
d. i. nach (21.) 
h+r=M(a+r, a+r, a” tr,a”+r, ...); 
tie beiviefen werden follte. 


24. Wenn die Größen h, a, a, a,a rer. ſaͤmmtlich 
pofitiv find, und 


.. 2 


h= — a’, a”, TER, 
ift, fo ift für jedes r 
hr = M(ar, NE a RE 
Seyen wieder a und Y_die Fleinfte und größte unter den Größen 
a,a,a, a, ..., fo find die Differenzen | Ä 
y—-hıh, h—-a 
beide pofitivo, oder ee it y>h, h>ae. Iſt nun r pofitiv, 
fo iſt >ht, h> or Ungleich, 8.), d. i. die Differenzen 
yr — hr, ht — or 
find beide pofitiv. If dagegen r negativ, fo iſt yx Ohr, har 
(Ungleich. 8.), oder die Differenzen 
yr — hr, hr — ar 
find beide negativ. Dieſe Difotenen haben Ian immer gleiche 
Vorzeichen, und nad) (21.) ift alfo 
hr = M(ar, "). 
Da nun a®, y* offenbar beide in der Reihe ar, ar, a’, at... 
vorfommen,, A ift angenfcheinlih auf ähnliche At, wie 
ſchon in (22.) geſchloſſen wurde, 
Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. J. Sf 


' \ 
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hh=M(a,ar, at, a’, ....). 
Sat man nämlidy überhaupt beiviefen, daß eine Größe u ein 
Mittelgröße zwifchen irgend zwei in der Reihe a,b, c,d,.. 
en Gliedern g, k. it; fo kann man immer fchließen, 
daß u—=Ml(a,b,c,d, ..,.) iſt, weil offenbar g, K ent 
der — die kleinſte und größte unter den Größen a, b, c, d, ... 
oder zwischen der kleinsten und größten enthalten find. 
gur=+r it, B. | 
yYh=M(Ya,Ya, Ya’, Ya”, ....)» 


ee a’, a” „Ag 0...) 
ift, nd h, a,a,a,a r .. ſaͤmmtlich poſitiv find, 
5. Wenn a, a,a’, az... beliebige Größen bezeichnen, 
r aber pofitiv und | 
h=M(a,a,a”,a” ae 
ift, fo ift immer | 
BMW, Ti. et, us) 
Sind wieder, @ und y die — und größte unter den Groͤße 
a,a,a,a,.ofoity>h h>a, weil h „nad) der Ver: 
ausfeßung eine Mittelgröße zwifchen a, A, a, a zer. iſt. Di 
Differenzen 


wenn 


— h, h — — 
u folglich beide pofitiv. Weil ferner !>ı, k>r x 
r <a, rk < reift, jenachdem r > oder <Lift (Ungleich. 9); 
fo haben die Differenzen 


ır — rı, rk — re 


ſtets gleiche Vorzeichen, und es iſt alſo nach 21.) 


rıı = M(re,r’), 


folglihy nad) der vorher ſchon mehrmals angewandten Schluß 
weife aud) 
z=M(r,wm, mt, 2”, 0..+)5 


wie bewieſen werden follte. 
26. Die Balis eines logarithmifchen Syſtems, fir welde 


die Logarithmen durch log bezeichnet werden, fy = b, und h, 


B) a,a, a“, ... ſeyen ſaͤmmtlich poſitiv; ſo iſt, wenn 
-h=M(a,a,a’,a”, ...) 
ift, immer auch 
logh =M (loga, loga’, loga”, loga”, ..*.). 
Behalten a, y ihre frühere Bedeutung als die Fleinfte und grüßt: | 
unter den Größen a, a, a, a”,...;5 fo find, weil diefe A | 
nad) der Vorausfeßung ſaͤmmtlich pofitiv find, die Brüche Zr; | 
offenbar beide größer als die Einheit, und die Differenzen | 
logy — logh, logh — loga 
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find demnach beide poſitiv, d. i. 
logh = M(loge, logy), 
alſo nach der ſchon mehrmals angewandten Schlußart immer auch 
:logh M(loga, loga’, loga”, log a““, a y 

wie beiviefen werben ſollte. 

27. Seyen a, a, da”, a“, ... beliebige, dagegen b, b, b", 
b" zer fämmtlidy Größen mit. —— Vorzeichen, deren An- 
zahl in beiden Reihen = n feyn mag; jo ift immer 

ata+ra a” a” 

eng ee me). 
Sey a die kleinſte, y die größte unter den — 


” 2 


a a’ a a 
DwpRpe 
fo find die Differenzen 


“Zr rm —A 
a 1] Zu ‚ j i 
Be 7. Gy; pr — *82 ...» 
ſaͤmmtlich poſitiv. Da nun nad) der Vorausſetzung b, b', b”, 
„... alle gleiche Vorzeichen haben, fo haben aud) die Producte 


3-2 ,G-D Ken 
GI 


d. i. die Differenzen 
yb—-a, yb—a,yb’—a”, yb"’—a”, co... 35 
a— ch, a—ab', a’ —cb”, a’ — ab”, .... 
ſaͤmmtlich gleiche Vorzeichen; folglich offenbar aud) die Summen 
y(b+ b’+b"+b"+...) — (a+a’+a”+a”...) 
und | 
at-a+a’ra”’h...— o(b+b+b"+b”"+...); 
alfo aud) die Quotienten 
R atarta”ta”+. a —— 
de b+b’ +1" +17. b+b +b"+b”r.. 
ſo daß nach (21.) 
a+rata” ka” = 
pre ar "or M(e,y)» 
und folglich nad) der mehrfach) — Schlußart auch 
a+a — — ia a’ a” 
b+b Fb’ +5” +... =(5 5 p’» re) 





iſt. 
Sſ2 
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Set man db=b=b"—=h"— ...—1, fo wird 
ata+a”+ra”+.... 
" n 
worin die befannte Negel für das fogenannte arithmetifche Mitt! 
zwiſchen mehrern gegebenen Größen enthalten: it. | - 


= M(a,a,a”’,a”, ...); 


”r 


Sind die Brüche 2 , 5 7 m ... ſaͤmmtlich einande 
gleich, fo fällt das Mittel zwiſchen ihnen mit ihnen ſelbſt zufan- 
fammen, woraus ſich nach dem Vorhergehenden dag aud u 
ſich merfiwürdige arithmetifche Theorem ergiebt, daß, die Gleich 
heit der obigen Brüche vorausgefegt, immer | 

aa +ä"+a” + — a a’ a” a.” | 


nd — EEE — — — — 


32273 2 a eh et 


ift. | 
W. Sind E,.0,E", @"r,... Größen von einerlei Dorzi 
chen, fo haben, wenn, wie vorher, b, b, b’; b",... Gröia | 
“von einerlei Vorzeichen find, aud) die Producte 
bo. ba, Dies Eau. 
ſaͤmmtlich gleiche Vorzeichen, und eg ift folglich nach (27.) 


ap 4 a’p' 4 ao” + ao” + = ._ a’o' a’ ao” ) 
be+be +b’e’+hb”"e" +... a a ai 
d. i. 


a0 + a’o’ + ae” a” + es = M(2 a a” a” ) 
D e+be +b’"+b" "+... — 2 b’’ 5 »”> ... 5 
Suehb=b=eb el"... =1 if 

ap + a’ ta’ + ae” + es I PH F 

AT Tre EEE EEE 
oder 
ap + ae’ + a”o” + ae” + uns 
= (e+te te’te”+...).M(a,a’,a”,a”, ....), 
fo daß alfo, wenn a, a, a’, a,... beliebige, dagegen E, e, 
©, O5... Größen von einerlei Vorzeichen find, dag Aggregat 
* \ äp 4 a’g’ + a”e” + ao” + — 
immer erhalten wird, wenn man die Summe 
e + e' + e" + eo 4 

in eine gewiſſe Mittelgroͤße zwiſchen a, a’, a’, a”,... multipls 
eirt, ein Saß, welcher für viele analytifche Unterfuchungen vor 
großer Wichtigkeit if, und auch ſogleich nachher bei dem Beweiſe 
eines wichtigen Theorems angewandt erden wird. 

29. Sey y — f (x) eine beliebige zwiſchen den Gran 
— und x = b ſtetige (2.) Function von x Auch ſeh 
22 = f(x) eine zwiſchen denſelben Graͤnzen ſtetige Function 


von x. Man ſetze 
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b — a=n, b=aHtknmn, 
wo n eine beliebige poſitive ganze Zahl bezeichnet; | 
Ferner ift nad) einer aus dem Dbigen befannten Bezeich- 
nung: | 
f(atce) — f(a) = Af(a) 
E(a 4 20) — f(atae) = MHlare) 
f(a+3e) — ᷑G 20) = Af(a+2e) 
I(a+nae) — f(a+ (n—1)a) = Af(a+(n—1)e).. 
Alfo, wenn man addirt und at na = b feßt: 
£(b)— (a) = Af(a)+ Slate) + A (a+20) +... + Ala-+tn-1) 0) . 
Bezeichnet nun M eine gewiffe Mittelgröße zwifchen 
Af (a), Alare), Af(a 4 20), ... Mapm—Da); 
fo it man nach (W.), wenn die dortigen E, €, 0, “, ... 
—1 gefeßt werden, berechtigt, zu ſetzen: ine 
Af(a) + Af(ato) + A (a+20) +.+ Alan —1)e) = nM, 
d. J % 
f(b) — f(a)= aM, 
und, weil b—a=ne if: 
f(b)— ffa)J_M 
| . b-a 27 
Weil M eine Mittelgröße zwiſchen 
| Sf(a),;, Sf(a+a), Ala+2a), ... Mlat(n—1)e) 
ift, fo ift nad) (22.) = eine Mittelgröße zwiſchen 
Alla) AMla+ra) Sf(a+ 2a) Af{a+(n—1)e) 
7 se an Ze Tl Fe 
Die Größe ao iſt ganz willkuͤhrlich, und man kann fid) aljo vor- 
ſtellen, daß dieſelbe ſich der Null immer mehr naͤhere. Die Graͤnze, 
welcher ſich 
Als) _Ilx+e) — Ex) 

A a @ | 
immer mehr und mehr nähert, wenn « ſich der Null nähert, ift 
nach) (3.) die derivirte Sunchion f (x), oder, was daffelbe ift (14.), 
der Differentialquotient 2. Daher find die Gränzen, welchen fich 
Aa) Aklate) lat?) Aflatn— Ne) 

Bag — et u ee ze 
nähern, wenn a ſich der Null nähert, offenbar die Werthe des 
Differentialquotienten en) , welche man erhält, wenn man in 
demfelben nach und nad) 

a,aFa, ar2oe, ara, ... a (n—1)a 
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für x feßt., oder, * daſſelbe iſt, die folgenden Werth da 
derivirten Function f(x): | 
f (a), f(at+o), f(a+2e), ... f(a+r(n—1)e). 
Laͤßt man alfo a ſich der Null nähern, fo nähert die Reihe 
za. urn, ur Af(a--(n—1)e) 
@ @ — 
ſich immer Bi und mehr der Neihe der Werthe des Differen 
tialquotienten nn oder der derivirten Functionen f(x), milk 


man erhält, wenn man fih x von x — a bis x=a-+t mes) 
ſtetig verändern läßt, und man ſieht leicht, daß man beide Reihe 
einander beliebig nahe bringen fann, wenn man nur nie aus da 
Augen, eriert/ daß nach der Vorausfegung fowohl f(x), i 
auch a , jivifchen den Graͤnzen x=a und x=b cafe 
tige Function if. 


Hieraus ergiebt fi) nun mittelft des Dbigen mit li 
Deutlichfeit dag wichtige Theorem, daß 


i(b) — f(a) 
b—a 


jederzeit eine Mittelgröße zwifchen allen Werthen des Difftrentiuk) 
quotienten —— von x=abie x=b, d. i. größer als da 


fleinfte, kleiner als der größte unter allen diefen Werthen ven a 
Mede ſtehenden Differentialquotienten if. 

Da “a —=f (x) zwifchen den Gränzen x= a, za 
ftetig ift, fo ‚kann man ſich die Werthe diefer Function jwilde 
den angegebenen Gränzen durdy eine Eurve dargeftellt dank. 
Weil nun, wie vorher bewieſen worden ift, die Function 

f(b) — f(a) 
b—a 
eine Mittelgröße zwiſchen den Werthen von f 553 von x=i 
bis x—= b ift, fo iſt flar, daß einer diefer Werthe von f(r) 
der obigen Größe gleich feyn muß. Geben wir den zwiſch 
x=aund x— b liegenden Werth- von x, — der in AN 
Werth von (X) entfpriht, =atilb—a); fi! 
a ati(b—a)=M(a,b). 
Solglich nach (23.), wenn man fubtrahirt, aud) 
i(b-a)=M(0,b—a), 
und, wenn man durch) b — a dividirt, nad) (22.) 
i=M(0,1), 
d. i. i ein pofitiver ächter Bruch), Demnach iſt alfo 
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5(bY— f(a) _ 5, 
br En) — F(a+ilb—a)), 


£(b) — fla)=(b-a)fl(arib—a)); 

und i immer.ein. pofitiver dchter Bruch. | 

30. Man kann aber dieſen Satz noch zu groͤßerer Allgemein⸗ 
heit erheben. Seyen naͤmlich jetzt f(x) und F(x) zwei beliebige 
zwiſchen den Graͤnzen x — a und x—b ſtetige Functionen von 
x, und der Differentalquotient ee ändere zwiſchen diefen Gräns 
zen fein Zeichen nicht. Iſt nun wieder 

b—azmna, b=a+tns; 

fo erhalten wir ganz wie vorher: | 
f(b)—f(a) = Af(a) + Af(ate) + AR(a+ 2a) 4.. If(a-+n - 1) @) > 
F(b)— F(a)=4F (a) + 4F (ate) + AF(a+20) +... + IF (atta—D 0) ; 
folglich 








Af(a) , Afata) |, Af (a260) Af (a+(n—1) e) 
f(b) — f(a) _ a * + @ n 2 


—— = , 
F(b)—F(a) AF(a) „FFate) ——— J ——————— 
— u & — — Fu 2 ... — * 


Laͤßt man nun a ſich der Null beliebig nähern, fo nähern nad) 
(29,) die Reihen 
Aa) Afla+ao) Hfla+?2e) Af(a-+-(n—1)e) 
er re ’ 


& . o 
und | 
AF(a) AF(a+a) AF (a -+ 2e) AF(a-+(n—1)e) 
a ° a . Zt 2 


ſich reſpective immer mehr und mehr ben Reihen der Werthe der 
Differentialquotienten oo. 

of(x) OF (x) 

Te 


zwiſchen den. Grängen xa, x—b, und fönnen bdenfelben 
beliebig nahe gebracht werden, Da nun nad) der Vorausfegung 
der letztere Differentialquotient zwiſchen Diefen Gränzen fein 


Zeichen nicht ändert, und a belicbig fleingenommen werden fanız ‚ 


fo ergiebt fi) aus (27.) unmittelbar, daß 
f(b)—f(a) 
F(b)—F(a) | 
eine Mittelgröße zwifchen allen Merthen des Bruchs 


f(x) 

— 560 
oF(x)  F(x) 
ox 


von x= a big ib it, d. i. groͤßer als der kleinſte, kleiner 
als der groͤßte dieſer Werthe. 
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Nehmen wir yun an. daß 
f(x) 
r (x) 
zwiſchen den Gränzen x=a, x—b ſtetig, und x eine Mittel: 
größe zwiſchen a und b ift, fo erhellet mittelft des Vorhergehen— 
den leicht (am leichteften, wenn man fich 2 zwiſchen den 
Graͤnzen x=a und x=b durch eine Eurve dargeftelle denkt), 
daß immer 





f(b)—fla) _F(e) 
.F(b)—F(a) Fe») 


gefege werden fan. Setzen wir & Sa 4i (b — a), fo il 
nach der Vorausſetzung 
. a+i(b—a)=M(a, b); 
folglich nah (23.), wenn man a fubtrahirt: 
| | i(b-a)J=M(0,b-—a), 
und, wenn man durch b — a dividirt, nad) (22,) 
i=M(0,1), 
fo daß alfo i immer ein pofitiver Achter Bruch if, Man kann 
alfo unter den obigen VBorausfegungen immer 
| f(b) — f(a) _f(aficb—a)) 
F(b)—Fla) Fl(a+ich—a))- 
fegen, fo daß i ein pofitiver Achter Bruch iſt. 
31. Nehmen. wir nun an, daß die Functionen 
f(x), FR), Ela), ER), rl) 
F(x), F (2), F’(x), F” (x), .... Filz) 


zwiſchen den Graͤnzen x=a,x=b ſtetig find, und daß. feine 
der Functionen 

F(x), F(x), FR), Fl), .... Feu) (x) 
zwiſchen dieſen Graͤnzen ihr Zeichen aͤndert; fo iſt nach (30.), 
wenn i, id, I, az ar. ja gewiſſe pofitive aͤchte Bruͤche 
bezeichnen: | 





f(b)— fl(a) _ f(atilb-a)) 
F(b)—F(a) " F(a+ib—a)) 
‚T(aticb—a))—f(a) .f’(a+tifcb—a)) 
F(aficb—))—Fl(a) — F’F(a+pil’cb—a)), 
P(a+ifcb—a))— f”(a) _f”(a+iii’(b—a)) 
mas N) —F’(a) = — 
— ul 2 tu (a) _0 (ati. Men) 
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Zu bemerken ift hierbei noch, daß für jedes poſitive i, wel— 
ches kleiner als die Einheit iſt, a Pi (b — a) zwiſchen a und b 
liegt. Da naͤmlich i pofitiv und <1 iſt; fo iſt 

i=M(0, 1); 
folglich), wenn man mit b — a multipliciet, nach (22.) 
= i(b-a)=M(0,b-—a), Ä 
und, wenn man a addirt, nach (23.) 
a--i(b-a)=M(a,b), 
wie behauptet wurde. Diefe Bemerkung fihien und nöthig zu 
feyn, wenn man deutlich überfehen will, daß nad) der. Vorauss, 
fegung alle obigen Functionen zwiſchen den Werthen der verän® 
derlichen Größe, auf welche fich ihre Werthe beziehen, fletig find, 
wie erfordert wird, wenn der in (30.) beiviefene Satz auwend⸗ 
bar feyn fol. Daß i, ii, ii, ii, cs. fämmtlich pofitio 
und <A find, verftehe fih von ſelbſt. J 
Sind nun = 
(a), Fl(a), f’(a), £”’(a), 0... fun); 
F(a), F’(a),,F”(a), F” (a), .... Fa-n(a) 
ſaͤmmtlich = 0, und bezeichnet jetzt i wieder überhaupt einen 
gewiſſen pofitiven Achten Bruch, fo ergiebt fic) aus dem Vor 
bergehenden auf der Stelle, daß 
f(b) _fw(akichb—a)) 
F(b)  Fm(a+icb—a)) 
ift, wobei, wie ſich von felbft verfieht, immer die obigen Vor- 
ausfegungen gültig bleiben, Da, wie wir vorher gefehen haben, 
at+i(b—a) eine Mittelgeöße zwifchen a und b und 38 
nach der Vorausſetzung zwiſchen den Graͤnzen x a ‚x=b 
ftetig ift, fo ift offenbar | | 
f{in(aticb—a)) 
Fo)(aticb—a))’ 


eine Mittelgröße zwiſchen allen Werthen der Function | 





f(b) 
F(b) 
Fang, von x=abie x=b, d. i. Fleiner als der größte, 
größer als der Eleinfte Werth diefer Function ziwifchen den ange- 
gebenen Gränzen, immer unter den obigen Voransfegungen, 
Segen wir nun F(x)= (x — a)", fo ift 
F(x)=(x—a)" | 
F(x) = n(x—a)n-ı 
Fa) = n(n—1)(x— a) 
FE” (x) = n(n—1)(n—2)(x—a)n-: 
Fin-1) (x) essen er x.) 
Fe)(x) =n(n—1)(n—2) ..., 3.2.1, 
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und die Function F(Xx) genügt alſo offenbar allen obigen Be- 
dingungen, Genuͤgt nun auc f(x) den in Bezug auf diefe 
Function oben zum Grunde gelegten Bedingungen, fo ift nad 
dem Vorhergehenden Ä 
f(b) _fm(a+Filb—a)) 
(b-a)» " "1.2.3.4...n 
da Fc (x) conftant ift, alfo natürlich auch 
Fin)(a-Fi(b—a)) = 1.2.3.4,..n 
gefeßt werden muß. Folglich ift immer unter den obigen Vor— 
sausfegungen in Bezug auf die Function f(x): 


\ 
f(b)= oa Hi) n ’ 


oder auch, wenn wir jet x für b feßen: ° 


f(x) = m (ati). ER _ ’ 





wobei angenommen wird, daf Ä 
(x), Ex), 8’), PR), .... fe) 

ztoifchen den Grängen x — a, x=x ſaͤmmtlich ftefig, und 
| f(a), P(a), £’(a), £” (a), «... fin-2 (a) 

ſaͤmmtlich — 0 find, 

32, Betrachten wir jegt | 
| h h? _, hn-1 | 
f(x+h)— f(x) - fo — u re Beer CHR f(n—1)(s) 


als eine Function von h, und feßen diefelbe = g@(h), fo erhält 
man durch fucceffive Differentiation in Bezug auf h leicht nad) | 
und nad): 

hn-1 


h h? 
p(h)=f(x+h)-f(x)- Zi) ee nen 
p(h) =f (x +h)-F)-Ir@-. .— ee (x) 


g’W=r(+h)-P@)- 1”). no 


n= 
 1.2.3..(n—3) 


gw(h)=fm(x+h). 

Sind nün, immer in Bezug auf h als veränderliche Größe, 

f(x+h), f(x+h), f’(xph), .... fm(x+h) 

zwifchen den Graͤnzen h=0, h=h ſtetig, fo find offenbar aud) 
ph), ph), P’(h), .... geh) 


zwifchen denfelben Gränzen ftetig. Ferner ift auch flar, daß diefe 
letztern Functionen bis gutP(h) für 10 ſaͤmmtlich verfchiein- 
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den. Setzen wir nun in der in (31.) bewieſenen Gleichung jetzt 
a=0,x=h, x—a=h; fo erhaͤlt man: 
Aber nach dem Vorhergehenden 


= ya)(h)= f(x + h) N 
alfo auch | 
und folglich 


— hu 
| p(h) * a) 





- gm (ih) = fm (x-+ih) — 


d. io . h 
eh er 
h bh’ .; hn-t 
ae 
. 4 h u 'h2, ‘ 5 n3 * 5 
— ——— 


 hn=-1 +». hn . 
| az an DeTaız rer, 
wobei angenommen wird; daß — | 

f(x+h), f(x+h), f’(x+h), .... Ic) (x 4 h)y 
zwiſchen den Graͤnzen h=0 und h=h ſtetig find, 
Dai ein pofitiver aͤchter Bruch iſt fo üt, wie wir fchon 
in (31.) gefehen haben, x ih eine Mittelgröße zwifchen x 
und x-+h. Alfo ift, weil f®(x + h) zwifchen den Gränzen 
h=0, h=h fteig. it, f® (x + ih) offenbar cine Mittels 
größe zwifchen. den Werthen des Differentialquotienten oder der 
derivirten Function (x) ziwifchen den Gränzen x=x und 
x=x-+h. Bezeichnen wir alfo den kleinſten unter allen die— 
fen Werthen durch K, den größten durch G, fo ift 
in)(x+ih)>K, fm(ix+ih)<G, 

oder überhaupt - | 

| fa)(x+ih)=M(K,G). 
Alfo iſt auch nad) (22.) 


hu — ha h» 
— VE 2 Seen. — 
und folglich nach (23.), wenn wir 


2 


u ie, h? „, ha-i ER 
I (x) + 7* (x) + — Matrizen (x) =. N 


feßen: = 
N 4 255, ®Rlarih) 


| hu» he 
= MIN+ —, N44,5 6} e 
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fo daß alſo immer f(x 6) eine Mittelgroͤße zwiſchen 
h h? ohne hak 
wart an tan 
und — u 
TORE IE ge ZOE Haan Eee 2.3.n 


ift, oder die, beiden legten Größen jederzeit zwei Graͤnzen von 
f(x-+h) find, zwiſchen denen f(x + h) liegt. Setzt man 
x=0 und föhreibt x für.h, fo ergiebt fi) hieraus, daß f(x) 
immer zwiſchen den Gränzen” 








(0) +-70+ 0) + ..7r — 
und | 
£(0) + Orr fü 2(0) + —— 


enthalten iſt, wo nun K und & refpsctive den kleinſten und größ- 
ten Werth von f(x) zwiſchen den Gränzen ze L xy 
bezeichnen , und angenommen wird, daß 
f(x), Ex), f*(x), £”(2), ... cu (x) 

zwifchen diefen Gränzen ſtetig find, 

Menn 

f(x+h), f(x+h), (th), f”(x+h), ...; 

wie weit man auch diefe Reihe fortfeßen mag, zwiſchen den 
Gränzen h=0, h=h, over, was daffelbe iſt, 

f(x), E(x), f(x), lm), +,» 

zwiſchen den Graͤnzen x=x x=x er fietig find, und 

wenn n waͤchſt, die Größe j j 
| hn 

1.2.3. 

fih) immer mehr und mehr re Null nähert, und derfelben belic- 
big nahe gebracht werden fann, wenn man nur m groß genug 
nimmt; fo ift man nad) dem Dbigen berechtigt zu fegen: 


HS + 


oder, was daſſelbe iſt, 
f(x 2 2 3 

ar a N LE Pen, 
indem man fid) biefe Reihen inꝰs — fortgeſetzt denkt, und 
zugleich verſichert iſt, daß dieſelben unter der obigen Vorausſetzung 
convergiren, fo daß alfo f(x + h) ihre wahre Summe iſt. Letz⸗ 

tere Reihe ift die nah) Brook Taylor benannte Taylor’fche 
an , welche eins der wichtigſten analytiſchen Theoreme in⸗ 
volvirt. 





(14 ih) 
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Da ferner nach dem Obigen, wenn man x = 0 ſetzt, und 


dann zugleich x für h. fchreibt, | 
(9) = 80) + >? 0) + —— * 





— 
1.2.3° + 0 

1: n 

—— — — + 19.3.) 
it, fo Fann man, wenn | | 
| f(x), f@), E’ia), f(x), 01.95, - 

vie weit man auch diefe Neihe fortfeßen mag, zivifchen den Grän- 
zen X0O, X 2 ſtetig find, und für wachſende n die Größe 

za 

aan 
fih) immer mehr und mehr der Null nähert, und derſelben belie— 
big nahe gebracht werden fann, wenn man nur n groß genug 
ummt, 
x3 


IDEE TE a SE ee DE Pe ZZ yE wenn 


feßen, indem man zugleich verfichert ift, daß diefe Reihe, welche 
man nach ihrem Erfinder die Maclaurinſche Reihe nennt, 
unter der obigen Vorausſetzung convergirt, alfo f(x) ihre wahre 
Summe ift. | 

33. Wir wollen nun von den bisherigen Saͤtzen ſogleich 
einige Anwendungen machen... Zuerſt fey f(x)=e*, fo if 
nach (16,) — 


Onf(x) ⸗ex qxn, —* In) (x) = e*. 


Folglich ift allgemein f® (0) =1, und demnach e* immer zwi⸗ 
hen den Graͤnzen 
x? xn— xnK 


x x’ .* — 
ZT +73 +33 + 1.4 ti an — 
and 





x x? x? x* xn-1 ınG 
Er T * 1.2 + 1.2.3 er aa 1...m—1) * 1:0 
nthalten, wie groß man auch n annehmen mag (32.). K und 
* find refpective der Fleinfte und größte Werth von f(x) — ex 
wifchen den Graͤnzen x=0 ud x—=x Weil nun e pofitiv 
md — 1 ift (7.), fo ift für jedes pofitive x zwiſchen den anges 
ebenen Gränzen e—1 offenbar der fleinfte, e* der größte Werth 
on f(x). Für jedes negative x findet dagegen das Umgekehrte 
Statt. Kolglich find ohne Beziehung e® — 1 und e* - immer 
er fleinfte und größte Werth von f(x) zwifchen den Gränzen 
:=0, x=x, und e* ift folglih nad) dem Obigen immer 
wiſchen den Graͤnzen 
yn—l xn 


x x? x’ xXx«a 
147* 1.27 1.2.3 * 0 Tr 1,..n 
— 
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und 2 3 J 3 xn—1 nex 
x x x x — x 
Ii+7tji:t723*+ 1. at — rin 


enthalten, twie groß man auch n annehmen mag, Der Unte: 
ſchied zwifchen diefen beiden Gränzen ift 


ın (ex — 1) 
1.2.3.4...n " 
Seßen wir nun 
tn = ee) 
1.2.3....n 
xn+ (ex -1 x 
Br are a er 
xn-2ex - 1 x? 
= 3. arg armer 
tn+3 = ee In re un 
1:2.3...(n+3) (n+1)(n+2)(n+3) 
u.%f. u. ſ. f 


ſo erhellet, weil man, wie groß auch der abſolute Werth von 
ſeyn mag, n doc) immer größer als denſelben annehmen fau 
auf der Stelle, daß der abfolute Werth von tan, wenn me! 
nur n + m groß genug annimmt, beliebig Flein gemacht werd! 
faun, und daß folglich die beiden obigen Gränzen von e*, wert 
man nur n groß genug annimmt, eimander beliebig nahe gebrad! 
werden fönnen. Daher wird, was auch x feyn mag, der Wer ) 
von ex durch die Reihe 
x x? x3 x* xn—1 xn 
1+7 * 1.2 11.2.3 * Ar, on * 1... 
deito genauer ausgedrückt, je größer n ift, und man fann dei 
Werthe von e* beliebig nahe fommen, wenn man nur n gre 
genug annimmt. Folglich ift für jedes x: 
us x x? x3 P x? I) x5 
Ki tr triatrıastiasatrn.ste 
und die Reihe auf der rechten Seite des Gleichheitgzeichens car: 
vergirt immer, 
Sir x—=1 if | 
1 1 1 1 1 
irrt ggstizger 1...8 an 
wie auch fehon in (7.) gefunden worden iſt. 
Nah (9.) ift für jedes N 
alogN — elN N 
wenn logN fid) auf die Baſis a, IN fich auf die Baſis e bezich 
Fuͤr N=a iſt log N-loga — 1. Folglich iſt immer 


a ela, ax = el; 
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alfo nach dem Vorhergehenden für jedes a und jedes x: 
— xla , xꝰ (la)? , x? (la): x?(la)* 
- =. +7 +77 + 1.2.3 71.2.3470 


34. Sey ferner f(x) = sinx, fo ift nad) (16.) 
Orf(x) = sin(X + Inn) õxnu, far(z) = sin(xF+inn). 
Folglich | | 
* he — 


1.2.3..n 
Der abfolute Werth von sin 


xn Bee 4 
1.2.3...n (x + Sun) « 


(ix + 3nrr) kann nie die Einheit 


überfteigen. Setzt man aber 


yu yn 

1.2.3..n. 1.2.3..n 

xn+t1, xn x 
1.2.3...a+1) 1.2.3.0 nF1l 

xn-+? xn x2 
1 2.3...(n+2) 1.2.3..n’(n+i)(ar2) 

xn-}+3 xn x> 
1.2.3...(n+3) 1.2.3..n’m+1)n+F2)(m+3) 

vw ef th 


fo erhelfet, weil n immer größer 
genommen werden kann, daß 


a 


ls der abſolute Werth von x 


xn yn R z » 
1.2.08. lebten) , 


fich der Null nähert, wenn n wächft, und, derfelben beliebig nahe 
gebradyt werden fann, wenn man nur n groß genug nimmt. Alfo 
ift für jedes x nach) (32.) , 
sinx = f(0) + —f(0)+ 15 + 33 0 — 


Aber 

f(0) = 0 
f(0) = sinir—=1 
f’(0) = sinn, —= 0 
I’(0) = sinin = — 1 
fv (0) = sin2z = 0 
fr (0) = sinia =1 

- Mm(0) = sin3n = 0 


Iru(0) = sinn = — 1 


u. ſ. f. u. ſ. 
Folglich für jedes x: 
J x⸗ x> x? x? 
Meier, Ti, ‘ 


Sur f(x) == cosx ift nad) (16.) 
Onf(x) = cos (x-+ Inn) Oxn, fin)(x) = 005(x+ tun) » 
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Alfo 


= — fie) (ix) = cos(ix+4nn) , 


xn 
2.2.3: 1.2.3.8 


woraus man auf ganz ähnliche Art wie vorher fließt, daß fi 
jedes x 


| x x2 „„ 2.2. 
cs2= (0) + -FO+:zW 475 ten 
ift. Aber 





f(0)=1 
f (0) = cos$r = 0 
- f’(0)=conr =—1A 
f” (0) = cos? = 0 
fir (0) = cos?r = 1 
fr(0) = cos$r = 0 


fr (0) = co3r = — 1 
fru(0) cos = 0 
uff uf f 
Solglich für jedes x: | 
>; x? x6 
1 tan... 
35, $ürf(x) = Arctangx ifl, wenn wir Arctangx=9 
feßen, nad) (16.) ur | 
daf (x) = 1.2.3..(n — 1) (—1)n-1cos ga sinn (In—gp)Oar, 
fo) (2) = 1.2.3..(n —1) (— 1)r-1cospasinn (In—Y) · 


Solglicy, wenn man der Kürze wegen Arctangix = % feßt: 


xn 
1.2.3.. n 


Weil nun der abſolute Werth von cosıpr sinn (ira — VY) die 
Einheit nie überfteigen kann, fo ift Kar, daß fuͤr x — tl um 
x>—1,x<+1 die Größe 

| ee 
der Null beliebig nahe gebracht werden Fan, wenn man nur 2 
groß genug nimmt, und daß folglidy im vorliegenden Falle nad 
(32) fr x=t1lıd x > —1,x<+. 


fin) (ix) = (— 1jn—1. ” cosyasinn(in—y). 
s “ 


Ä \ x x? > 
Arctangx = f(0) + fo +7;f0+ 33 (0) +... 
if. Uber | 
f(0) =an, 


für jedes pofitive oder negative ganze a. Folglich, da man, um | 
überhaupt FLO) zu erhalten, offenbar au) ꝙ — an jet 
muß, | | | 
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cosgy*sinn(Ia—gp) = (—1)en sin (2 — ner ) 


= (— 1a} sin Zr cosnan — eos n sin nam 
= (—1jen sin Zn «(— 1)en = sin Ta i 
lſo | 
fa) (0) = 1.2.3...(n—1)(— 1)a-ı sin — : 
1d demnach) | 
f()=1 
f’(0) = — 1.sinnz = 0 
- F()= 1.2sin = — 1.2. y 
Iv(0) = — 1.2.3sin?r = 0. 
(0) 1.2.3.4 sinin = 1,2.3.4 
N (0) = — 1.2..5sindr — 0 
a0) 1.2..65in!a = — 1.2.3..6 
fr (0) = — 1.2..7sindr = 0 = 
fix (0) = 1.2.,8sin!r = 1.2.3,.8 
uf. f, u. ſ. f 
aß f(0)—=1 ift, erhellet leicht, weil bekanntlich 
OÖ Arctangx 1 
eg 


. Wir erhalten alfo mittelft des Obigen: 

Arctangx=on +» x-— 4x3 + 1x5 Ixä— ... 
 x=+1 und jedes zwifchen den Graͤnzen xs=—1 und 
—1 enthaltene x. Die Größe @ fann bier jede pofitive oder 
zative ganze Zahl ‚bezeichnen, welches darin feinen Grund hat, 
5 Arctangx in der That unendlich viele Werthe dat. Es ift 
ch verſtattet «a — O zu feßen, wie aus dem Dbigen erhellet, 
d daher alfo aud) 

Arctangx = x — In + 1x5 — IT Ixꝰ a... 
Werth von Arctangx, wenn nur immer x—=+1 oder zwi— 
den obigen Graͤnzen enthalten it. Für x = O wird 
x — 43 2 485 7 +42 — ..:=0, 
> da diefe Reihe, weil diefelbe naͤch dem Obigen convergirt, 
‚nbar eine ftetige Function von x ift, immer aber einen Werth 
t Arctangx darftellt, wenn nur x dem’ obigen Bedingungen 
uͤgt; fo iſt flar, daß durd) diefe Reihe immer der Werth von 
etangx dargeftellt wird, welcher feiner abfoluten Größe nad) 
er allen Werthen von Arctangx am Eleiniten if. 
Set man alfo, wie e8 nach dem Öbigen verftattee ift, 
=1; fo erhält man: J 
I —1-ù— —5 
convergirende Reihe für 4rr, — 
Zupplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. J. | Tt 
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36. Man kann die allgemeine Entwickelung einer Sunctier 
in eine Reihe noch auf eine andere Art wie oben in (31.) um 
(32.) vornehmen, wozu nur einige Begriffe und Säge aus de 
Integralrechnung nöthig find, die ſich aber hier leicht einſchalten 
laflen. Man verfteht nämlich unter dem Integral eines bei 
bigen Differential Nox eine Function f(x), deren Differential 
— Xöx, Giebt alfo die Function f(x), nah x als unabhir- 
gige veränderliche Größe differentürt „ das Differential Nox, ſe 
heißt flx) das integral von Xox, ein Verhalten, welde 


durch‘ 
fs) = f Xxõx 


bezeichnet wird, Iſt f(x) ein Integral von Xöx, ſo iſt, wen 
C eine beliebige conftante Größe bezeichnet, auch f(x) FL u 
Integral von Xox, weil aud) 

olfk&) + C} = Öff) = Xdx 


if. Seßt man in dem integral /Xox zuerſt x— &, Mu 


x=a, und zieht den erſten Werth des Antegralg von dem ji 
ten ab, fo fagt man, man habe dag Integral zwifchen den Grir 
jen x — & und x=a genommen, und bezeichnet dag jo P 


nommene Jutegral durch) ⸗ xXox , To daß alſo, wenn wie a. 
Jx°x —=f(x) ift, immer | 
u M. 30 = f(a) — f(e) | 


iſt. | 
Borzüglich hat man ſich für das Folgende nachftehenden Sit 
zu merfen: | Tr | 
Wenn X, Y zwei beliebige Functionen von x find, fo 
immer 
Jo * x [rox - Jox [or | 
Differentürt man nämlic) die Größe auf der rechten Exit 
nach den aus dem Dbigen befannten Regeln der Differentialnd' 
nung, fo erhält man als Differential: | 


x [Yox + 0x. [os = ofox [ses 
= XYöx + 0x. [or — 0x. No⸗ 


= KYox, 


x Jvox — Jox [ro 


fo daß alfo 
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ah den vorhergehenden. Erflärungen ein Wer 
on XYox ift, wie behauptet wurde. : v ” ——— 
Iſt a eine beliebige conſtante Groͤße ſo iſt immer 


Jr = a / xx 


ovon man fich) augenblicklich überzeugt ‚ wenn man differentürg,- 


Endlich hat man ſich wegen deg Folgenden au 
erken, daß für jede beliebige Function f(x) pen a. = 


. —— 


Sey nämlich /1 (x) ↄx 9Cx) fo iſt 
— = 9-90. 

wie AIC(Xx) dx = px) iſt, fo iſt and 

£ St#-»50- =yh—2)+C, 


le 


enn wir der Vollftändigfeit wegen noch eine Eonftante beift . 
ber d(h—x)=— x. Afo - ſtante beifügen 


hr) &x= DEA-Da=— Finn) dr=p (h-x)-+C, 


— —6—-60, 
h \ 

J. ih) = - 0) - 0 - I -gh)-C)! 
glich = ob) - 0); 
gu 
—— ——— 


@ o 


ie behauptet wurde, 
Für das Differential xrox iſt immer 


1 
n — 1 


von man ſich auf der Stelle überzeugt, wenn man die Fun 
on auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens differentiirt. 


37. Aus der vorher bewieſenen allgemeinen Formel 


je%= x fvax — [0x [xöx ' 
| %t2 
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folgt nun durch derem fucceffive Anwendung, wenn die derivirtn 
Sunctionen auf gewöhnliche Meife bezeichnet, und x und hin 
Folgenden ſtets als conftante Größen betrachtet werden: 


frorn-na star fr f (52) for 
| = —f(s+h—2) + [Eratn-nd, 


weil, wenn die folgenden derivirten Functionen alle in Bezug auf 
x-+h— z als einfache veränderliche Größe genommen merden, 


Af&+h—-D)=fk+h—)da+h— = — f(s+h— 2): 
iſt. Alſo ferner | 
4 1 @srh—a) fair 


— + for @+h—2) * 


2 

— 
2 
1 


| — 1 F 
f&k+h—-2)+ —f x+h-2)4+-—5 2?f”’(x+-h—z)& 


2 
F th) —— yE 


= for + h=2) frör 


Z pn 27° ’ 23 2 
*7 «+h-2)+,75f @+h—2)+,575f x+h—z) 


1 
+ —— 


woraus ſchon klar iſt, wie man auf dieſe Art weiter gehen muß. 
Daher iſt allgemein 


— + .5f’6@+h-:) 
+ * £” («+h-2) +. + res fa-l (x<+-h-z) 


1,2 
zu—1 _ 
+ Sg er in 


und, ivenn man num das Integral ziwifchen den Gränzen z= 0, 
‚z=h nimmt: 


h I h h? h? 
f h—- z)Ja2=—f —f’ —f” .. 
Nenner a + + 


I 











hn—1 h zn—1 
... — an © +) ae h—:)0z m 
Aber nach (36.) 


h | h 
J. Far na= Para m)a=f Tarne i 
o | 0 0 


Differentialvehnung. 661 


Folglich 
— + —— +. 





+; fun) + — — fur —— 
Differentiürt n man h — +2) nad) 2, io — man 
oõf 2) - FAA)GG A()α. 
Alſo if z)O(x+z) = f(x +7z)0z 
| f(x + 2)0a = f(x+z) + C, 


| Se 2)0z = f(x+h) +C— f(x) — * 
— f(x+h) — fo). 
Folglich nach dem Rn | 
ot rR)+ — —* Os 6) * 


— ne »(x) N mar h—z)0z. 
— iſt — (36.) 


—— F u fr 0: — — 


_ Rd 


ind folglich — 
————— HITZE Or 


hn h(h— 
.... + — nen 3 


fo, für — 
fh) = 04 2704 204 = nn 32” (0) +. 


.+ 7 fin—1) (0) + r PN RNE oz, 


der, x für h gefeßt: 
£(x) = £(0) + — 9 





+ 








xn= Ei — 
*7 — —— es fin) (2) 02 . 


Zergleiht man diefeg Reſultat mit der in (32.) gefundenen Glei⸗ 
hung, ſo erhaͤlt man 


x (x z)0- —ı 1 
J. 1...a—1) ft )(z) — 3 3 f{n) (ix) » 
vo immer i einen pofitiven ächten Bruch bezeichnet. 
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Segen wir | 
5 fin) (z)02 = F(2) , 





ſo it n-1 — 
OF (2) = er fin) (z) Oz , 
Feo)= nn (2) . 


Nach (29.) ift nun, wenn wir dag dortige a—= 0, b 2x fftt, 
und & für dag dortige i fchreiben: 


F) — F(0) = xF (@x); 

d. i. 

| F(x) — F(0) = x 

Aber nach dem Dbigen 

'F@) — F() = S. tn (2)0 . 

— 
Folglich | 
x (x— zyn—1 . __ alt— On, | 

J er ’(2)08 — 41..(0—1) ® a . 

und demnac) immer 


(x — Ox)n—1 - 
1...(n = M . 


2 2 
tD)=8(0) + 80) + 0 + eG) Fee 
| xn-1 xa (1 — H)a-1 
. 1...(n—1) 1...(an—1) 
wo jederzeit © ein pofitiver ächter Bruch if. Unter dieſer Som 


iſt die Reihe oft befonders bequem, wie wir jeßt an einigen Ts 
fpielen zeigen wollen. 


38. Für f(x)=(1+x)e ift nach (16.) 
fin) (x) = ale —1).... (e—n+1)(i+x)en, 
fin) (0) = a (a—1) ... (a—n+1). 

Auch ift, wenn wir 


——— 








—* 094 fin) (Gx), 


za (1 — Ojn-1 





= ,...0n-1)% (9) 
ſetzen: 9— | 
h= DEREN + Ox)a—n , 
tu*i = ae N len ae (1 — Ojn (1 + Ox)ye—n-1 
x(1— ®) a 
— — ( 25 


Folglich 
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— 


———— 


tn itn ar) (i -:H) 
MOBEEN 1 1a a 1 Ge Du 
— 4 a a a \ 2 
un ESEL 
u. ſ. f. — uff 
Da die Tactoren - 





1 








a & & 
| see Ta 
ſich immer mehr und mehr der Einheit nähern, fo ift far, daß - 
fi) das Product | ! 


(1-2) (1-45) (5) (1) 


immer mehr und mehr einer beſtimmten Graͤnze nähert, je größer 
man m nimmt. Iſt nun x>—1, x < +1, fo if, weil © 
pofitio und <L ift, aud) wenn 60 wäre, dem abfoluten 
Werthe nad) 


o 
=, 1— 


x(t— 6) u 

ira <t Ä 
und es Tann folglich turn, alfo auch tn, wenn man mut n groß 
genug annimmt, der Null beliebig nahe gebracht werden, 0 daß 


alfo | 
a(la—1 ala —1) (a — 
en ir De 
ift, für jedes zwifchen den Graͤnzen — 1 und +1 enthaltene x. 
Fuͤr befondere Merthe des Erponenten_ a fann diefe Gleichung 
noch für andere Werthe von x richtig ſeyn, worüber der Artikel 
Binomifcher Lehrfag i. d. 3. nachzufehen ift. Man darf aus 
dem Obigen, wozu man leicht verleitet werden Fönnte, nicht ſchließen, 
daß dorſiehende Gleihung für jedes « gilt, wenn x= +1 il, 
weil vielleicht auch © — 0 feyn könnte. Daun wäre aber 


für x 1, alfo fein Achter Bruch, wie es doc) bei den obigen 
Schluͤſſen erforderlich if. In dem ‚angeführten Artikel findet man 
nähere Beſtimmungen über diefen Gegenſtand. 


Die Reihe | Ä 
d+ax)"—=1+ —ax + N an: + 0. 
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iſt richtig für x > —1, ax < +1, i für jedes x, dafln 
abfoluter Werth <: iſt. 

39. Für f(x)=1(1+x) iſt nach (16.) 
1.2.3...n—1) 


(1+x)n 2 
fin0) = (—1)2—1,1.2.3...(n—1). 


Auch iſt, wenn wir wieder 
xn (1 — O)n-1 


fu) = (1-1 














Re en 
feßen: 
alt — On 
ta = (— Ja.” — — 2 | 
u „+1 O)a _ x(1— 0) 
ee ee ee, 
Alſo 
tn = tn 
1—0 
tn +1 = — tin I . ae 
1— 9): 
Int = ee ©x 
x(1—O)}3 
np = — inf 1+ % 
1— o)\* 
In = rer 
u, P f. u. ſ. f· 


woraus man wieder auf gan ähnliche Art wie vorher ſchlich 
daß für jedes zwiſchen den Graͤnzen —1 und +1 enthalten: 
det für jedes x, welhes >—1, < +1 ift, immer 


1149 * x — 3x2 + 4xd — ir E15... 

Man kann noch bemerken, daß diefe Reihe aud) noch f 
x—=1 gilt, wie leicht auf folgende Art mittelft des in (2. 
bewieſenen Satzes gezeigt werden kann. Es iſt naͤmlich 

= xn : 1 x )n 

Ir. a ufeen 

Iſt nun x—=1, fo it far, daß immer, auch felbft, wenn 
welches im Allgemeinen pofitio und <A iſt, —O feyn folk 
dieſe Größe der Null beliebig nahe gebracht werden fann, wen 

man nurnm groß genug macht, weshalb alfo die obige Reihe mul 
(32,) auch für x —=1 gilt, und folglid 
u RB=1-343 —-4+4-4+. 
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Bezieht fi) log(1-+ x) auf die Baſis a, ſo iſt nach (9.) 


log(1+-x) = MI(14) 
wo 


M = . = log e 
if Alfo ir für jedes x zwifchen den Gränzen — 1 und +1, und 
ir x=1: 


log(1+x) = M(x— 4x2 + 1x? — 1x4 +48° — ...). 


40, Zweckmaͤßig wird an diefem Drte no) folgende eigent- 


lich zur Integralrechnung gehörende Betrachtung eingefchaltet. 
Wenn nämlic) Ä | 


PEN LI HP + :-. pn), 
alfo auch | 


PRIX = pP, R)ÖöxX + 9X) dx FROH... + (Pn (X) õx 
iſt; fo ift immer j | 
Jro%&=fo.@ör+ WDR. 


— —Jv— +0, 
wovon man ſich fogleich durch Differentiation überzeugt. Seen 


wir nun 
— = 2); 


Jr () õo&kæ S, (), fyp. () õ&œ P, (x), fon (x) ↄᷓAr& ); 


ſo iſt | | 

PZEPRrMWMHBMWFBRDIHF.+AR+C; 

folglich 
Pla)= Pla) + la) + S3 (a) +... + Pı(a) +C, 
Pl) =Ple) + S,(e) + B, (e) +... + Lule) +C, 

und demnach durch Subtraction: | 

(a) — Ple)=iy,la)— P,le)} + {P,(a) — P,(e)} + ... 
— Pın(a) — Pula 5 
d. i. nad) (36.) —— a 


Srwa=f'o. wart] or (x) dx Het Son) , 


Iſtnun 


Uo⸗ U, Us, Us, Uy, Us cr. 


eine von x= «a big x a convergivende Neihe, deren Surnme 
— s it; fo fey für ein beliebiges n | 
| sw tur, Fu +..+ uı+ 92), 
sox uo õox + u,OX+ U,0X +... + an-ı0Xx + YPn (X) 0X » 
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Dann iſt nach dem Vorhergehenden | 


SET, fe), möxH+. 


+ un-i õx LS —— 
Setzen wir nun uͤberhaupt 


* pn (x) õx = Pn-+ı(X) 5; 


fo iſt, wenn Pu (X) und Pa (x) zwiſchen den Graͤnzen x-«, | 
x—a ſtetig find, nad) (29.) | 
“Pn-+H (a) — Pn+ı(e) = (a—a)yalarila—o)) A 
wo immer i einen pofitiven achten Bruch bezeichnet. Da- 
i=M(0, 1) | 
iſt, fo ift auch nach den aus dem Dbigen befannten Sägen von 
den Mittelgroͤßen: | 
’ i(a-0)=M(0, a—a), 
und, wenn man a addirt: 
e+i(a—c) =M(e, a) , 
d. i. a Hi(a— a) eine Mittelgröße ziwifchen @ und a. Til 
nun nadj- der Vorausfeßung die Neihe 
Uno, U); Us, U,, Uy, Usy oo... 
von x=a bi8 x—=a convergirt, fo kann durch Bergrößerun 
von n offenbar 9. (@« Fi(a—a)), alfo ad) 
(a—o)pn(a+ila—a)) = Yn+ı(a) — Pn-+ı (a) 
der Null beliebig nahe gebracht werden. Es ift aber nad, (36. 


Pnept (A) — Yopi (e) = S! Pn (8) õx, 


und man kann alfo durch Vergrößerung von n auch dieſes be 
flimmte Integral der Null beliebig nahe bringen. Folglich iſ 
nach dem Dbigen von x= a bis x=a: 


Si =/, uaox + + wort wort f wart 


eine convergirende Reihe, und vi sox die Summe derjelben. 
Waͤre die Neihe | | 


Boy Ur Uys U, Ug, Ugy one. 








nur zwiſchen den Graͤnzen x=a, x=a, di. für x > 
x Ta convergent, und s die Summe ‚derfelben, fo würde Dil 
Reihe von x=«, bis x—=a, wo @ und a’ zwei gewiſſe N 
Größen @ und a tefpective unendlich nahe kommende Groͤfe 
bezeichnen, convergiren und s ihre Summe fenn. Folglich win 
auch nur von x=a bis x=a, d. i. für jedes x zwilde 
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den Graͤnzen x=a, x, oder für jedes x, welches > a, 
<a ift, nad) dem Vorhergehenden | 


Neff ar f uãÄ + ndcr fonds Bam, 


Natürlich hat man hierbei immer aud) die oben gemachten Vor⸗ 
ausfeungen wegen der Stetigfeit der Functionen feftzuhalten. 


Nach (38.) ift für jede x, welches zwifchen den Gränzen 
— 1 und +1 enthalten, . . >—1, <+1 if, wenn man 
a. a. O. e=— x feßt: | 


/ 


_ı 1.3, ,1.3.5 1.3.5.7 
rt 
Folglich nach dem Vorhergehenden, wenn man zivifchen den Grän- 
zen x=0,x=x integrirt, für jedes x ziwifchen den Grän- 
zen — 1 und +1: 


V. unrtömtsf wort rn al — 
d. i. nach (36.) 














x G _ x3.1.3x5,1.3.5 x’, 1.3.5.7 x% 
0 nat Fra St 4.6 7127 6.8°9 2 
Nach (10.) if 
ÖArcsinx —= — 
|  Yi-a' 
alſo | 
j b ; i .I= 0% 
Arcsinx — ArcsinO =/, ——— ; 
(glich ze 
und folglı 
f 3 x3 1.3 x° 1.3.5 x? \ 


Aresinx=AresinO+x+3.7- + a5 + 24.67 + .0.. 


oder, wenn a eine pofitive oder negative ganze Zahl bezeichnet: 
— 3 13x ,1.3.5x 
resinz=ontx4+4-7 + 345 + 3467 + .... 
Bezeichnet aber jegt Aresinx den zu x als Sinus gehörenden 
Bogen, welcher den Eleinften abfoluten Werth bat, fo. ift 
24 x3 1.3 x° 1.3.5 x’ | 
Arcsiinx=x+ 3:7 73435 2. 24.67 + u 
wovon man ſich durd eine ganz Ähnliche einfache Betrachtung 
wie in Bezug auf Arctangx in (35.) überzeugen fann, Der 
Merth von x muß immer der Bedingung x >—1, x<r 1 
genügen. Fuͤr x—= +1 wird obige Reihe Ä 


1.3 1.3.5 
424g * ——e— h 


welches ebenfalls eine convergirende Reihe iſt, wie auf folgende 
Art gezeigt werden kann. Für «= — + ft nad) (38.) 
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| (1— x)? =1+4x+ art gr — 
oder der Kuͤrze wegen | 


(1-2)? =a, + a,xX + ax” + a,2° + a,x’ BE 
und diefe Reihe convergirt immer, wenn nur der abfolute Werth 
von x <1 iſt. Daher fann, indem n waͤchſt, wenn wir 

Ssn=a, + a,x + a,x? + a;X? +... + an_ızami 

feßen, die Differenz | 

Sntm — Si = an" + anpız Uhl... + Au-Lm-ı Xu--ın—1 
für jedes m der Null beliebig nahe gebracht werden, wenn nur 
x, Welches wir von jeßt ar als pofitiv annehmen wollen, <1 
it, fo daß wir alfo feßen fönnen, daß n fo beſtimmt fey, daß 

Sn+m — Sn < N 
ift, wenn N eine gegebene beliebig kleine pofitive Größe bezeich— 
net. Da num die Cocfficienten a,, a,, a,, a5, ag, +... Offen 
bar beitändig abnehmen, fo kann man augenfcheinlicy die poſi— 
tive ganze Zahl » fo annehmen, daß zugleid) 
1 
: +1 < zurh-i, u < 8n-Fn—1 

it. Weil aber 


1 
+1 und a, 
unter den Größen 
1 1 1 1 
+1’ +3’ Wwr5’ '"" 2m?’ 
Ay, Aufl, Ayh2y or0. Aykın i 
vefpeckive die größten, dagegen 
xutm—t und an--n-ı 


unter den Größen 
zu, zur, zb, .... ut; 


Any Ani; An2 . Anni 
reſpective die Eleinften find; fo ift offenbar 


1 
za ne m 


1 t 

+3 < am, 3,41 < anti; 
1 

+5 < xnt2, ayı2 < Ant? 5 


2 Fam STR, Arm < andni 5 


folglic) 
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1 1 1 
ae 777 Ba 77 7 Klik ad 77 7 
< anxn + an-tıxm tl >... + Ann. xutmel x 
d. i., wenn wir 


S,=a,+a,:++a,..3Fa,.++..+ — 


ſetz 2r,—1 
etzen 

Sy-kın — Sy < Sn-km — Sn; 

oder Sm — S. <N, fo daß man alfo auch, für wachſende 7, 
diefe Differenz für jedes m der Null beliebig nahe bringen fann, 
und daß folglidy die Reihe | 9* 


405 a, .45 a,.45 a,.%47 A555 oose. 
5 


.,. 1.3 1.3.5 1.3.5. 
Eh ya 206 2a 
convergent ift, wie behauptet wurde. Alfo ift 
x» 1.3x5 , 1.3.5 x 
+35 r57 75 t327267 7 
auch für x=+1 noch eine convergente Reihe, Außerdem ift 
auch Aresinx in ber Naͤhe von x — + 1 offenbar eine ftetige 
Sunction, woraus fi alfo, verbunden mit dem Vorhergehen— 
den, ergiebt, daß man in der Gleichung Ä 
j x3 1.3 x® 1.3.5 x’ 
A x=xı+ 1. — — u — .— X 
a ur Dar | 
auch noch x=+1 feßen kann. Für x=1 if aber, da 
Arcsinx nad) dem Borhergehenden der zu x—=1 als Sinus 
gehörende Bogen ift, welcher den Eleinften abfoluten Werth hat, 
Arcsinx=4r, und folglid) 


d. i. 





1.3 1.3.5 
Iin=1 +141.3+ 235 + a6 + Tr “re. 


4. Wir wollen nun aud) noch die Functionen 
’ „. Io) = eaxcosßx, F(x) = e“*sinpx 
in Reihen zu entwickeln fuchen. Differentürt man die erfte Fun— 
ction, fo erhält man | 
„ Fo) = erx{acospx — Psinfx} . 
Seßt man aber 
ß 





= Arc cos ———— = Arcsin 5 
Ruhr Ya?+p? 
ſo iſt | 
«= (a? + ß?)’cosp, P= (a? + 2)? sing 5 
folglich | 


?.(x) = (e’+ p?)? eax | cosıp cosßx — sing sin fx } 


— (a? 4 ß?)? eax cos(p+ Pr) . 
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Hieraus ergiebt ſich durch fernere Differentiation: 

0) = (a? + B?)T eox [a cos (p-+Bx) — Asin(p + Bx)} 
= (a? A e⸗sx {cos pcos(p+Px) — sinpsin(p+Px)} 
= (a?+ p3)? eax cos(?2p + fx) 

£" (x) = (a? + BR)? eox | acos(2p+ fx) — Psin(2p-+Px)} 
— (02 4 B?)? eax| cos cos (2p+ x) —sinpsin(2p + P3)} 
= (a?+ Br)? eax cos (Ip + fx) . 

Sp weiter gehend, ergiebt fi): 

. N) = (a? + P2)F eex cos(np+ fr). 

Auf ähnliche Art erhält man 

Fix) = e®[Pcosfx + «sin fx } 
= (e’+ Aꝛ esx |sinpcosßx + cosp sin fx} 
— (a2 + 42 ex sin(p+ßs) 

P’ &) = (a? 4 Br} em {Bcos(p+Px) + asin(p-+Px)} 
= (e?+ 8)? ex {sinpcos(p-+fz) + cospsin(p-+- fx) } 
— (a? 4 ß2)? eoxsin(2p + fx) | 

P” (x) = (a? + BT em| Bcos(2p + Pr) + asin(2p-4+Px)} 
= (a?+ 2)? eex {sin p cos (2p+Px) + cospsin(?p-+-Px)} 
— (a2 + #2)? e=sin (3p + £x) | 

wu J. f uff 
Alſo ift allgemein | 
Fin) (x) = (a? +2)? ex sin (np-F PR) - 

Folglich 

fin) (0) = (a? +?) cosnp , 

| Fin) (0) = (a? + B)? sin np. 

Serner ift aud) | 


x“ — n eeix xn cos (np + fix) 
Da REIN aaa 
n n eaixyügj i 
en 
i ift bier immer poſitiv und < 1. Der größte abfolute Wert) 
von cos(np + fix) und sin(np-+ Pix) ift die Einheit. Da 
ferner e>1 ift, fo ift, wenn ax pofitiv if, immer ex <e”, 
ft dagegen ax negativ, fo if offenbar immer eux <1, wenig⸗ 
fiend nie — 1. Man ſieht alſo, daß durch Vergroͤßerung 
von n — 
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"fin (ix) und 2 (ni 
nn — — — — —— n 
1.2.3...n (x) * ER Be (iz) 


der Null beliebig nahe gebracht werden fünnen, indem es immer 
verftattet En >x zn nehmen, rücfichtlich des abfoluten Wer- 
thes von x, wobei (33.) verglichen werden kann. Folglich ift 
nad) (32,), wenn wir der Kürze wegen 

+? =Yrrıeme 
feßen: | | 


2 3 
eexcosßx =1+e cos p. he? 00829. te? 008 Ip. 
' : x4 

*+ eo cosdp.——, + .... 


u x x2 ; x? 
eexsinfx — esin ꝙ · T eꝰ sinꝰp · h eꝰ aaa u Br Pe" 


| — x⸗ 
+e ern 
für 


p = Arccos == Arc sin 


a 
Ya? +? Ya? +p? " 
Beide Reihen find nach dem Dbigen convergent, fin jedes x. 
42, Betrachten wir jegt die imaginaͤre Reihe 
r=-ı Y-ı) rzy 
„ara ren 


fo läßt ſich leicht zeigen, daß diefelbe für jedes x und y convers 
girt, und zugleich kann mittelit des Worhergehenden leicht die 
Summe diefer Reihe gefunden werden, Geben wir nänlid) 


x+yY -1=e(cosp+sinpyY—1); 
fo iſt 


Folglich) 
— 2 — i — 
Yx’+y? 





eCosp—— X, esnymy. 





p = Arccos == Arcsin 











x 
Yx?+ y? 
Kerner ift befanntlid) 
x+yY-1 = e(cosp+ sinpY— 1) 
(«+ yY 22 = go? (cos2p + sin? Yr-ı 
+ yY—-T): = eo’ (cos3p + sindp r-ı) 
+ y 713% = e* (c0s4p + sinap 1) 
uff. u. ſ. f5 
alſo unſere obige Reihe 


— 
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—14 var — —— er +. 
; 5 3 3 e*sin4 — 
fen Er m 
d. i. nach (41.) 
= excosy + essiny/ —1= e*x(cosy + siny’—ı) . 
Nach (33.) iſt für jedes reelle x: 
en x x2 x? z* 
"=1+7 tr73 r1i73 77 +. 


Setzt man in diefer Reihe x + yr—1 für x, fo erhaͤlt man 
die obige ſtets convergirende, imagindre Reihe. Der Analogie 
wegen verfteht man daher in der Analyfis unter der Poten; 


ertyN—1 mit dem imaginären Erponenten x+-yY—1 ve 
immer convergivende Reihe | 


vet. Y-1)2 Y-1)s 
452 +2 I 4,2 Bin, 


und es ift folglich nach dem — 
| er+ vyr—ı 
Fir x—=0 erhält man 
ri 
fo daß alfo immer 
ρνν. IV 
iſt. Setzt man — y für y, fo erhält man: 
Fe lud, = cosy — siny/ —1; 
folglich mittelft Addition und Subtraction: 
a Pe Li RE u 3 
— = — — — sin y = BER N nee 
Weil ferner. nad) (33.) allgemein fiir jedes reelle x 


x? x? (la)? x3 I 


= eX(cosy+sinyf—1). 


y 


== cosy + siny/ —1, 





* 
ax — 14 — 4+ — — ra + or. 
iſt, fo I man I ber en wegen 
tn — un „ats: Du +. 


BEER Se 4 Fur ten 





+ fesinp 4 en e? sin Ip — 
d. i. nach (41.) 


R ‚» s 
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atty r—1i = exlacos(yla) + exlasin (yla) } —1 
= exla{cos(yla) + sin(yla)’—1} 
Sir x—=0 iſt alfo 
fol li 7 -1_ cos(yla) + sin(yla)" —_1;_ 
olgli 


Auch hat man 
(a*t — In enxla cos(yla) + sin (yla) Y —1 }n 
= enzla {cos (nyla) + sin (oyla)Y -— 1 1}. 
Aber nad) dem Vorhergehenden .: 
anx 4 ny = ran + sin (nyla)Y —1} . 
Folglich immer- 
tr N. — als+tnyY—1. 
Alle Regeln der Rechnung mit Potenzen, welche gewöhnlich bloß 


für reelle Größen beiwiefen werden, müffen auf diefe Art Du ima⸗ 
ginaͤre Größen ausgedehnt werden. 


Sind y, z Tunctionen von x, fo iſt 
| ter 1 _ eyla { cos(zla) + sin(zla)” —1}. 

Differentüirt man nun, fo wird nad) (13.) 
3.37t:7-1 =  eylafcos(zla) + sin(zla)Y—-1}lady 
— eyla { sin (zla) — cos(zla)Y—1}1ada 

eyla { cos(zla) + sin(zla)Y_—1}la ey. 
+ eyla {sin(zla) — cos (zla)”-1}(Y-1)21la0z 

eyla {cos(zla) + sin(zla)Y —1}la0y 
+ eyla {cos(zla) + sin(zla)—ı,)Y—1ladz 
= ek cos (zla) 4 sin (zla)Y-1} (õy + d2Y-1)la. 


Folglich 
Dr 79° 23 u ERS 0 Co PER run) FE 
ae te 1 rar), 


fo daß alfo die in (15.) beiviefenen Formeln u gelten, wenn 
der Erponent imagindr iſt. 


43. Benn | 


ift, fo heißt p Hari der en vn y+zr—1 
in Bezug * a als Baſis. Nach (42.) iſt nun 


Suppen. zu Klügeld Wörter, 1. Uu 


- 
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— — epla{cos(gla) + sin (qlay — 71); 
folglich 
epla’{ cos (gla) 4 sin(gla)Y —i I=y+ Er, 
und demnad 
eplacos(gla) = y, erlasin (gla) = z; 
alfo 
e?pla — y? + 22 


und folglich „ wenn man die natuͤrlichen Logarithmen nimmt: 








Iv®+2) 
| la 
‚Ferner ft | 
cos (gla) = * — 
sin (gla) = — — 
oder me 
1*5 Tee Remo 
Auch iſt 
tang (gla) = —, g= 5 Are lang» 
Folglich 
log y+.7Y-1)= 6 * + 2 Arctang 7-1 : 


Kytz:Y—-)= — 2) + Arc täng — Y—1 . 


Nach (9.) iſt immer | =; alfo 


log(y+2Y—1) = Ml(y+2Y-1). 
Nun if | 
ölog(y+z2Y 1) = 4Möäl(y?-Fz2?) + MöAretang — Y—1. 


Aber nach dem DObigen 


__2yoy+ 2202 » | 02 — 20 
ol(y? +2?) = — — —— = a . 
Folglich | 
— _ 1$YOy + 202 | ydr—ady 
dlog(y+Fz.Y’—1) = —— 4 er ri J 
ν— + z(d2—-oyY—-ı) 
y?+ 2? 


_ mI ——— (ar it 
hl 
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———— 
(y+.7—-1)(y—ı:rY-1) 

mIz:Y =D — 

Base 


> 


— 
— Ö sr 
ol — — m Test —3 
| og(y+2 )=1 — 


44. Setzt man in den in (42.) fuͤr cosy und siny ges 
fundenen Ausdrüde yHFZY—1 für y, fo erhält man: 
ty ti, e-ıY-1 
cos(ytzY-ı)=° = B 


| —_z+yY!—1_ 2-yY-i 
sin(ytzY-D)=- 5 


Uber nad) (42.) 
er —ı — —— 


er -1 
folglich) u 
cos(y+./—1)= —— — er siny y—z ’ 
sin(yt.Y-1) = er miy Dear . 


Differentüirt man nun, fo wird 
Icos(y+.!—)=— [et sS)siayöy + er 








ar-ı j 
= e-2(cosy+sinyY —1), 
— eoe-)Y-1 = e(cosy—siny/ 1); 


= ne ner (te sin ydr - 
HD EST ör+r =D « 
) sin (3 +.:7-1) = _ (e+ 2 cos — 4 — sin yõ 


_ (e— un sin — + (ez + en cos ydz y— : 


2 a 4 e=2)cos Y_ (ee — 2 siny ra (dy+d rn, 


he. 
dcos(y+ıY 1) = — iny+aYZTöy +87) N 
Osn(ytrzY-1)= u a ne 
Uu 
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Wie man auf dieſe Art auch die übrigen oben für reelle Func 
tionen bewieſenen Regeln der Differentialrechnung auch für imagi 
naͤre Sunctionen rechtfertigen kann, erhellet aus den bisherigen 
Beifpielen hinlaͤnglich. 


I. Bon den Differentialen der entwickelten, 
Fuhctionen mit mehrern veränderliden Größen. 


45, Nach (32.) ift 
h h? h3 
EGAR + Fr ZH Or 


1. 
ha-1 ha 
ut 133.00) ET EFF — ih), 


oder, wenn wir h= 0x feßen, wo x eine conftante Grök 
bezeichnet : 


Ex +38) = EQ) + HE + OR. 


1 1 
er 1..(n—1) 1...n 


Nach (16.) ift aber allgemein 
Onf(x) = fin)(x) dx. 
Folglich kann man vorftichende Reihe auch auf folgende Ar 
fchreiben: - 
f 2f(x sf(x 
fat) = iß) + see) +, ic) — 
On-1f(x) fin) (x 4 iOx) Asa 


Verſchwindet das legte Glied diefer Formel für n — «, fo wir 
durch diefelbe f(x + 9x) in eine nach den pofitiven ganzen Pe 
tenzen von Ox fortfchreitende Reihe entwidelt. 

46, Etwas Aehnliches laͤßt fih, wie num gezeigt werden 
fol, für jede Function | 

Ä Vz=f(x, y, 2, U, ...) 
einer beliebigen Anzahl von einander unabhängiger veraͤnderlichtt 
Größen x, y, 2, U, .... leiften. Verändern ſich nämlich die 
veränderlichen Größen refpective um Ox, Oy, 02, OU, ..... 
wo 0X, Hy, 02, OU, +... immer conflante Größen bezeichnen, 
fo gebt die Function in 
f(x+Ox, y+Oy, z+02, uFrdu, ....) 

über, und man kann nun verlangen, diefe neue Function, men 
es möglich ift, in eine Reihe zu entwickeln, deren Glieder nad 
gleich) hohen Dimenfionen von dx, Ay, 02, du, .... geordutt 
find. Um zu einer folchen Entwicelung zu gelangen, wollen wir 


fin—1) (x) Oxn-1 





fn)(x * iõx) õxa. 








.v... + 





1 
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eine beliebige neue veraͤnderliche Größe c einführen, und mit 

derſelben jedes Increment multipliciren, wodurch wir die Function 
. Iiz+aox, y+ady, 2-Fadz, uradu, ....)= F(a) 


erhalten. Betrachten wir in diefer Function bloß & als unab- 
Hängige veränderliche Größe, fo ift nach (32) 
f(x-Fadx, ytady, z+adz, uFradu, ....) 


= F(0) + 2F(0)475F’ (0) +, ar’ re 








y AT Füae) (0) 4 „—— Fin) (ie) 
“Tr Ta —— 


Setzt man in dieſer Gleichung «—=1, fo erhält man, wie ſo⸗ 
gleich näher gezeigt werden wird, für 
| f(x}+0x, y+öy, 24 õ2, u Põou, :...) | 
einen Ausdruck von der verlangten Form, deflen letztes Glied 
jedoch nur dann vernachläffige werden kann, wenn daflelbe für 
n =» und üû 1 verſchwindet. Zunaͤchſt kommt es nun auf 
eine naͤhere Betrachtung der Größen F(O), F (O), F'(0), 
E’(0), 2... an, wozu wir jeßt übergehen wollen, 
47. Auf der Stelle erhellet, daß | 
| F(0) = f(x,y, 2, u, co..)=V 
ft. Betrachtet man bloß eine veränderliche Größe der Function 
z. B. x, als veränderlih, und entwidelt in Bezug au 
dieſe veränderliche Größe, indem man alle übrigen wie conftante 
Größen behandelt, ein beliebiges, z. B. das nte Differential 
son V, fo fol daffelbe im Folgenden immer durch ORV bezeich- 
set, und ein partielles Differential genannt werden, Eben 
ſo wollen wir die nte derivirte Function, wenn bloß x als ver= 
inderlic) betrachtet wird, durch 
‚ FM (x, y, 2,u, ....) 
zezeichnen, fo daß alſo in dieſer Bezeichnung nad) dem Obigen 
mmer 
MV=E®(x,y,2,u,....)dm 
ft. , 
Nach (45.) hat manfiern—1, wernmi,, Iar isy dar see 
lauter pofitive Größen bezeichnen, die ſaͤmmtlich Eleiner als die 
Einheit find, folgende Reihe von Gleichungen: 
EC H+a0X, y, 2, u, ....) — (X, Y, 2, u, er.) | 
= fx(x+i,o0x, y, 2, Up er.).a0R . 
E(x + ads, yFady, 2, u, ...) — Iixtaox, y, 2, U, ...) 
| = f,(x+edx; y+i,ady, 2, u, ...).a0y 
(x + aöx, yrady, z + a0z, u ..)—fxt ads, y--ady,z, u, .«.) 
= fz(x+ ads, ytedy, zHi,adz, u, ...).adz 
l 
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f(x+a0x,y+eaoz,2+00z, —— ..) —æ IAaoõũx, y+eody, z+adz, u,...) 
= fu(x+odx, y 4õy, 2 4 402, uti,adu, ..). alt 
u. ſ. f. | . j u. ſ. f. 
Folglich, wenn man addirt, und durch a dividirt: 
f(x+ OR, y+ ady, 7 +adz, u+rodu, ..) -æ k6 VYJ. 2, u, ...) 


& 
— fr(x+i,odx, y, 2, Une...) OX 
+ f, (st aöx, y+i,ady, 2, u, +..)Öy 
+ fz (x+odx, yrady, 2+i,ad2, u, ...)0z 
+ fu (x+tadx, y+ady, z2-+edz, uri,adu, ...)cu 


Laͤßt man nun a fid) der. Null nähern, fo erhellet, wenn wi 
iwieder der Kürze wegen 


P(x+aöx, y 4 40y, Zr adz, uradu, ..)= Flo). 
16, Js 2, U, ....)= F(0) | 
feßen, auf der Stelle die Nichtigkeit folgender Gleichung: 


- Lim FO) — f(x, Yy, 2, u, u.) dx 
+ !y(x, Y, 2, U, — 
+ f.(x, Js» 2; u, ...)02 
+ Sulz, y, 2, U5 ... ) õu 
25 + 4 %4 . — . » a a f} 2 
oder, was daflelbe ift: | 
Lim FO) = EO) _ 


Öxf(x, y, 2, u,...) 4 9,8%, 2,u, ...) 4 Ozf(8,y,2,U,...) 
| + Ouf(x, Ys u, 2.) Fi 
= 0x V 4 öv4 02V + OuV + .... 
Serner-ift nach dem Dbigen, wenn & eine beltebige veraͤnderliche 
Größe, @ eine pofitive Größe, die <1 ift, bezeichnet: 
F($5+e)=F(5) + F(5+9e).e, 


— RE TERTRAy 


folglich fr — 0: 
F(e) — F(0) 


z = F ( 8«) N) 
und demnach offenbar u 


time) = FiO) = F(0), 


ao 


fo daß alfo nach dem Vorhergehenden 
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F(0)= Ffx(x, Y, 2, U, ...)0x 
| + fy(x,y, 2,u, ...)0y 
++ fz(x, y, 2, U, ...)0z 
+ fu(x, Y; z, U, ...)du 
| 
= 4%, 2,0...) + 9 G, y, ꝛ, u, ..) + 02ER) Her 
= AH + HER HAT He 
iſt. Man-ficht hieraus, daß das ziveite Glied der in (46.) für 
Ela) gefundenen Reihe die Incremente õx, Oy, Oz, Au, sure, 
ae wird, fämmelic bloß in der erften Dimenſion 
enthält, | 0 | 
Man kann aus dem hier Bewieſenen auch noch einen an⸗ 
dern für die ganze Differentialrechnung fehr wichtigen Sag ableis 
ten, Wir haben nämlich gefehen, daß, wenn wir | 
| V=f(x, y, 2, U, »...) 
fegen, die Graͤnze, welcher 
f(x+odx, ytHaoy, z+ra02, 2...) — f(x, Yr 2...) 


fich nähert, wenn @ ſich der Null nähert, 
— OÖ: V 4 0,V + 0zV + OuV P .. 
iſt. Sey nun | 
V=f(u, v, w, ...)5 | 
WO U, v, w, .... nicht mehr unabhängige veränderliche Größen, 
fondern fämmtlicy Functionen von x find; fo gehen u, v, Wr ars 
wenn man x fi) um 4x verändern läßt, in uf Ju, v+ Av, 
W + Aw, 7,07 alfo V in 
f(uF Au, v+ Av, w+ Aw, ....) 
über, und es ift folglic) | JJ 
MN _ f(n+Au,v+ Lv, w+ Aw, ...) — fu, v5 W,....) 
— 7 


* 





Ax | ’ 
oder | | 
Au Av Aw f 
nn er tz 4 .) — f(u,v, W, »...) 
Ax Ax 


Sir u=gp(x), v=Y(x), W =x(z), » ... naͤbern ſich, 
wenn Ax ſich der Null nähert, die Verhäliniffe Gr gr Far 


befanntlich den Graͤnzen @ (x), W(X)ı X.(X)r ser, Melde 


in diefer Beziehung als conftant iu betrachten find, fo daß alfo, 
wenn x fi) der Null nähert, an fih) immer mehr und mehr. 
der Größe Fo | 

F(u 4 ()Ax, v+w() Ax, wrr (X) IK, . vw.) 
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nähert, wo, wie ſchon erinnert, PX), W(x),X (x), — 
conſtante Größen find, fo wie auch u, v, W, or... von de 
Veränderung von x nicht mehr afficirt werden. Mad) dem 
Borhergehenden ift aber allgemein, wenn 9X, Oy, Oz, zer. Col 
ſtant find, indem a ſich der Null nähert: 


Lim {+ 0x, y+eöoy, — +) — FR, Js 2...) 


= fyr(x, y, 2%, ....)0X 
+ fy(z, J, 2, ....)0y 
+ a YoEsar OR 
nr er 
= ift offenbar Sn, wenn Ax fich der Null nähert: 
f(u+g’(x) Ix,v+w (x) Ax,w+ '($)Ax+. .) — f(u, v, — 
4x 
= fualu, v, w, . .)ꝙ (x) 
+ fy(u, v, w,...)y(z) 
— fwſ(u, v, ...)X (x) 
und folglich RN nad) dem Dbigen, wie fogleich erhellet : 
Lim V _ NV fu(u, v, w, ..)ꝙ (x) 
tl, we) 
+ fw(u, v, w; X @) 
... — 
oVv = Falun, v, w, ...)ꝙ G) õx 
+ Er (u, vw 2.) WR) OR 
++ fulu, v, w, 2..)X (X)0x 
vda En a 60 — 0 0 
Aber bekanntlich 





(6) õx = dpl) = du, 
yv’(x)dx = dy(x)= Or, 
x(x)9x = dx) = Ow, 


u, ſ. f. u. ſ. f. 
Alſo | 
oV= Fualu, v, w, ...)0u 
+ fy(u, v, w, 2.)OV 
+ fylu, v, Wu. we 
en 
. oder 


Ver HMV + 
Man findet folglich OV, wenn man_ die paitiellen Differentiale 
OuVYr O,V, OyV, 2... in Bezug auf u, v, Wy vr... als uns 
abhängige veränderliche Größen entiwicelt, diefelben zu einander 
addirt, und im Aggregat a er OW, .... als die Differen 
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tiale der von x abhängenden veränderlichen Größen u, v, w, .... 
in Bezug auf x als unabhängige veränderliche Größe betrachtet. 
Diefer Sag ift für den Algorithmus des Differentüreng von 
großer Wichtigkeit. Iſt z. B. V=ur, ſo iſt 


Vz vumdu, yV= ur luör; 
folglich - J | 
en OV = vur-1du + urludv,, | 
wo nun aber du und Av in Bezug auf die veränderliche Größe 
x, von welcher u und v abhängen, weiter zu entivickeln find. 
48. Ju (47.) ift im Allgemeinen folgender Sag beiviefen 


worden. Wenn F(a) eine Function von folgender Form: 
F(e) = f(x + adx, y-+aoy, 2.+ ad2, u+adu, ....), 


> F(0) = f( )=V 
= , Y, 2 U, so.) 5 
iſtz fo ih. NG | 
FO)=-V/+9,V+HVFAVL..=V, 
= 0x F(0) + ÖyF (0) + 0z F(0) + OuF (0) + “00 

Um nun ferner Flo) zu entiwiceln, fee man 
Ä xtoedx=p, yredy=gq, 2+adzmr, ...., 
und betrachte p, q, I, 8, »+.. ald Functionen von a; fo i 
ir 27 VE | ; fo iſt 

F(e) -E0_ fr(p, gı vr, 5, — 
| + fg(p; g T,83, 8 


+ fı(p,g, r, 8, —— 


+ f,(p, g, r, 5, 3 
+ ;.® . . . ® . . 7} 
d. i., wenn man die Differentialquotienten 


Öp dg Or õ⸗ 
22 72 720% 
wirflid entwickelt: 


Fl(e)= fplp, 9, I, 8, .. .) õx 
+ fa(lpı g 8, 8, +..)0y 
+ fr(p, 95.75 8, 0..) 02 
+ fs(p, 9 2, 8, ...)du 
? CHR 


Hieraus — daß F (ao) eine Function von Pr gr Er Sr onen 


ift, und folgli 
F(eo)=fuy(x + ads, yrady, z-Fadz, uradu, ....) 


— 
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geſetzt werden kann. 0x, Ay, Oz, du, .... find immer als con⸗ 
ſtant zu betrachten. Folglich iſt 
FO) Ech (x, Y, 2, uUo..)=V,, 
und nach dem obigen allgemeinen Satze 
F O) GV, +V õ V. V tr oe=V, 
 =6%F(0) + d,F(0) + &&F(0) + OaF(0) + 
Auf ganz Ähnliche Art wie vorher ift. nad) (47,) 


ı __ OF (e | 
F’(e) = Er = fps 9%, 5 aD): 


+ füyg(p; Jg, Tr, 5, .)z 
+ fiyr(p> g» r, 5, +) | 


+ fys(p, pr, s, ..)% 


d. i., wenn die Diferentiafquotienten von p, q, I, s, u in 
Bezug auf @ wieder wirklich entwickelt werden: 
.F (e) = feyp(p> g, 1,5, ». .) 0x 
+ fiyg(Pp> I, T.5 ...)0y 
+ fiyr(p; g,r,85,- .)0z 
+ Fays(p;: 8,3, JO 


woraud alfo wieder — daß es verſtattet iſt, 

P“ (a) = feoy(x+ adx, y+ ady, z-Fadz, utadu, ...), 
alfo | 
F(O)=foy(x; y, 2, u,..)=V,, 

folglich nad) dem obigen allgemeinen Safe 
F(0 V, +9, + :V, + AV, Fe. =V, 
= %&F’(0)+ eo + 6 F”’(0) + OaF’(0) + 
zu feßen. 
Wie man auf diefe Ark weiter gehen kann, unterliegt feinem 
Zweifel. Betrachtet man aber die Formeln 


FO) =V 
FO)=%V+ yV +,.V+Aa/Y+..=V, 

= sF(0) + &F(0) + FO) + FO) +» 
F’(0) = OxV, + 0,V, + 02V, + OuV, +. ag 


= 0xF(0) + 0,F‘(0) + dzF(0) + ur (0) — 
”O=&kV,+9,V%,+9&V OnV- +. =V, 
= 0x F’(0) + 0,F’(0) + 6z2F’(0) + uF”(0) +»... 
FO=HY, 4 0 V, + EV, Ha, +... m V. 
= 0xF” (0) + 0,F” (0) + 02F”(0) + 94” (0) Tr. 
u. ſ. f. Ze Fe nu? 


N 
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— ſo ſieht man, daß eben fo, wie F(0)=V, aus 
F(0)=V a — F'(0)=V, au F (0)=V 
F(0)=V, aus F(0)=V,, FV(0)— V, aus F"(0) 
—=V,,1 f. f. abgeleitet wird, Weil ferner, wenn V nur von 
der einen veränderlihen Größe x abhängt, 6 ‚va 
‚= 220 =(, alfo 
FO)=V m0V=0V 
ift; fo ift man übereingefommen, überhaupt die Junction F 0). 
— V, dag erfte Differential der Function V in Bezug auf 
die unabhängigen veränderlihen Größen x, y, Z, U, +... zu 
nennen, und durch OV zu bezeichnen, fo daß nr überhaupt 
 OV = Öflx, y, 2,0, +...) 
EAVHATHATFATH.. e 

ift. Iſt aber diefer Begriff einmal auf diefe Art feftgeftellt, fo 
ergeben er aus dem Dbigen tolgende Gleichungen: 

F(0)= 

FO ee 4 0,V + 0z:V 4 AV 4 — oV 

F’(0) = 09V + 0,0V + 20V + öV +... = 0°V 


F’”(0) = 0x 0?V + 0, 0?V + 020?V 4 0a 02V 4 ....— O3V 
Fir (0) = 0x0°?V + 050°V + 09V + 09V +... = 0°V 
uf. f u. ſ. f. 


woraus ſich dann — unmittelbar der Begriff und die Art der 
Entwickelung der hoͤhern Differentiale einer Function mehrerer 
unabhaͤngiger veraͤnderlicher Groͤßen ergiebt. Nach (46.) iſt nun 
auch, wenn wir wieder 
E cõx, -cöõy- z+ a0z, u+ aõu, u) Fe) 
fegen: | 
f(x+Ox,y+Oy, z+ 02, u C õu, »...) 
fix, y, 2, U, ... 
sin, Hyeo)t Giz, yı 2 mn) 
j PR f(x, y, 2 U, ...) 
3 07 
OR, y, 2, U...) 
Er 
di — u. DEE Fin) — 


Auch die unzweideutig vor Yugen fegende nahe —— 
dieſer Reihe mit der in (45.) im Fall einer Function einer ver— 
änderlihen Größe für f(x + 09x) entwicelten Reihe hat auf 
den obigen Begriff des erften Differentials einer Function meh⸗ 
rerer unabhängiger veränderlicher Größen geführt. Geht man 
nod ein Mal auf das Obige zurück, fo it flar, daß dag erite 
- Differential der Function 
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f(x, y, z, u, ..) =V 


die Graͤnze ift, welcher j 


ſich nähert, wenn a fi) der Null nähere. Iſt Die Größe 
Fin) (i) 


fün=e, fo ift 
f(x+0x, y+öy, 2402, u Põu, ....) 
= f(x, y, 2, U...) + Any mm.) + Sinn am.) 


‚oflx,y,2,Uü,...) 
+ BE 307 35. Sun + cu... 
Man nennt diefe Reihe die Taylor’fche Reihe oder ven Tay⸗ 
loreſchen Lehrſatz für Functionen mit mehrern unabhängigen 
- veränderlichen Größen. Die Größe F® (i) erhält man, wenn 
-man in Bezug auf « ald unabhängige veränderliche Größe die 
derivirte Sunction FO (c) entwicelt, und dann i, welches ins 
mer pofitiv und 1 ift, für a feßt. Nach dem Obigen ift 
F(a) = f(x-Fadx, y+rady, z+adz, u+radu, ....) 
F’(a) = fiıy(x + aõx, yrrady, 2 4 402, uFaedu, .-..) 
F” (a) = fay(x + adx, ytady, z+ adz, uFadu, ....) 
F’’(a) = fisy(x FaOx, Y-Fady, z-Fadz, ut adu, «...) 


u. ſ. f. uff. 
und für — 0: | 
F(0) = f(x, y, 2, u, ..)=V 
F(0) = fiy(x, Yy, 2, U, 0...) = oV 
F’(0) = fay(x, Y, 2, U, 2...) = 0?V 
- F” (0) = foy(&, Y, 2, u, ....)= 0°V 
u. ſ. . u. ſ. f. 


fo daß man alſo offenbar FO (a) aus 
IX, ya u, ..)md0V, 

erhält, wenn man in ön V fürx,y, z, U +... tefpective x adx, 
y-+ady, z+ 002, u adu, .... feßt. Alſo ergiebt ſich au= 
genfcheinlich Fi) aus õn V, wenn man in önV für x, y, z, u, .... 
refpective x + iox, y+idy, z+ ioôoz, ut icu, 22... feßt, 
wo immer i pofitio und <A if, Wir Haben alfo in völliger 
Allgemeinheit nad) dem Obigen | 
Iix+öx, y+Oy, 2 +62, urdu ...)= fi, y, 2,0, ...) 

* f(x, y, 2, u, ·..) 

1 u 


Ko (xX, y, 2, u, is) 
* 1.2 
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Esy(X, Ys 2, Up...) 
* 1.2.3 


+ In) (X, Yr 2, U, ..») 
1.2.3...(n—1) 


+ fin (x +iöx, y+ioy, 2+idı,....) 
1.2.3.4.5....n ’ 
oder, wenn, wie immer, 
f(x, J, 2, U, ...)= V, Key(X, Yz Ser c..) = ORV 
gefeßt wird: | | 
E(x 4 õx, y+Oy, 24 õ2, u-+du, ...) 


av ,o9v, 9v sv 
= hi +7 tiatimstiımsat" 
On-1V fin (x -+iOx, y+iöy, z+idz, -..) 
— 123.007 1.2.93:4.3.uD0 " 
Nur wenn 


fm(x+iox, y 4 iôy, z+idz, uFidu. ...) 
TED rn — 
für no verſchwindet, darf 
f(x+öx, y+oOy, z +02, ufrdu, ...) | 
eV, AV, V dv: 
=/+7 tja tiz3*+ 1.2.3.4 — 
geſetzt werden. Da i poſitiv und <A, d. i. zwiſchen O und 1 
enthalten, oder i=M(O, 1) iſt; fo iſt, wie leicht wie in (31.) 
gezeigt werden kann: | 
x 4 iox = M(x,x+ Ox), ytidy=M(y,y+töOy), .... 

Bezeichnen alfo K und G den Ffleinfien und größten unter allen 
Werthen der Function 

In (X, yY, 2, u, ...) 
welche dieſelbe erhält, wenn man für X, Y, Z, Ur .... reſpe⸗ 
ctive ale Werthe von x bis x T ox, y bis ytoy, z bie 
z + 9%, u. ſ. f. feßt; fo iſt, vorausgefegt, daß ziwifchen den 
angegebenen Gränzen nirgends eine Unterbrechung der Stetigfeit - 
der in Nede ftehenden Function Statt findet, offenbar 

fny(x iõx, y 4 iõy, 2+idz, ..)=M(K,G); 
alſo J 
Im(xtiex, y+Hidy, z+idz, ...) _ m( K G ) 
1.2.3.4.5.6...n TEN Loss 
Solglich ift immer 
f(x+Ox, y+dy, z+0z2, uFodu, «»..) 

eine Mittelgröße zwifchen 


eV, 0V, 09V On-1V K 
Y‚Hıtıatızart tr 1...(n—1) 7 1..n? 
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und | 
eV, MV, V An-ıYy G 
’‚+7t73 + i2.3tr + rt 1...(0n—1) Leer, 
oder Ießtere zwei Größen find zwei Gränzen, zwifchen denen 
f(x +07, yFöy, 2+0z2, u+du, ....) 
enthalten ift. Set man im Vorhergehenden = y—z=u=... 
— 0, und vertaufcht dann refpective 0x, Ay, Oz, Au, .... mi 
X, Yr Z, Ur 2000, fo erhält man die Maclaurinfche Reiht 
für Sunctionen mehrerer veränderlicher Größen, zu welcher alie, 
wie man fieht, der Uebergang von der Zaylorfchen Reihe u 
allen Fällen leicht iſt. 

Noch bemerken wir, daß nach) (37.) aud) 

au — a (a — e)n—1 « _ ar (1 — Oyn—1 
ee e Ton“ — 1...(n— 1) 
und folglich für «—=1: 

Fin)(i) _ Pılt—eyei —2 

N =/, er Wa pn (6) 
ift, wodurch alfo der Neft (f. oben) noch auf andere Art aus 
gedrückt wird. 

M. f. über diefen wichtigen Gegenftand auch eine Abhand- 
— Pe Ampere in den Annales de Mathem. T. XVII. 
pP» . 

49. Sey jegt u=f(lx, y) eine Function ziveier umabs 
haͤngiger veränderlicher Größen, fo ift, wenn wir die bloß in 
Bezug auf x als unabhängige veränderlihe Größe gemomment 
partielle Differenz dur) Azu bezeichnen: 


Au=f(x}+A,y) — fi(x,y); 
folglich | 
Oy Axu = Oyf(x+ 4x, y) — ö,flx,y). 
Seen wir nun 
um Oyflx,y)=ypl(x, y)öy; 


fo ift, weil dies für jedes x gilt, offenbar auch 
Oyflix+ AI, y) =p(x+4, y)öy; 





Fin) (Ga) 


und folglich 
6 Axu VPAx, y) öy — plz, y)05. 
Da nun augenſcheinlich auch 

ACõu (XTAx, y)öy— (x, y)öy 
ift; fo iſt immer | | 


Folglich 


O,u md, Au: 


Axöyu _OyAzu_ np — 
a. TI IR / 
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Laͤßt man nun Ix fid) der Null nähern, und ‚nimmt die Gräns 
zen; fo ift, weil befanntlich immer 
Lim AzCrn = — 


Lim Axu F Oxu 
? 22] x 
ift, offenbar Ä 

OxOyu _ d Oxu\ — 
rm a HIT’ 
da man Ox immer als conftant zu betrachten hat. Dies giebt 
die merfwürdige Gleichung | 

OxOyu = OyOxu 3 A 

d. 5. man gelangt zu einerlei Refultat, wenn man eine beliebige 
Function der beiden unabhängigen veränderlichen Größen x, y 
zuerſt nach x, dann nad) y differentiirt, oder die beiden partiel— 
len Differentiationen in umgefehrter Ordnung verrichtet. 


Iſt z. B. u = Arctang 7, fo findet man 





%&um = ;Ox, Oyu — — a; 
x? — 
Öxöyu = du len üxdy. 


50, Der vorhergehende Satz laͤßt ſich auch fehr — auf 
Functionen dreier veraͤnderlicher Groͤßen erweitern. Iſt naͤmlich 
a ‚yr 2), fo erhält man durch ſucceſſive Anwendung 
von 

Obydu= = Ox0z0yu = = he = Oy0z0zUu 
= 0,0 Oyu = 020, du, 

und dies find offenbar alle Permutationen, die ſich mit den ver⸗ 
änderlichen Größen x, y, z vornehmen laffen. Die dritte und, 
fünfte VAT folgen refpective aus der erſten und zweiten, 
weil nad) (49 

&xy,dum * õy õx õu 

oõxõz õ& u ⸗ u 02 0x 0y u 
iſt. Es erhellet leicht, daß man den Satz auf aͤhnliche * 
auch fuͤr Functionen mit vier, fuͤnf und mehrern veraͤnderlichen 
Groͤßen beweiſen koͤnnte; den folgenden ‚Schlüffen gebührt aber, 
wie man fehen twird, der Vorzug größerer Allgemeinheit. 


51, Nehmen wir nämlich überhaupt den Satz für Functio— 
nen mit n veränderlichen Größen als richtig an, fo läßt ſich 
auf folgende Art leicht zeigen, daß derfelbe auch für Functionen 
mit n +1 veränderlihen Größen und demnach allgemein gilt, 
weil feine Nichtigkeit vorher fhon. bei Zunctionen mit zwei und 
drei veränderlichen Größen nachgewiefen worden ift. Sey aljo u 
eine Function der n +1 veränderlichen Größen X, y r 2, V, 
Wr oe, und 


— 
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A FR OK OyOztriw U, Oz Or OzOwly U | 

feyen zuerft zwei beliebige. Permutationen, bei denen die fef 
Differentation ſich auf dieſelbe veränderliche Größe x bejie 
Weil bei der Differentiation nach y, Z, V, w, .... die Gr 
x als conftant betrachtet wird, und der Satz nad) der Vorau 
feßung für Functionen mit n veränderlichen Größen gilt; fo ii 
OydzOröw... um OvOzOwüy:-..Uu 3 
alſo auch 


O0, Oz tw u = õx õv õz õv Oy.. U 

Sind ferner 

õ. O, Oz Owl, vo 0z0x Oy: +. u 
wei beliebige Permutationen, bei denen fich auch die letzten D 
— auf beliebige verſchiedene veraͤnderliche Groͤßen 
und v beziehen; fo iſt, weil der Satz für Functionen mit n vi 
änderlichen Größen gilt, indem bei der Differentiation nad 
Z, v, w, .... die Größe x als conftant betrachtet wird: 

| Oy0dzOrOw... U Or0ydzdw. u 3 

und eben fo: 

Ow0z0x0y. u * õx õy õ O.. u 
Betrachten wir nun, wie es verſtattet iſt, õ, õ, 0 ... U 
bloß als eine Function von v, x, und ſetzen 

Iydzdwu—Flx,v); 

fo ift nach dem Dbigen j 
Oy020r0w: um OrF(x, v) 3 
Ow 0z0x0y 0. U GFlX,v)5 


Ox Ay Oz OrOw... u — OzxöyF(x, v) N 
N OrOwOzOxdy. sun ÖrOzxF(x, v) 3 
aber nach (49.) | 

OxörF(x, v) = YAF(xX,v); 
folglich 


õx õy 0z0r0w... U — Or Owizöcdy: u N) 
wodurch alfo unfer Saß allgemein bewieſen ift. | 

Daß man in jeder Function mehrerer veränderlichen Gröfi 
beliebige diefer Größen als conftant betrachten kann, verficht fü 
von felbit. Auch erhellet leicht, daß man in dem vorbergehent 
allgemeinen Sate beliebige fucceffive Differentiationen als fi 
aut ein und dieſelbe veränderliche Größe beziehend betracht 
fann, und daß demnach überhaupt der Ausdruck 

õmx On, Oz OlyAry... u 

ungeändert bleibt, wie man auch die Ordnung der einzeln 
Differentiationen verändern mag. 


52. Wir wollen nun noch eine allgemeine Negel zur Eu 
wickelung der hoͤhern Differentiale einer jeden Function mehre 


| alfo | 
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veraͤnderlicher Groͤßen entwickeln ſuchen, und dabei wieder mit 
Functionen zweier veraͤnderlicher Größen beginnen. Sey alfo u 
eine Function von x und y, ſo iſt nad) (47.) 

Au=m kur Aus u | 
Entividelt man nun nad) und nad) dag zweite, dritte ‚ vierte 
u. f. f. Differential; fo erhält man: | | 

um Our Ku 
+ Öy Oxu + 0?,u 
= 0’%u + 2xdyu +0°yu (51.) 
ou = O'zu + Wrrtdyu + Kd’yu 
+ Oy0?zu + 2 drdyu + Odyu 
= Odx u + 30?x0yu + 30x zu + O’yu (51.) 
ou = Oz u + 303: 0y u 4 30?x 0°, u + 0x0’, u 
+ 0y0’su + 30,0? dyu + 39,%x0°?,u + O%,u 
= Orsu+ 40° 0yu+60°:9°,u+4%0°yu+ O'yu (dt.). 
Die man auf diefe Art weiter gehen fann, das allgemeine Ge⸗ 
feß, und wie daffelbe allgemein zu beweifen, iſt flar. Es iſt 
naͤmlich allgemein | 


dad a a ED aan 


21 | 
.+ au "Or Anz 4 Ts Onın man 


j y 
oder nad) dem binomiſchen Lchrfage in einer leicht verftändlichen 
jedoch bloß fymbolifchen Sormel: 
j oõs u = (x +9, Jru . 
Der Sinn und der Gebrauch diefer Formel zur Entwickelung von 
mu wird ohne weitere Erläuterung erhellen, 
53. Sey jetzt u allgemein eine Function der n veränder- 
lichen Größen x, y, Z, v, Wr .....; fo iſt | 
A=hkurdurdur ut... | 
Bezeichnen wir ferner das Differential von u, wenn bloß y, z, 
V/W, er. als veränderlic betrachtet werden, durch du; fo ift 
u=-yu+ ur hurt ..; u 
alfo J | 


3) 

u=p+-qg+tr+s+t ...; 
wo p, q, T, 8, 2... Kunckionen von x, y, 2, v, ... find; fo ift 

du = Oxu + Oyu 4 Ozu + Oyu +... 

= xp + %&kg+ Or + Ss He... 

+ 0,p + 94 +oyr + Os + eo. 

+ Ozp + 0z4 + Ozr + ÖOzS # .... 

H+öhPpthgytr hr His +... 
IS DERE R FER ee 

Supplem, zu Kluͤgels Woͤrterb. I. 


du = ru + du. 
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= Ip + pt ip tirpt.-- 
+&g9 ++ kg tr .... 
+ Öxr + Oyr + Or + Ir + .... 


‚ + Ox5. + 045 + ds + vs th 


A u — ap, wo‘a eine conflante Größe, p eine Junction ve 
X, Yy 2, V, .... bezeichnet, fo iſt 
hu — fu 4 80yu oõzu oru . ... 
= aldzp + adyp + adzp + airp + ---- 
= ap t Op tip FÄrpt+ ...); 
alfo auch für Functionen mehrerer veränderlicher Größen: 
du = aop. 


erner i | 
ö r du= Oyu + 0zu + Oyu + ....; 
alfo 
ÖOx du = OxOyu ES OxOzu 4 Ox Oyu + .... 
== OyOxu 4 Oz0xu + OyOxu + .... (49.) ; 
aber | 
ÖOzu = Oydxu + 02 0x u + Or õx u 4 .o..5 
folglich 


Oxdu = —XR& 
Hieraus ergiebt ſich ferner leicht nach und nach: 
0?x du = Ox60xu = 60?zu " 
0, du = Kdd’zu m Öd’u, 
ötr du = dd’zu = dd%u, 
0x du = Orr du, 
u. f. f. u, ſ. f. 
alſo allgemein 
— On. du = ddnu 
J 50 9 a öc,um don. du = On,ö?u, 
8° 0%,u = ddr. d?u = On,ö?u, 
Hdyum son, du = Or.ötu , 
5 On,u = 0%, du = Or, Öödu, 
u. ſ. f. u. ſ. f. 
Alſo für jedes m und m: 


da On,u = On, dmu . 


\ 


Ueberhaupt ift auch 

Or, dmu = On, — dr, öm-lu. 
Alle diefe Säge mußten hier “eingefchaltet werden, um das d 
gende kurz und deutlich entwickeln zu können, Entwidelt ® 
nun mittelft derfelben aus der oben bewieſenen Sormel 
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du = u + du 
nach und nad) 9?u, öoꝛu, ou, 4 fo ergiebt ſich: 
du = Ozu + du 
92u * Ö?x u + Oxdu 
+ ödzu + d?u 
= 0%,u + 2du + du | 
ou = O’%u + 20°, du +. 0x 8?u 
+ 60°,u + 280. du + du 
= O’zu + 39%, du + 30 d?u + Su 
O’u = O’zu + 39°, du + 302. d?u + 0x d3u 
+ 50°: + 350%. du + 35x d2u + Ju 
= 0%, u + 49°, du + 602, 8?u + 49. d3u + öiu. 
Wie man auf diefe Art weiter gehen kann, ift klar, und eg ift 
folglicy allgemein | Ä z 


ou = = (u,u + —dn-1du4+ — du-+. 
.. * ln, oͤn⸗·2 u + — 
oder in einem leicht RE EN fombolifchen Ausdruck: 
um = (%&+ ö)au . 
. 54, Iſt u eine Function zweier veraͤnderlicher Größen x, y, 
fo iſt nach) (52;) 
oau = (x + Ay)au. Ä 
Iſt nun u eine Function der drei veränderlichen Größenx, y, z; 
ſo iſt allgemein 
onu (oô, + wu: _ | 
fofgtic, an der in (53.) bewieſenen allgemeinen Formel: 


ou = dru —ön-1(0, + 6z)u 


+ —— + 02)? u 


— Na, + — 


4 Fox (Oy + Ozyn—1u 


+ (Oy + Oz yu ’ 
d. i. nach dem binomifchen Lchrfaße, wenn man nur immer den 
bloß — Sinn dieſer Formeln gehoͤrig feſthaͤlt: 
au= (9% + Oy + Oz Jru n 
Iſt nun ferner u eine Function der vier veränderlichen Größen 
X, Y, 2, v5 fo ift allgemein 
õnu (õ, +9 + Oyjau 5 
| Xxr 2 
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alfo nad) der in (53.) bewieſenen Formel: 
deu = O%,u + —dn-1(d, + Oz + Oy)u 


+ er gn-2(dy + 02 + 9)? u 


. [3 32. 032 81 BT 7 8 Tr 8 rt 2 


+ ler + 02 + Ay)au 


4 — dx (dy 4 Oz + Oyyamtu 


+ (dy + 02 + Ov)u, 

und folglich wieder nad) dem Binomials Theorem: 
ceu = (dx + Oy + Oz + Oy)ru . 

Wie man auf diefe Art weiter gehen kann, ift Elar, und es ii 
alfo für jede Function u einer beliebigen Anzahl veraͤnderlicht 
Größen: | 

cau — (9x + dy + 02 4 Or + Ow + ..yjau . 
Mittelft diefer Formel laſſen fid) die hoͤhern Differentiale dr 
Sunctionen mehrerer veränderlicher Größen nad) einer ſchon at 
deriveitig völlig befannten Regel der Analyfis mit der gröfte 
‚ Leichtigfeit, wenn man. will, bloß mittelft gemeiner Multiplicr 
tion, entwickeln, und wie wichtig die Neduction der Methode 
- der Analyſis auf ihre moͤglichſt Fleinfte Anzahl ift, bedarf miöt 
erſt noc) einer befondern Erinnerung. 

55. Noch bemerken twir, daß, fo wie in (53.) einige fi 
her nur. für Functionen einer veränderlichen Größe bewieſen 
Saͤtze auch für Functionen mehrerer veränderlicher Größen bewi— 
fen worden find, dies ſich aud) noch bei manchen andern Säge 
leiften läßt, welches bier bloß an ein Paar leichten Beifpuin 
gezeigt werden foll. | i 

Iſt z. B. U — pq, wo p und qg Funckionen von X, ) 
Zy .... find; fo i 

a=kurlur dur... 
= POxq + qOxp 
+ pdyq + gap 
+ pozq + gq0zp 
= p(«kg+töyg+9gH+ «»--.) 
+ g(%&Pp +0yp + Op + «-.-) > 
d. i. auch für Functionen mehrerer veränderlicher Größen: 


du = d.pg = pdg + gop - | 
Für u=- iſt u=p, alfo | 
qou + udg = Op, | 
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woraus, wenn man u — ſetzt, leicht 
du= g9p —pdq — pe 
q? 
folgt. 
Iſt u=p", fo iſt 
Au=-kuryurdur. 


np®—10.p + — + npn=19, p + oe... 
npu-i (õx p -# Oyp + GzPp + +...) 


d. i. 
| | Öu = npn-10p . 
Si u= Ip if 
cu = zu +Aurdut.... 
Öx 0 7 
„Sr ,dr jr, — 
8e +0p-+0zp .... 
P 
d. i. 
— 
p 


Eben fo ift für u — er 
A=-kurd'yurdur... 
eröxp + erdyp + erdzp + -+-- 
e(ösptFop FO Pp-+ ----) 
du =eröp. 
Aehnliche Beifpiele würden. ſich leicht mehrere geben laflen. 
Iſt überhaupt, wenn p, q, T, s, ..... Functionen von 
X, Yr 2, v, .... bezeichnen, 
u=f(p,g,1r,5,...)5 


- m= ku + du+ du + ur... 
und folglich nad) dem in (47.) beiwiefenen Gage: 
Qu= fpr(P5r.-)dxptfalpyr, gti 
+, 95) p+fa Bun. )dyg+frlp pH )Ortt 
+f, (PT. )özp+fa(p,gr,. )Jdzg-t+fr(p, g,T, . —* 


d. i. 


* 60:65» ){fxp+%yp+%p + :- en 
+fı(Pp, 9; IT,» J){%xg+Oygt+Ig +... J 
+fr(p, gs It,» era 4 
+. ae . 

d. i. —— 
Au=f,(Pp Gr. ee KL 21072 272 Jör+.. 
Steru=plif,.,®d 
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Fp(p, 4) = gpr-t, (P, 4) = pilp. 
Folglich ift in diefem Zalle 
du = gpa-!öp + pilpdg. . 


2 


Fuͤr u=pg if 


fp(p,gq)= 9 fulp gq)=Pp 3 
alſo | Ä 
du = qõp + pog , 
wie fchon oben gefunden. worden ift. 
Für u — peing iſt 


fp(p, q) = sing. ping-i, f,(p, 4) = peinalp.cosg; 





alſo we 
au= — 4 pein Ip. cos qoq. 

Die Anwendung der obigen allgemeinen Formel iſt im keinem Fall 
Schwierigkeiten unterworfen, | 





IV. Bon der Differentiation der unentwidelten 
Sunctionen oder der Gleichungen. 


56. Der in (55.) bemwiefene allgemeine Saß führt, wien: 
fogleich fehen werden, unmittelbar zu den Regeln der Differentio- 
tion der Gleichungen. Iſt naͤmlich zwifchen den Größen x, 5 
Zy ... V, one. eine Öleihung gegeben, deren allgemeines Symbe 

| u — F(x, y, 2, ... v, ...)20 
ſeyn mag; fo kann man immer jede der Größen x, y, 2, ... Wen 
als Function der übrigen betrachten.. - Man kann folglid v= 
P(X, Yr Zr +++), alfo auch | 

w=f(z, Yt,..)=0 
“ feßen, und letztere Gleichung wird nun offenbar für jedes belie 
bige X, y, 27 .... gelten, fo daß alfo auch für jedes a, cv 
0y, 2; +0++% ' \ 
f(x} oox, y-Fady, z+ 007, ...)=0 , 
f(w+ 00x, y+ady, 2 + a02, ...) — (x, y, 2, 2...) =0 


iſt. Da nun nach (48.) du die Graͤnze iſt, welcher 
f(x+adx, y+ady, 2 + ad2,...) — f(x, y, Fe 








ſich nähert, wenn & fih der Null nähert, fo ift klar, daß in 
vorliegenden Falle du — O iſt. Nach dem in (55.) bemiefene 
allgemeinen Sage ift aber allgemein 
Qu=Fy(x,y2,.Y.) Ox--F', (8, y, 2, . 7...) dy+F’z (X, y, 2,.. v,.)o2t- 

| try ven )Or hen 
alfo iſt im vorliegenden Falle | 
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O F (x, y, 2, . .. )Ox -Foy (, y, 5. 1.)Oy+Fz (9 Y 2 “v,.)024. 
el Yo bscu ae) Or + 1... 

x, y, 27 ++. find hier unabhängige veränderliche, 9X, Oy, 02, ... 
folglich conftante Größen, weshalb alfo bei der, folgenden Differen⸗ 
tiation x = ör25y 822 — ... ⸗O zu feßen iſt, u. ſ. f. v 
dagegen iſt von X, y, Z, ++. abhängig, und die hoͤhern Diffes 
ventiale von v dürfen alfo nicht = 0 gefeßt werden. 

‚Segen wir jeßt überhaupt 5 

u=F(x,y,2,.)=0, 

ohne zu beftimmen, welche der veränderlichen Größen x, y, Z ... 
als Function der übrigen betrachtet werden foll; fo ift nad) dem -» 
Dbigen allgemein | 

0=Fx (8 y2,.)0x-+F’y (8%, y) 2, «) Oy-+F'z (8,33 2, « )öz+.. > 
wo nun auc) jede beliebige veränderliche Größe ale Function 
der übrigen betracjtet und als folche behandelt werden kann. 
Rur muß man bemerken, daß die hoͤhern Differentiale der letz⸗ 
tern Größen faͤmmtlich SO zu ſetzen find, welches in Bezug 
auf die erftere Größe natuͤrlich nicht verftattet ift. Nach dem 
Dbigen ift, wenn man die Größen X, Yr Z7 «++ ſaͤmmtlich als 
unabhängige veränderliche Größen behandelt, J 
 Qu=F%(8,y12,.)0x+FPy(,y2%.)0y+F2(%,y2 . oö2 ...3 
folglich, wenn u=0 iſt, immer auch du — 0O, indem man bei 
der Differentiation alle veraͤnderliche Größen, von denen u ab⸗ 
haͤngt, als unabhaͤngige veraͤnderliche Groͤßen behandelt. Nach 
der Differentiation kann man dann ganz beliebig jede veränder= 
liche Größe ald Function der übrigen betrachten, 

AR v wieder diefe Größe, fo erhält man alfo auf diefe | 
Weiſe immer eine Gleichung zwifhen X, y, Zr ++» x, Oy, _ 
DZ, 0. und v, ov. Natuͤrlich iſt nun auc) ferner auf gleiche 


Art 
u=0, Hu=0, (um, um, ...., 
wobei jedoch zu bemerken ift, daß bei der Entivicelung von 
3?u, Hu, A*u, ddu, .... die böhern Differentiale von x, y, 2 +++ 
fämmtlih —=O zu feßen find, welches aber von den höhern 
Differentialen von v nicht gilt. 
Man habe z. B. die Gleihung 
u yꝰ — 3axy x⸗ 30; 


ſo iſt 


Igli 
folglich — (ay— 2) + („?—ax)y=0. 


Betrachten wir nun y ald Function von X, fo ergiebt ſich hier⸗ 
aus unmittelbar 


ux — 3ay + 3x? j u’y = 3y? — 3ax ; 


ay—x? ey _ay—r? 
Oy = — 3* 





y—ar 
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Behandeln wir num ferner y als Function von x, fo giebt eine 
neue Differentiation der Gleichung 
(yP—ax)dy — (ay—x?)02=0, 
wo num 6x als conftant zu betrachten ift, leicht: 
(y?—ax)d?y + 2ydy? — adıdy — adxdy + 2x0x? —= 0, 
oder 


2 0 0 
van) Ir (Da + ıx=03; 


alfo, wenn man den gefundenen Werth von = ſubſtituirt: 


0?y _ 2a’xy 
Tan 


Wie man auf diefe Art weiter gehen fann, iſt Flar, 
,, ‚Hat man zwiſchen m veränderlichen Größen x, Y, 2, .... 
überhaupt m Gleichungen : 
u=0,v=0,w=:0,8=0, ...3 
fo dat man zugleich auch die folgenden m Differentialgleichungen: 
au=0, Ivr=0,0w=0, ds=(0,..., 
mittelft welcher fich) immer die Differentiale oder derivirten Fun— 
etionen von m veränderlichen Größen, die man als Functionen 
der übrigen n — m betrachtet, beitimmen laffen. Daß überhaupt 
cau=0,dıv=(0, dew=0,0es =0, ... 

ift, und diefe Gleichungen zu der Beftimmung der aten Differen- 
tiale oder derivirten Sunctionen von m veränderlichen Größen, 
als Functionen der übrigen betrachtet, führen, ift aus dem Bor: 
bergehenden flar. | 

: Das Bisherige wird für alle Fälle, die bei der Differentia- 
- tion der Öleihungen eintreten können, völlig hinreichend feyn. 

57. Noch bemerfen wir hier, daß die partiellen Differen- 

tialquotienten, welche, tie aus dem Vorhergehenden erhellet, 
aud) bei der Differentiation der Gleichungen fortwährend in An- 
wendung fommen, von Euler immer durh Einfchließung in 
Parenthefen bezeichnet worden find, und auch z. B. Laplace 
ſich diefer Bezeichnung durchgängig bedient hat. NHiernad) bezeich- 


nen alfo 3. B. A R 
m); 3) (Fe 


daffelbe, was wir oben durch We, Uy, Wzy5 ...., Oder durch 
Oxu Au Ozu 
"x ay’ Dz .... 
bezeichnet haben. Man muß jene Bezeichnung fennen, weil fie 
in Werfen häufig vorfommt, die -in der Mathematif als claſſiſch 
betrachtet werden, und von Jedem gelefen werden müffen. 
neuern Schriften findet man die Parentheſen häufig weggelaſſen, 


Pe 
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wie es uns ſcheint, nicht zum Vortheil der Wiſſenſchaft, wenn 
man nicht eine andere Bezeichnung, wie z. B. die obige von ung 
zebrauchte, an die Stelle der Altern ſetzt. Soll u zuerft nad) x, 
dann nad) y differentiirt iverden, fo bezeichnet man durchgängig 


die Differentialquotienten durd) , nicht durch (#8): weil 
hier feine Ziveideutigfeit möglich ift. 


58, Einige Hiftorifche und Titerarifche Bemerkungen mögen 
Diefen Artikel befchließen, Der wichtigfte Fortfcehritt, welchen die 
Differentialrechnung feit dem Erfcheinen des eriten Theile diefes 
Woͤrterbuchs gemacht hat, ift ohne alle Widerrede die Beftim- 
mung des Meftes oder Fehlers’ bei der Taylorfchen und Maclau- 
einfchen Reihe für Zunctionen einer und mehrerer veränderlicher 
Größen, welchen man begeht, wenn man die Reihe mit einem 
gewiſſen Gliede abbricht. Zugleich liegt in dieſer Beltimmung 
ein allgemeines Criterium der Gonvergenz und Divergenz der 
Reihe, und ſonach die fichere Entfcheidung, ob die Reihe übers 
haupt zur Darftellung des Werthes der entfprechenden Function 
brauchbar ift oder nicht; oder mit andern Worten, ob diefer 
Werth der Function im eigentlichen Sinne die Summe ber in 
Dede ftehenden Reihe ift oder nicht. Wie wichtig diefe Erfindung 
daher für die gefammte Analyfis ift, leuchtet ein. Schon jeßt 
haben mehrere Theile der Theorie der fogenannten unendlichen 
Reihen eine gänzliche Umgeftaltung erhalten, und viele Refultate, 
die für völlig allgemein galten, find in Graͤnzen eingefchloffen 
worden, diber die hinaus ihre Anwendung unficher if. Sowohl 
gegenmwärtiger Artikel, ald auc) z. B. die Artikel Convergenz der 
Reihen und Binomifcher Lehrſatz in diefen Zufägen liefern hierher 
gehörende Beifpiele in großer Anzahl, Wir auguriren unbedenf- 
lid) aus der mehrgenannten on Erfindung der gefammten 
Analyfis eine ihr bevorftehende vollfommene Umgeftaltung. Eins 
treten wird dieſelbe gewiß; wie früh aber, oder wie fpät, 
laͤßt fid) nicht beftimmen; denn noc) fcheint der Werfmeifter zu 
fehlen, welcher das Gebäude in feiner ganzen Größe und Schön 
heit aufzuführen die Kraft und den Willen hat. Soll aber etivag 
Tüchtiges entftehen, fo muß der Bau, das fehen wir wohl ein, 
vom unterften Sundamente an beginnen, und nicht bloß in einem 
Ausfliclen des alten Gebäudes beftehen. 


Die erite Beſtimmung des Reſtes der Taylorfchen Reihe: 
verdankt man Lagrange, worüber die Theorie des fonctionss 
analytiques. :p. 5%. und die Legons sur le calcul des fon- 
ctions p. 88, nachzufehen find, Lagrange blieb jedoch bei 
Sunctionen einer veränderlichen Größe flehen, und die von ihm 
gewählte Art der Darftellung des Neftes war nicht ohne Unbe— 
quemlichfeit,, fo wie auch die Methode, wie er zu derfelben ge— 
langte, noch manches zu wiünfchen übrig ließ. Vervollkomm net 
ward diefelbe zuerft von Ampere:in einer Abhandlung im Jour- 
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nal de l’&cole polytechnique. Cah. XIII., und auf $unctio- 
nen mit jeder beliebigen Anzahl von veränderlichen Größen aus— 
gedehnt in den Annales de Mathematiques. T. XVII. p. 317. 
Lagrange hatte befanntlich bei feiner berühmten Theorie des 
fonctions analytiques den Zweck, die Theorie des Differential 
calculs durch völlige Ausfchließung des Unendlihen und der de 
trachtung der Gränzen zu erleichtern und felter zu begründen. 
Iſt denn aber das Unendliche nicht felbft in den unendlichen Rei— 
hen enthalten? Voͤllig eliminirt wird ed nur dann, wenn man 
in jedem Salle, wo man die Reihe auch abbrechen mag, den 
Heft oder den Fehler beitimmt, und die Reihe nur dann als 
ſogenannte unendliche Reihe zuläßt, wenn der Fehler, indem die 
Gliederzahl währt, fi der Null immer mehr und mehr nähert, 
und derfelben, wenn man nur die Gliederzahl groß genug ninmt, 
beliebig nahe gebracht werden kann. Soll aber der Fehler im 
Allgemeinen auf eine völlig firenge und moͤglichſt einfache Weiſe 
beitimmt werden, fo ift, wie man in neuerer Zeit erfannt hat, 
die Betrachtung der Graͤnzen unerläßlih, und fo iſt es aller— 
dings überaus merkwuͤrdig, daß Lagrange, welcher durch feine 
Functionen » Theorie die DBetradytung der Gränzen umgeben und 
vermeiden wollte, durch die ebenfall8 von ihm zuerſt gegebene 
Beſtimmung des Zehlerd bei der Taylorfhen und Maclauriu— 
ſchen Neihe die Differentialrehnung wieder zu der Betrachtung 
der Gränzen zurückgeführt hat. Für das wichtigfte neuere Werf 
in diefer Beziehung, worin die Differentialrechnung ganz auf die 
Lehre von den Gränzen gebaut ift, halten wir unbedenklich das 
Resume des Lecons sur le caleul infinitesimal, donnees a 
Tecole royale polytechnique par Cauchy, wovon big jet 
der erfte Theil (Paris 1823.) erfchienen ift, welcher die Diffe- 
rentialrechnung vollftändig und einen Theil der Integralrechnung 
enthält. Diefes Werk follte von Keinem ungelefen bleiben, sel 
cher die Strenge bei analytifchen Unterfuchungen liebt. Gegen: 
wärtiger Artikel fchließt ſich vorzüglich an diefes Werk an. 
‚zweckmäßig wird mit deffen Studium der Cours d’Analyse de 
‚Vecole royale polytechnique von demfelben Verfaſſer ( Paris. 
1821.) verbunden, Die Gränzenmethode ift in erfterem Werfe 
auf einfachere Art angewandt, als in PHuiliers ſchon aus 
dem erften Theile diefes Woͤrterbuchs hinlänglich befannter expo- 
sitio elementaris principiorum calculi differentialis et inte- 
gralis. Tubingae. 1795. Vorzüglich gehört endlich noch hier- 
her ein treffliches Memoire sur }a theorie des'puissances, des 
fonctions angulaires et des facultes analytiques von Erelle 
in deffen Journal, Thl. VIL Heft 3 und 4, welches aud) in 
einem befondern Abdruck (Berlin. 1831.) erfchienen if. Die 
genannten Schriften bilden, wie ed mir. feheint, den toahren 
Kern der neuern Literatur der Differentialrechnung, Bon andenn 
nenne ich nur noch folgende: | 
Buzenzeiger’s leichte und kurze Darstellung der | 
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‚rential- Rechnung. Ansbach. 1809. (Ganz nad Lagran— 

Sunctionentheorie gearbeitet, aber in diefer Beziehung recht 
hlenswerth, aud) wegen eines allgemeinen der ganzen Dar 
ig zum: Grunde gelegten Saßes.). 


Berfuc einer rein algebraifchen und dem gegenwärtigen Zu- 
e der Mathematif angemeflenen Darftellung der Rechnung 
yeränderlichen Größen von Erelle. Erfter Band. Göttin 
1813 (ebenfalls ganz nad) Lagrange, wegen der vielen 
ı Zeichen eine befondere Einarbeitung erfordernd.). 


J. T. Mapyers vollftändiger Lehrbegriff der höhern Ana⸗ 
‚ 2 TIhle. Göttingen, 1817 u. 18. (Für Solche, die Höhere 
yſis praftifcher Zwecke wegen fludiren, recht brauchbar, ohne 
ſtrenge Gründlichfeit Anfpruch machen zu dürfen.). Hi 


Anfangsgründe der böhern Analyfis von Bohnenberger, 
ngen. 1811 (Gehört zu den gründlichften Schriften unter 
I, weldye von der Lehre von den Gränzen ausgehen.). 
Schweins Theorie der Differenzen und Differentiale. 
lelberg. 1825 (Wegen der vielen eleganten in großer Allge- 
heit ausgeführten Entwicelungen nach hinlänglicher Vorbe— 
Hi. nr andern Schriften zum Studium ebenfalls fehr zu 
14 en, ® a 
Lubbe, Lehrbuch des höhern Calculs. Berlin. 1825 (In's 
zöfifche uͤberſetzt von Kartfcher Paris. 1831.), 

Mehrere mit vieler Einficht ausgeführte Unterſuchungen ents 
: Differenzial- und Differenzen» Ealcul von L. Dettinger. 
3.1831, 

Das ausführlichfte Merk ift noch immer: | 
Trait& du calcul differentiel et du calcul integral par 
roix. T. I— III Seconde edition Paris. 1810 — 19. 
den Principien fi) an Lagrange anfihließend, ohne fid) 
Zeichen deflelben zu bedienen.). Bon dem erſten Theile der 
n Ausgabe (1797) hat Grüfon eine ungemein fchlechte 
eſetzung in zwei Bänden. geliefert (Berlin. 1799.). 

Als Elementarlehrbächer find in Frankreich am beliebteften:. 
Lacroix, Traité elementaire de calcul differentiel 
tegral. 2° ed. Paris. 1806. (Ueberf. voondaumann) und 
Boucharlat, Elemens de calcul differentiel et inte. 
Paris. 1814. (Ueberf. von Göbel, Frkft. 1823.) 
Erfteres iſt ganz elementar, und beruht auf der Lehre von 
Sränzen, ohne auf völlig confequente Durchführung Anfpruch 
en zu dürfen. | 
Garnier, Lecons de calcul diff. et int, Paris. 1811 
312. | Ä 
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Dubourguet, Traites el&mentaires de calcul dif. 
int, 2 Vol. Paris. 1810 et 1811. 

Eine ſich im Wefentlichen ganz an Lagrange anfdhlieh 
ausführliche Abhandlung von Gergonne: Exposition elemi 


taire des principes du calcul differential f, in deffen Anı 
les de Math. T. XX. No. VIII u. IX. 


Mit der Aufhellung der u, der Differentialrehn 

befchäftigen fich, und find in dieſer Beziehung empfehlenswert! 
E. G. Fischers Untersuchungen über den eigen 

chen Sinn der höhern Analysis. Berlin. 1808. und 


Carnot, reflexions sur la metaphysique du calcıl 


finitesimal. Paris. 1796 (Üebers. vou Hauff. Frkft. 1% 


Obiges Verzeichniß enthält nur einige der wichtigſten, 
meiften zu empfehlenden Schriften. 


Diacaustica, vergl. den Art. Cauſtiſche Flaͤchen 
Linien i. d. 3. 


Discontinuirliche Functionen (fonctions discontin 
ſ. Stetige Functionen. 


Diſtanz⸗ Erponenten, ſ. Combinatoriſche Analyſis ( 
Divergenz der Reihen, ſ. Convergenz der Reihen. 


Dividuus, kleinſter gemeinſchaftlicher, fe 
ler (9.). J 


Dodekadik. Horstig, das arithmetische Dust 
mal-System von seiner praktischen Seite dargestellt. L 


zig. 1801. J 
Doppelpunkt, ſ. Vielfacher Punkt. 


Doppelſchnitts-Verhaͤltniß (ratio bissectionali 
das Verhaͤltniß zwiſchen den zwei Verhaͤltniſſen, nach wi 
eine gerade Linie, in Bezug auf zwei in ihr liegende Punkt 
Gränzpunfte, in zwei andern Punkten gefchnitten wird. ! 
denfe ſich nämlich) eine beliebige gerade Linie AB, deren & 

unfte A und B find, und betrachte die Richtung von A 

als poſitiv, die entgegengefeßte Nichtung als negatit. 
nun C ein dritter beliebiger Punkt in der in Nede ſtehender 
nie, fo fol AC:CB dag Verhältniß feyn, nach welden 
von C in Bezug auf A, B ale a gefchnitten & 
wobei zu bemerfen ift, daß diefes Verhaͤltniß nach der veriö 
nen Lage von C in Bezug auf A’, B pofitiv und negatır 
kann. D ſey ein vierter Punkt in der in Rede ftchenven } 
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folglich AD:DB das Verhaͤltniß, nach welchem AB von D 
ug auf A, B als Gränzpunfte gefchnitten wird; fo iſt das 
iltniß zwifchen den Verhältniffen AC :CB und AD: DB, 
dag Verhältniß | 
| AC AD 
CB '’DB 3 œ 
Doppelſchnitts-Verhaͤltniß, nad welchem AB von 
nd D in Bezug auf A und B als Graͤnzpunkte gefchnitten 
Mehrere Säge über ſolche Verbältniffe hat Moͤbius in 
n trefflichen Barycentrifchen Calcul (Leipzig, 1827.) ©. 243 


65 beiviefen, und deren Anwendung im der Geometrie gezeigt. 


‚ and) den Art. Vielecksſchnitts⸗-Verhaͤltniß i. d. 3. 


Dreieck. Das ebene geradlinige Dreieck hat eine große 
je merfiwärdiger Eigenfchaften, von denen im Artikel Dreieck 
rſten Theile diefes Woͤrterbuchs ſchon mehrere bewieſen wor— 
ſind. Die Zahl derſelben iſt aber durch neuere Erfindungen 
vermehrt worden, und es haben vorzüglich zwei deutſche Ma— 
atiker: Crelle und Feuerbach, um dieſe einfache Figur 


ſehr verdient gemacht. M. ſ. Crelle: Ueber einige Eigen- 


ten des ebenen geradlinigen Dreiecks. Berlin, 1816. und 
erbach: Eigenfchaften einiger merfiwärdigen Punkte des ge= 
nigen Dreiecks. Nürnberg, 1822. Die, von. diefen beiden 
jyematifern gefundenen Saͤtze hat C. F. U, Jacobi in 
guten Gelegenheitsfchrift (De triangulorum rectilineo- 
proprietatibus quibusdam nondum satis cognitis. Num- 
1, 1825.) gefammelt, fyftematifch geordnet, zum Theil neu 
fen, und mit eignen Bemerfungen vermehrt. Auch f. m. 
ı0t; Geometrie der Stellung, a. d. Franz. von Schu- 
'her Thl. J. u. II. Altona, 1810. Strasznidi: Das 
linige Dreieck und die dreifeitige Pyramide nach allen 


ogien dargeftellt. Wien, 18277. Metternidh: Geome 


e Abhandlung über die Theilung des Dreiecks durch drei 
a nacy beftimmten Richtungen. Mainz, 1821, Erelle: Samm- 
mathematifcher Auffäße und Bemerfungen. Berlin, 1821. 
Il: Aufgaben über ebene Dreiedfe, worin Summen oder 
tenzen von Seiten oder Winfeln gegeben find. Halle, 1826, 
ehlke: Aufgaben üb. dag geradlinigte Dreieck. Königsb. 1826 ; 
kannten Sammlungen geometrifiher Aufgaben von Meier 
ſch und Puiſſank, die mathematifchen Journale und den 
el Trigonometrie (19.) und Zransverfale in. diefem Wör- 
de, wo man auch noc) einige hierher gehörende Schriften 
uͤhrt findeg Ueber die Formel für die Area des Dreiecks 
feinen dre® Seiten f. m. die befondere Schrift: Ueber die 
chnung der Dreiecksebene aus ihren drei Seiten von J. J. 
offmann. Afchaffenburg, 1813,, und von ältern Werfen 





Schiwenters Geometriae practicae novae ef auctae | 


tatus II. Nürnberg, 1623. ©, 111—118,, und C. Cla- 


— 
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vii Geometria practica. Lugduni, 1607. p. 158 — 161., ws 
fi) auch ein fonthetifcher Beweis (ſ. Thl. I. S. 933.) der For 
mel findet. Es kann nicht unfere Abſicht feyn, im gegenmärtis 
gem Artifel alle neuerlich entdeckten Eigenfchaften des Dreiecks 
zu fammeln, weil dazu ein befonderes Buch erforderlich fern 
wurde, und diefe Säge, wenn ich mic) fo ausdrücken darf, wıe 


fo manches Andere in der Mathematik, doc) eigentlich bloß zum | 


Luxus gehören, ohne daß ich denfelben hierdurch ihr wiſſenſchaft⸗ 


liches Antereffe im mindeften ſchmaͤlern, namentlich ihren großen | 


Werth für die Geiftes- Öymmnaftif abfprechen will, Nur Einiges 
des Wichtigern, vielleicht weniger Bekannten, follen die folgen- 
den Blätter aus diefem großen Reichthume ausheben, 


1. Am meiften find die fogenannten Scheitellinien des Drei: 
ecks unterfucht worden, worüber im Artikel Dreieck im eriten 
Theile die Nummern 13, 14, 15, 16 nachzuſehen find, Nach 
einer Bemerfung von Gauß, die man in Carnots Geometrit 
der Stellung. Thl. II. ©. 363. finder, läßt fih der Sag, daß 
die drei von den Spigen eines Dreiecks auf die Gegenfeiten gt 
fällten Perpendikel, d. i. feine drei Höhenlinien, jederzeit in eis 
nem Punkte zufammentreffen. (Dreieck. 14), hoͤchſt einfach auf 
folgende -Art beweifen. Sey ABC (Fig. 20.) das gegeben 
Dreieck; die drei Höhen feyen Aa, Bb, Ce. Zieht man num 


dvurh A, B, C Parallelen mit der Gegenfeite des gegebenen 


Dreiecks, wodurch ein neues Dreieck A’B’C entfteht, fo ift, weil 
z. 3. AA’ und BB’ Parallelogramme find, CA’—= AB, CH’ 
— AB, alfo CA —=CB. Ganz eben fo erhellet, daß BA’= 
BC, AB =AC ift, und die drei Höhen des Dreiecks ABC 
find folglidy) drei auf die Seiten des Dreiecks AB'C durch dern 
Mitten errichtete Perpendifel, welche fich nach einem Safe, ber 
fchon in- den Elementen angetroffen wird, aud im Ark. Dreick 
(13.) beiwiefen ift, in einem Punkte fchneiden. 


2. Daß die von den Spigen A, B, C (Fig. 21.) eines 
Dreiecks ABC nad) den Mitten a, b, e der Gegenfeiten gejo— 
genen Linien Aa, Bb, Ce fidy in einem Punkte fchneiden, mag 
am einfachiten auf folgende Art bewieſen werden. 

Sey Ab=Cb, Ba= Ca, Man ziehe Aa, Bb, melde 
fih in O ſchneiden. Zieht man nun CO und verlängert felbige 
bis zur Seite AB, fo ift zu zeigen, daß AB von CO Halbirt 
wird, oder Ac=Be if. Nach der VBorausfeßung ift MABa 
—= JACa, ABOa=41CDOa, woraus durch Subtraction ZAOB 
‚= JAOC, und ganz eben fo JAOB = ZBOC, alfo SAOC 
—= ABOC folgt. Letztere zwei Dreiecke haben eiggrlei Grundlinie 
CO, aljo, in Bezug auf diefe Grundlinie, auch gleiche Höhen. 
Die Höhen der Dreiefe AOC, BOC in Bezug auf CO als 
Dafis find aber zugleich die Höhen der Dreiecke ACc und BCe 
in Bezug auf Ce als gemeinfhaftliche Grundlinie. Folglich ha: 
ben auch die leßtern zwei Dreiecke einerlei Grundlinie Ce um 
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gleiche Höhen, und find alfo einander gleich, d. i. AMCe = ABC. 


Nimmt man aber: Ace und: Be als Grundlinien diefer Dreiecke 


an, fo haben diefelben einerlei Höhe, und es müffen folglich, da 
fie einander gleich‘ find, auch ihre Grundlinien einander gleic), 
d.i, Ac=Be feyn, w. ;. b. w. 


Da, wie wir vorher gefehen haben, JAOB = JAOC — 
ABOC, um, wegen Ac=Be, Ab=Cb, Ba= Ca, 
AAOc = ABOc = + 4AOB, JAOb = ACOb = 4IAOC, 
ABOa = IC0a = z ABOC ift; fo it ZAOc = ABOc = 
AAOb — ACOb = 4BOa —= ACOa; folgli 5. B. ZAOC 
—=24A0c, CO =2.c0, und eben f BO=2.60, AO — 
2.20, oder Cc=3.c0, Bb=3, bo, Aa3. 20, 

es iſt 


AO 5 
Aatrmtro nt 
Oa 
TE — 


wie aus dem Vorhergehenden unmittelbar folgt. 


% 


3. So wie man den Inhalt eines Dreiecks durch feine drei . 


Seiten darftellen fann, fo fann man denfelben auch durch feine 
drei Höhen ausdrücen, Iſt nämlicy immer ABC dag gegebene 
Dreieck, deflen drei den Winfeln A, B, C gegenüberftehende Gei- 
ten wie —— durch a, b, c bezeichnet werden, fo ift, wenn 
die durch A, B, C gezogenen Höhen refpective Pr 9 r find, 
und 4 den Anhalt des Dreiecks bezeichnet: _ 
24 24 24 
am ——, = —, cC= — 3 
pP q r 
alſo, weil befanntlich 


„ A=NGFEFaBFreNareBarg 
it: 


und — wenn wir u Pe wegen ” u — 


=Pp,g,r ſetzen: 
1 
IHN Hr PP tr Pt). 


Sir p +g+r 20 ergiebt fich leicht: 
1 


A= ———— , 
. AY o(o—p’)(o—qg’)(o—r) 
Bezeichnen wir die Area eines Dreiecks, deflen Seiten die reci- 


profen Höhen des gegebenen Dreieds find, durch TS‘, fo ift be⸗ 
fanntlid) 


 d=To(o—p)(o—g’)(o—r); 
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olglich immer 

4. Auch durch die drei von den Spitzen nach den Witt 
der "Gegenfeiten gezogenen Linien laͤßt ſich der inhalt des Dreict 
ausdrücken. Die Seiten des Dreiecks ABC (Fig. 21.) fur 
jeßt 2a, 2b, 2c, und die durdy A, B, C nad) den Mitten v 
Gegenfeiten gezogenen Linien feyen &, 6, 9. In Fig. 2. ifiu 


2 2 um 2 2 2 _4h? 
copy = re, cos (180° — p)=— cosp= — * 


a? + a? — 4c? = — a? — a? + 4b?, a? = 2b? + 202 — a. 
Wir haben alfo 
a? = 2b? - 20? — a?, a? + a? = 2b? + 2c? 
p? = 2a? + 20? — b2, b?2 + 42 = 202 + 2a? 
y? = 2a? + 2b c?, 0? + y?—=2a? + 2b?; 
wodurd zugleich die Linien a, 6, y durch die Seiten des Dreid 
ausgedrückt find. Eliminirt man.c aus der erften und dritte 
fo wie aug der zweiten und dritten Gleichung, fo fommt: 
a? +2y?2 = 3a?+6b?, 8? +2y? = 6a? 3b?, 
und hieraus durch Elimination von b: 
2(P?+y) — 42 =9a?. 
Um alfo a, b, e durch a, 6, y. auszudrüden, hat man: 
were In ‚b2 „eitnZf 2 (a? He 


“. we 


‚„ce= 


Denkt man ſich nun die durch A gehende Höhe y des Di 
ecks gezogen, und bezeichnet die durch) diefelbe gebildeten Abſchuit 
der Grundlinie auf der rechten und linken Seite der Höhe dun 
x und Za—x, fo ift | 
y? = 4b? — x? = 4c? — (la—x)?, 


woraus leicht 
a?+b?— c? 
x= — une 3 
_ gr (tb oe)? _Aarb?—(at Hbr—cr)? 

y’ Ab’ — ( E ) Ze Va 

alfo, weil IS =ay iſt, 
| 4? 442 p2 — (a? +b?—c?)? 

folgt. Set man nun für a, b, c ihre obigen Ausdrüde du 
a, ß, y, fo wid: -— | 


ana = 2002 9? + But y2HBp° 7? — Bot _Bpt Hör‘ 
ee 81 


20? 8? — 100? y? — 108? y? + oc? + ß* + 25,* 
| 81 j 
180? 8? + 180? 7? + 188? 42 — 90% — 98* — 9y' 
— 


(a? +b2 — c?)? = 


d’= 
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_ Qu? BR + 202 y2 4 2272 ER TE —— | 
ET 22927?) . 
z — 
E (ern r=e-) 
— — 


4=1l!(e+P+Y)P+r—e)(e tYr—P)(a+P—y), 

oder, wenn wir a + +y=2% feßen: 

41=4 7 Ze)W Me). 
Iſt 40 der Inhalt des Dreiecks, deffen drei Seiten die von den 
Spitzen nad) den Mittelpunften der Öegenfeiten gezogenen Linien 
a, 8, y find; fo ift 

i — = 30’, 34 = 41’. 
Behaͤlt I die ihm in (3.) beigelegte Bedeutung, fo ift 

» 8 

4= 7 =14 u: 
oder SI" = -;,, fo wie nah (3.) If —=H iſt. 

Aus dem Vorhergehenden ergeben ſich auch unmittelbar Aus— 
druͤcke für die Entfernungen des gemeinfchaftlichen Durchfchnitts- 
punftes der drei Scheitellinien in diefem Falle von den Spiken 
des Dreiecks, Iſt nämlich O diefer gemeinfchaftlihe Durchſchnitts⸗ 
punft, ſo iſt nach (2.) | 

OA = 3, B=4,0C=% 
alfo 
OA = 23T 2b? +20? —a?, 
OB = 2’ 2a?+ 20? —b?, 
OC = 2Y’2a? + 2b? —c2 5 
oder, wenn a’, b’, © die ganzen Seiten des Dreiecks bezeichnen: 
OA = 23h? + 10? — 4a? = 1 Y I? +20? —a?, 
OB = 27 ja? +10? _ib? = 42a? + 20?—b?, 
OC = 2Y 4a’? + I’b? — ic? = 41V 2a? +2b?—cd?. 
Nach der in der Figur angewandten Bezeichnung ift nach (2.) 
OA = 40A, OB’ = 40B, OC’ = 300, | 
woraus fi) auch leicht Ausdrüce für OA’, OB, OC ergeben. 

d. Man gelangt zu der vorher gefundenen Formel auch auf 

folgende Art durch eine ſehr einfache ee Sey ABC 


(Fig. 23.) das gegebene Dreied, A, B, C feyen die Mitten 
der Seiten, und AA’, BB’, CC die von "den Spitzen nad) den 


Supplem, zu Kluͤgels Woͤrterb. J. NYy 


» 


ction zungchft immer zwölf, in der Figur ſchattirte, Dreiede 
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Mitten der Gegenfeiten gezogenen Linien, welche ſich in O ſchu 
den (2.). Durdy A’ ziehe man mit BB die Parallele AD, ſo 
AD:BB. = A'C:BC ='1M, AD = ıBB. 

Macht man nın ATD=A’D und zieht A’B', fo entficht of 
bar dag Parallelogramm, BB AA”, in welchen alfo BA’=B 
—AC, und aud) BA der A’C parallel if. Zieht man AU 
fo ift diefe Linie offenbar der Finie AB (welche — +AC 1 
parallel und gleich, und in den Dreiedden ABA, CA’C fin ıl 
zwei Seiten und. der eingefchloffene Winkel gegenfeitig gleich), v 
Dreiecke folglich congruent, alſo AA = CC. Man ficht ill 
daß das Dreieck AAA aus den Seiten AA—=o, AA 
BB —= pP, AA—= CC —=y gebildet ift, fo daß, wenn wirm 
vorher feinen Inhalt = LT feßen, ze 

4" = 1er PB +N)B+rY—e)la+r— 
iſt. Nun it aber befanntlih (2) AO—=+AO; alſo a 
BD=4AB, AD—=AB {AB = AB —=3,!40 
2AC; folglich JAAD=3.JAAC. Uber nad) dem Di 
und nad) der Vorausſetzung JSAAD = +JAA A" =! 
AAAXNC=4AABC = #2. Folglich 

LT 2.434, S =id, 1=m24', 

d. 1. nach dem Obigen 

4 = Nat + Etr— atr— Ale rd—nı 
wie in (#.). | r 

6. Wendet man die fo eben gezeigte Conftruction md 
Mal hinter einander an, fo entfteht eine Figur, wie die in Fig. 
verzeichnete, Die gleichen Winfel find in diefer Figur, in wi 
ſich Jeder auch ohne befondere Erläuterung leicht finden m 
durch gleiche Zahlen bezeichnet... Daß man durch diefe Con 


ıAB', — 


haͤlt, welche den ganzen Raum um A ausfüllen, erhellet aus 
bblickiich daraus, weil die Winfel (1):(2).(3) (4) (5) 6 
Summe der Winkel des Dreiecks ABC ausmachen, wie ebenf 
aus der Figur erhellet, folglich) | 

((0) * TA +) + (6) = 180° 
if. Der ganze in der Figur_fchattirte Raum. iſt nach (&) 
(5.), wenn wir wieder JABC= 4, JAAC = +7 fin, 


3? 33 
= 14 + 3.44 + 734 + 35:24 + .... 
310 311 
v. zu dr zur .rd 
Br Ru: RE SEE 301 
414 trete tet 


ER 
⸗ — —— * RE — 3. 414 
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Denkt man ſich die vorhergehende Conſtruction in's Unendliche 
fortgeſetzt, ſo daß man naͤmlich mit derſelben nicht bloß einen 
ganzen Umlauf, ſondern mehrere hinter einander vollendet ſo ift 
die Urea des ganzen auf diefe Weife gebildeten Raums 
. 2 33 _ 4 

= ja.fı rt 

Bi ent 

= iM . =24, 
d. 5, dem doppelten ganzen gegebenen Dreiecke ABC gleid), Durch 
dieſe Conſtruction werden alſo die Glieder und die Summe einer 
ins Unendliche fortlaufenden geometriſchen Reihe auf eine fehr 
einfache Weife geometrifch dargefiellt. Das erfte Glied diefer 
Reihe ift — 37, der Erponent = 

7, Wird in Fig. 35, der Winfel A des Dreiecks ABC 

durd) die Linie Aa — « halbirt, fo iff, wenn wir die ganzen 
Seiten des Dreiecks durch a, b, ce bezeichnen, nach einem bes 
kannten geometrifchen Sate: 


Aber " | 
cosiA = he en. I er Zee 5; | | 
folglih, wenn man für x und a—x bie gefundenen Ausdrücke | 
wer 0=be(b+c)? — a?(b+c)? — abe, 
und hieraus, zugleich mit gehöriger Vertauſchung der Buchftaben : 


bef(b+o)%?—a?} _befa+rb+c)b+c-—a) 


a? = —— — — 
“ „ _acl(a+c)?—b?} acla+b+c)(a+c-—b) 
ET er 
„ __ ebl(a+rb)?—c?} - abla+b+c)(a+b—c) 
A ee ee 73 ae 


Nach dem Art. Trigondmetrie (16,) ift | 
— #becoszA? = (a+-b+c)(b+c—a), 
4accos4B? = (a+b+c)(a+c—b), 
4ab cos30? = (a+b+c)(a Fb—c). 
Folglich | R Ä 
2bc costA 2ac cos1B 2ab cosiC , 
Te 3 
efy __ costAcostBkos4C. 
8a?b?c?  (a+b)(ate)(b+e) ' 
Auch iſt nach dem Obigen | Hi 
| 99 2 
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42422 _(a+b+c)’(b+c—a) (a+c—b)\(a+b—c) 
a?h?c? (a+b)?(a+c)?(b+ c)? : 
d. ie, wenn wir den Inhalt des Dreiecks durch 4 bejzeichnen: 
a42 322  Ablarb+re) At? : 
a?b2c? (a+b)?(a+c)?(b-+c)? ’ 
1 PAriat b)(a+c)(b-+ec) 
u 4abec(a+rb+c) " 
Solglich au), wenn man nad) dem Obigen 
aßy __ 2abc cos4Acos}B cos 1G 
Yabe  (a+bj(afc)(b+e) 











ſetzt: 
— 2abe costA cos B eos 40 
| —  arb+c ® 
cos4A cosiBcos4C = —— | 

Nach Trigonometrie (10.) ift auch 

a sin FA b __ sinB ce _ sine 
b+c " cos4+(B—C)’ ate cos}(A—0)’ arb cosı(a- 
Kolglid) | 


— 2besin$Acost4A _ be sin A 
— Rcos+(B—C) “ acos4(B—C) ’ 

_2acsin4Bcos}B _ acsinB 
P= Geo A—C) — beostla—0) 

_2absin4Ccos4C aæb⸗in 
ecos1(A—B) ccos4(A—B) 








Alfo auch, wie ſich hieraus leicht ergiebt: 
bsinG _ _ csinB 
— cosi(B—C) ” cos+(B—C) ’ 
__ _esinA = a sin C 
— cos!(A—C) cos+(A—C) ’ 
a sin B PSsin A 


* = cost(A—B) = cos+(A—B) na 
Durch Diviſion folgt hieraus: 
« _bsinC cos1(A—C) _ sinB cos+(A—C) 
B " csinA’cosı(B—C) “ sinA’cos+(B—C)’ 
@_ bsinC cos#(A—B) _ sinG cos$(A —B) 
7T ” asinB’cos4(B—C) ” sinA cos+(B—C) £ 
’ _ esinA cos2(A—B) _sinG cost{A—B) 
Man fie, asinB'cos4}(A— C) — sinB’cost(A—C) 


denen Ar zus z. B., daß in zwei. Ähnlichen Dreiecken, 





ſind, dd, , die die Winkel halbirenden! 
37777 u 
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iberhaupt | 


ft. 

Faͤllt man, wie in Fig. 26., auf die drei de Winfel hal- 
sirenden Linien von den Spißen des Dreiecks die Perpendifel - 
\C’, BA’, CB’, AB,, BC,, CA, ; fo iſt 

| AA’ = ccosiA, AA, = bcosiA ; 

BB’ = acos}B, BB, = ccos1B; 
CC’ = bcosiC, CC, = acos}C ; 


e:ßyma:fıy 


olglich | | 
AA’.BB’.CC | 
AA, ‚BB, — — abc cos4A cos3B cos 30 3 


alſo nad) dem Obigen 


manche andere ihrer Form wegen merkwürdige Ausdrücke finden 
koͤnnen. So ift z. B. =. | 
-ere = — a?+b? 4 c?.+2bc, 


Fer) — a?—b?+c?+2ac, 


| er _ at cr +2ab; i 
alfo, wenn man addirt: | , 
e2(b+c)? , P?(atc) , y’atb)? 
| be + ac + ab Ä 
= a? + b?+c? +2ab +H2ac+?be = (a+b+c), 
1}? 1 1)? 1 112 - 
aber rei 4 Hr + 
= (a+rb+c), u 


SER EEE GLEN eg 
2 J 
ira 


Wir haben oben «, 6, y durd) a, b, c dargeftellt, uͤber⸗ 
haupt zwiſchen dieſen ſechs Groͤßen drei Gleichungen gefunden. 
Die umgekehrte Aufgabe, naͤmlich a, b, ec, durch a, 6, 
auszudruͤcken, macht eine weitlaͤufige Elimination noͤthig, und 
die Reſultate ſcheinen ſehr complicirt auszufallen. 

Um die Abſtaͤnde des Punktes O von den drei Spitzen des 
Dreiecks zu finden, ſuche man zuerſt den Halbmeſſer des in das 
Dreieck beſchriebenen Kreiſes, welchen wir = ſetzen wollen. 
Fuͤr denſelben iſt offenbar | | 


\ 
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24 
e(a+b-+c) = 24, e = arybrte . 
Kun ift — 


0, 
e = AQ.sin!A, AD = —— 


alſo, wenn man für sin+A feinen bekannten Ausdruck durch di 
. Dreiects fett, zugleich mit gehöriger Vertauſchung de 
uchitaben: 
j be(s—a) be(b-+-c—a) 
AO = = — ua 2 
8 a—-rb+c 
— —b 
BO — r== b) — rn ) : 
_vab(s—c) _ Yab(a+b—c) 
Alſo we = —=f a+b+c 
Ybe(s—a) + Yac(s—b) + Yabe-d 


AO+BO+CO = = 


Nach dem Obigen ift 
« _2Nbes(s—a) _2Yacs(s—b) _2Yabs — 


le re 
alſo 
@ 2s 6 2s Y _.2s 
AO”bre’ BO are’ CO a+h" 
Folglich 


AO , BO , CQ _2latbto) . 
Rrbrtroa nn 
d&i,wilatb+c=2% if: 
AO , BO , co 
I Atrst@a@’ 
Da num u 
a ce__ 
Arstrar?’ 
iſt, fo ergiebt fih augenblicklich durdy Subtraction: 
Oa , Ob , Oe _. 
| A 
Oa, Ob, Oec ſelbſt erhält man, wenn die befannten AO, Bl 


CO von den ebenfalls befannten Aa=ea, Bb=ß, = 
abgezogen werden, | 


8 Wir wollen nun auch einen Ausdruck für den Fi 
inhalt des Dreiecks abe (Fig. 27.) fuchen, wenn Aa, B 
Ce die Linien find, welche die Winfel des Dreiecks ABU 
biren. Der Radius des in das gegebene Dreieck befehrickn 
Kreiſes, deffen Mittelpunkt befanntlid, O iſt, fey wieder =| 
fo daß alfo in der Figur Oa’= Ob = Oc ge if, © 
nun offenbar Ä | 
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Oa= eret abe = osec(IZA+ IC -90° +4C) 

\ = esec(}A+4B+1C— 0° —4(B—C)), 

7 snoleich mit gehöriger Vertauſchung der Buchſtaben: 
la=oseci(B—C), Ob=esect(A—C), Oc=psect(A--B). 
t man ferner von a, b, c auf Bb, Ce, Aa die Perpen- 
‚aa, bb’, cc’; fo iſt offenbar | 
“aa”=0Oa.sint(A+B)=esec4(B— C) sint(A-+B) R 
bb’”=Ob.sint(B+O)=esec4(A—C)sin3(B+C), 

cc’ =0Oc.sinz(A+ a ar B)sinz(A+C); ; 


ich, weil 
Aabe = Ob“. Oc+-icc” «Oa 
— =. sec} A—C)secf(B— C)sins(A+B) 


+ sect(A—B)sec4 (A— —— —— 
u ie dd B)sin2(A+C). 


sitt(A+ B)cos 1(A- B) = %(sinA+sinB), 
sin B4 0) cos} 1(B— —(C)—= 4(sinB+sinC), 
sini(A+ G)eosi(&— —C)=-4(sinA + sin). 
lich — wenn man: fi) die Secanten durch bie on nus bargt- | 
denkt: 


dabe = %0? 


® 


sinA+sinB+sinC 
"cos4(A—B)cos+(A—C) cos}(B—C) ’ 


9 Trigonometrie (18.): 


20? costA cos!B cos 40 


— cos+{(A—B)cos4(A—C)costB—C) 
h (7.) iſt 
aßy cos 4A c costB cos4C 


ıbesin+A sin4Bsin+G  Gosı ı(A—B)cos+(A—G) cos} (B— re 


(ich) 
aßyo* 
Aabc sin ZA sin 4+Bsin4G " 
einer einfachen geometriſchen Betrachtung ergiebt ſich auf 
Stelle wie in (7.): 


Amklarb+rc),e= 


Aabe = 


arb+re’ 
lich 


’ — aßy A? 
—— abe (a ph 0) sin 2A sin 4B sin ' 


r, wie leicht erhellet: 

24 = a(b u = ß(akc)sinıB = y(a+ b)sin! \C; 
813 

oßy(a+bjate)(b+ oe)’ 


sintA sin+BsiniC = 


712 ..Deeied, 
Ye = TE y?’(a-Fb)(at+e)(b+c) 


| Babe (a+b+ 0)? 4 i 
Serner ift nach (7.) 
a? ß?y?(a+b)(arc)(b-+c) _ 2abe A 
| Sabc(a+b + c)? A, ”(a+b)(a+rc)(b+e) 
Solglich 
| dies 2abc A 


‘ (at+b)(a+c)(b+ec) 

Durch einen fehr weitläufigen trigonomefrifchen Calcul fu 

det Jacobi a. a. O. (p- 15.) 
24 
Jabe = FREE 7. SEE RE 5 . | 

erst tz) 1 | 
Bon der Uebereinſtimmung beider Ausdruͤcke kann man ſich dırd 
einfache Rechnung uͤberzeugen. 

Nach (7.) iſt auch noch 


aho sin Asin Bsin G 





— cos!(A—B)cos}(A—C)cos4{B—C) ' 
Aber | 
241 = absinC = acsinB — besin A, 
81° = abc.abcsinA sin Bsin G 3 
folglich 


843 . 


aßy abe — cos: (A—B)cos2(A—0)cos}i(B—O)’ 





3 | 
1 = 4Yaßyabecos!(A— B)cost(A—C)cost(B—-C). 


9. Bezeichnet man die den Seiten a, b, c eines Drried 
enffprechenden Höhen wie in (3.) wieder durch p, q, x, foh 
det man leicht | 





/ | 
„._ 4a?b?—(a? +b?—c2)? Aarar— (at +c?—h?i 
N 77 gene u 77 Ts 
a %?c?2—(b?+c?—a?)? _4b?a? —(b? + a? —.c?)! 
a ae ea 
ro 4c?a? —.(c? +a? — b?)2 = 402 b? — (c? +b?__a?) 
F "u 





wodurch die Höhen durch die Seiten ausgedrückt find. 7 
Tann diefe Ausdrücke auf befannte Weife auch leicht im Fat: 
zerlegen. Um die Seiten durch die Höhen auszudrücken, hat m: 


ap == zn,bsca,o=2a. 


Nach Trigonometrie (9.) ift nun 


since = 2(a®b? +a2c? +b2c2) — (at + bY+ ct) 
u — — — — — — 


432 b? : 
und offenbar Dane 
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p= bsinC, p? = b?sinC?; 
4a?p? = 2(a?b? +a?c?.+-b?c?) — (at + b* + c%) 
1,1,.14 afi,1,1 
tet) er tete 
ap? = art !(p?g?+p?r?+g?r?)—(p+g+rt)}, 
m wir Die reciprofen Höhen durch p, q, X bezeichnen. Alfo 


2 
a * 





—5 
2q’ - 
b m —— ———— —— ——n ⸗ 
Y2 p?gq?+p?’r?+g?r?) — (p*+g*+r*) 
- 0. 


10. Sind in Fig. 8. AA’, BB’, CC die drei Höhen 
Dreiecks ABC = /, fo wollen wir nun aud) den Slächen- 
alt des Dreiecks ABC — L zu beftimmen fuchen , indem. 
: die Seiten diefes Dreiecks durch a’, b', c bezeichnen. Schr 
ht erhellet die Aehnlichkeit der rechtivinkligen Dreiede BAB, 
IC. Daher ift . u 
AGC:AB=AC:AP, | 
) folglich offenbar au) JABC » ABC, Alſo 
AB:BC =AB:B’C'; 
c:a = ccosA:a, a =acosÄ. 


(glich 

a =acosA, b’—=bcosB, ’ = ccosC; 
rt, wenn man für die Cofinug ihre Ausdrücke durch die Sei— 
des Dreiedd ABC fest: | 
_ ab? + c?—a?) . — b(a?+c?—b?2) — c(a?+b?_—c?) 
OT He 3 MTTTZ 3 Ye ⸗ 
raus folgt leicht: 


2h2 202 20? _. na? —_ hi} _. r®- 
ES Rh + 2a?c?2 4 2b?c a b c 





+ " 2abe . | 
| 2 2— b?2)(a? »—c2) 
an 
4 a ne j 
ee 4 
10 | 


61? = (@ ++) + a) (a + ba + bc) 
- — (b2+ 02 —a?)?2 (a2 +0? — b2)2 (a2-4+-b? — c?)? 4? 
Fer me 
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_(&b?+c?—a?)(a? +c?—b?)(a? +b? —c?) F 


uf 4a? b2c? 
_ b?+c?—a? a2+c’—b? a?+-b?—c? 24 
— Tb " 2ac " 2ab — 


= 24cosAcosBcosC, 
welches Tauter fehr einfache und merfwürdige Relationen fir. 
Nah dem Dbigen iſt 

A= 4Vaa +22? 02 +2b?c?2 a b’—c*, 
folglich) , wenn wir 


(b? + c?—a2)(a?+c?—b?)(a? +b?—c?) _ z 
16a?b?c? = 


fesen, bloß im den drei Geiten des gegebenen Dreiecks au 
druͤckt: 

2 LY2(a?b?+a2c?+b?c?2)— (a +b?+c’. 
Die Entfernungen des Punktes O von den Spitzen vi 
Dreiecks erhält man leicht auf folgende Art. Es ift 


b?.Lc?_-a? 24 


AB = ocos A 55 ‚A=—. 


Aber offenbar 
AM:AC = AB':AO, AO = "AR 


Folglich, zugleich mit gehöriger Vertauſchung der Buchftaben: 


_alb?+o?—ar „„_ba’+e2—b?) , elartbi-e) 

















AO= 44 ‚Bo * ‚c= * 
Alſo auch 
AOa? (pꝰ 462 -a?) BO_b?(a?+c?-b?) CO _c?(a2+b:-) 
ART 812 ’, BB’ 8 CET Br 
Folglich | 
| AO „BO , CO 
arte te 
_. 2(a?b?--a?c? +b?c?) — (a? +b? x+c#) 


84? 
Aber nach dem Borhergehenden 
1612 = 2(a?b?-Fa?c?-+b?c?) — (at-+bt+rc®). 
Folglich 





AO , BO , cO 
atwroemt 
AO B’O co 
wtretremt- 


Auch ift . — 
’ — a 
ao. = EIER, 
B0.n5 2 re | 


2 ’ 
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| co.cC = — 

zlich 
2 

AO.AA’ + BO.BB" + CO.CC = — 


11. Es moͤgen fü ch nun einige — Saͤtze hier an- 
‚ßen. Befonders wichtig ift folgender Sag. Wenn in Fig. 29. 
r Bb, Ce drei beliebige durdy einen Punkt O und die 
gen des Dreiecks ABU gehende gerade Linien find, fo ift 
ter j 


Ab.Ca. Be = Ac.Ba.Chb. 


et man nämlich duch O mit den Seiten des Dreiecks die 
allelen aß’, By, ya; fo ift 


m: — — 


Aß _AC Ca _"BC By AB 
Ba — EC’ Ay aD’ CE ac’ 
Aß'.Ce.By' _ AB.AC.BC _ 
C6.Ba.Ay  AB.AC.BC— 


glich ar dem Vorhergehenden offenbar auch 
Ab.Ca.Bc _ Aß.Ca’.By _ | N 
Cb.Ba.Ac  CB.Ba.Ay 7  ? 
Ab.Ca.Bc = Ac.Ba.Ch. 
12, Auch ift immer 
sin CAa sin ABb sin BCc sin BAa sinCBb sin ACc . 
iſt Pau 


— 
—— — 
— — — 


Ab _sinABb Cb _ sinCBb _ 
BA” simAbB’ BC — sinChB ’ 
Bc _ sinBCce Ac _ sinACc. 
CB — sinBcC’ CA — sinAcl 
er nach (11.) | 
Ca.Ab.Be _ Ba.Cb.Ac 
AG.BA.CB —" AB.BC.CA 








(glich auch 
sin CAa.sinABb.sinBCce _ sinBAa. sinCBb.sinACc . 
sinCaA.sinAhB.sinBcC sin BaA.sinCbB.sin AcC " 
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Weil aber zwei zu 1800 ſich ergaͤnzende Winkel jederzeit gleich 
Sinus haben, fo find die Nenner dieſer beiden Brüche, um 
folglich ihre Zähler einander gleich, welches die zu beieilcon 
Gleichung giebt. | 
13. Beide fo eben bewiefene Lehrfäße Taffen fich auch um 
fchren. Sind nämlidy im Dreied ABC die Linien Aa, Bl, 
Ce fo gezogen, daß | 
Ab.Ca.Bc = Ac.Ba.Cb 
ift; fo fchneiden Aa, Bb, Ce ſich jederzeit in einem Punfte, 
-  Bb und Ce mögen ſich in dem Punfte O fchneiden, un 
durch denfelben eine Linie AO gezogen feyn, welche verlänatt 
die Seite BC des gegebenen Dreieds in einem gewiſſen Punk 
a’ fchneide; fo ift nach (11.) 
| Ab.Ca’.Bc = Ac.Ba’.Chb. 
Nach der Vorausſetzung ift aber 
Ab.Ca.Bc = Ac.Ba.Ch : 
folglidy durch Divifion 
Ca’ _Ba’ Ca’ _ Ca 
Ca Ba’ Ba Ba’ 
und, wenn man nun auf beiden Seiten die Einheit addirt: 
q GC _, Ca Ba+Ca Bar+la BG BC | 
a Ta Ba "Ba ’Ba’ Ba’ 
alfo Ba= Ba’, Folglidy fallen die Punfte a und a’, alfo ad 
die Linien Aa, Aa’ zufammen, und Aa, Bb, Ce, ſchneiden ji 
alfo, fo wie Aa, Bb, Ce näd) der Eonftruction in einen 
Punfte O. | 
14. Eben fo läßt ſich Teicht zeigen, daß die Finien Aa 
Bb, Ce ſich in einem Punkte fchneiden, wenn diefelben fo gie 
gen find, daß 


sinCAasin ABb sinBCc — sin BAa sin CBb sin ACc 
iſt. 
(12 * mache die Conſtruction ganz wie vorher, ſo iſt 16 
sin CAa’ sinABb sinBCce — sin BAa’ sin CBb sin ACc . 


Hieraus und aus der Vorausfesung folgt durch Divifion 


sinBAa.  sinCAa sinBAa _ sin BAa’ 
sinBAa’  sinCAa” sinCAa  sinCAa " 








Aber | 
. sinBAa _Ba sinBAa’ Ba’, 
sinBaA AB’ sinBaA AB’ 
sinCAa _ Ca sinCAa’ _ Ca’ 
sinCaA  AC’ sinCaA AC° 


Folglich durch Divifion, weil 
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- sinBaA = sinGaA, sinBa’A = sinCa’A 
1 sinBAa__ Ba AC sinBAa’ _ Ba’ AC 
sinCAa Ca’AB’ sinCAa — Ca’’AB * 
Solglich nad) dem Vorhergehenden 

Ba AG _ Ba’ AC Ba _ Ba’ 

Ca’AB * Ca'AB’ Ta Ca’ | 
woraus nun der zu beweifende Satz augenblicklich durd) eine 
ganz Ahnlihe Schlußart wie in (13.) folgt. 

15. Aus den vorhergehenden Sägen ergeben ſich nun zum 
Theil mit der groͤßten Leichtigkeit ſieben le befonders 
merkwuͤrdige Arten, die Linien Aa, Bb, Ce fo zu ziehen, daß 
diefelben in einem Punkte zufammentreffen. 

1) Zieht man die Linien Aa, Bb, Ce fo, daß 

 Ab=Cb, Ca=Ba, Be = Ac 
ift; dann ift offenbar Ä 
Ab.Ca.Bc = Ac.Ba.Chb,, 
und Aa, Bb, Ce fohneiden ſich alfo nad) (13, ) in einem Punkte 
(M, vergl. 2.). 

2) Zieht man die Linien Aa, Bb, Ce fo, daf die Winkel 


de8 gegebenen Dreiecks halbirt iverden ‚fo folgt der — auf 
ganz gleiche Art aus (14.). 


3) Sind Aa, Bb, Ce auf den Seiten des, gegebenen Dreiecks 
fenfrecht, fo find die vecheivinfligen Dreiefe AbB, AcC; CaA, 
CbB; BC, BaA offenbar einander ähnlich, und man hat alfo 


Ab _AB Ca _AC Be _ BC 
Ac AC’ Ch ” = 50 Ba — AB ’ 





olali 
j 9 ch -Ab.Ca.Bc 
Ac.Cb.Ba 


woraus der Satz wieder unmittelbar nach (13.) folgt. 
4) Zieht man die Linien Aa, Bb, Cc fo, daß 
Ab = Ac, Be = Ba, Ca = Ch 
ift, fo ift ebenfallg 
| Ab.Bc.Ca = Ac.Ba.Ch,, 


=1, 


== Ab.Ca.Bc — Ac.Ba.Cb, 
und Aa, Bb, Pr ſchneiden ſich folglich nach (13.) in einem 
Punkte. Daß A ‚ Bb, Ce immer auf die angegebene Art gezo= 
gen werden — , {ft leicht zu zeigen. Setzen wir naͤmlich 
= Ac=x, fo iſt | 
Be=Ba=c—-x,(b=CG.=b—x; 
Ba +Ca=b+rc— ı=a, 
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b+-c—a 
— Ta. 
wodurd die Lage der gefuchten Linien beſtimmt iſt. 
5) Man fann Aa, Bb, Ce aud) fo ziehen, daß 
Ab = Ba, Bc = Cb, Ca = Ac 
ift, indem dann ebenfalls | 
, Ab.Bce.Ca = Ba.Chb.Ac, | 
Ab.Ca.Bc = Ac.Ba.Ch 
it, die Linien Aa, Bb, Ce ſich folglich in einem Ya 
ſchneiden. 
Um die Lage der Binien Aa, Bb, Ce zu finden, fege ma 
B=(0b=x, G=A=y,Ab=Ba=z; 


= 


fo ift | 
st y=c, z+x=eb,y+tz=a, 

und durch Auflöfung diefer Gleichungen erhält man: | 
b+c-a _a+rc—b a+b—c | 


u a Sur vr SS nal 


6) Wir wollen nun die Lage der Linien Aa, Bb, Ce ie 
beftimmen fuchen, daß fie ſich in einem Punfte ſchueiden, 
Winkel BAa, OBb, ACc einander gleich find. Da MM 

Ce fih in einem Punfte fehneiden follen, fo ergiebt 
ie (14,), wenn man einen der genannten einander gleihe 
Winkel =x feßt, zur Beſtimmung von x auf der Stell U 
Gleichung | 

sinx? — sin(A—x) sin(B—x) sin(C—x) . 
Folglich), wenn man auf beiden Seiten mit sin x⸗ sin A sinl 


sinO dividirt: 
cosec A cosecB cosecG 


__sin(A—x) sin(B-x) sin(C—x) | 

— sinAsinx  sinBsinx ' sinC sinX | 

= (cotx—cotA) (cotx— cotB) (cotx— cotC) | 
= cotx? — (cotA+ cotB+ cot C) cot x⸗ 

+ (cotAcotB + cotAcotG-F cotBcot C) cots 

— cotAcotBcotC.. | 

Der Eoefficient des dritten Gliedes iſt | 

== cotA (cotB-FcotC) + cotB cotC | 


= cotA. er) ++ cotB cotC 


sinBsinG 
__ cosA + cosB cosC cosBeosC — eos(B+C) 
sinB snG * sinBsinC 


welA-+B -+ C = 180° ift, Entwickelt man nun cos B+ 
fo ergiebt ſich auf der Stelle 
cotA cotB + cotA > + cotBcotC = 1. P 
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num ferner nach Trigonometrie (18. ) 
cosecA cosecB cosecG -F cot A cotBcotC 
= cotA + cotB + cotCG 
fo wird obige Gleichung | 
0= cotx? — ur cotB + cot() (cotx? +1) + — 
r 
—— took? +1) (cotx— cotA— cotB— cotC) , 
daß alfo die Wurzeln unferer cubifchen Gleichung aus den 
en Gleichungen 
cotx? + 1=0, cotx — cotA — cotB — codlt = = u 

immt werden möffen, Die erſte Gleichung giebt cot x — 
r—1, welches zwei imaginäre Burzeln find. Die einzige - 
zliche Wurzel ift alfo . 

cotx = cotA + cotB-+ cotC, | 
hierdurch iſt ‚ugleich der gefuchte Winfel x völlig beftimmt, 
ch dem Artikel Trigonometrie (20,) ift, wenn d die Area 
gegebenen Dreiecks ift, 

| a? +b? +c?. 
— 2(cotA +cotB+ cotC):" 

olich iſt in den drei Seiten des Dreiecks ausgedrückt, da 
auntlich 4 ſich in den drei Seiten ausdruͤcken laͤßt: 





a? 462 4 ce? 
cotx — 7 ö 
raus‘ ergiebt ſich auch 
cos x 41—sinx? 1 ‚_ la? +b?+ 62)2 
sin x? sin x⸗ sinx? 16.4? ’ 
r 16.14? 
sinx? = 


—— 
2 nadı (10,) 
164? = 2(ab? +a?c?+-b?c?) — - (at + b94 ct) R 
glich 
er, 
Ya?b? La?ctıb?ct 


sin yerbtoßte-elate—blerb-e); 


sinx = 





il 4(a®b?+a?c?’+ b* c?) 
3 cotx — cotA = cotB + cotG 
fo iſt —* 
‚sin(A—x) sin (B+C) _ _ smA 
sinAsinz — sinBsinG.“ sinBsinG 


sin(A—x) _sinA sinA a? 


— — — — — © 


sinx sin B 'sinc "be? 
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a? . e b? , e er. 
siin(A—x) = zur sin (B-x)=— sinz, sin (C-x)= sin. 


Weil nun 
Ba:Ca —= ABAa: ACAa = csinx:bsin(A—x) 

ift, fo ift, zugleich) mit gehöriger Vertaufhung der Bnuchſtaben 

Ba:Ca = c?:b?, a:Ca —b’+c?:b? ; 


> 
Cb:Ab= a2:c?, b:Ab = a? +c?:c?; 

Ac:Be= b?2:a?, c;Be=a?+b?:a?; 
folglich 

G _ „be? _ ea” 

— Dt = rc "Urn? 
und auf Ähnliche Art: | 

ac? nn .. _ba? _ eb? 

Ba = b?.Lc?’ cb= a2-Lc?’ Az a®-b® ° 

Folglich) 


a3b3e3 
Ab.Bc.Ca = 40. Ba.cb = @Fbr) a Fe)w ter) 
Auch ift 


Ba:Aa — sınz:sinB. 
Aſo wenn man für sinx feinen un Ausbrud und sinB: 


— 2 febt: 


Aa 2 te b?-+a? c?2+b?c? = 





dog = Ya® b?2-a?c’+b: 
Die Ausorhee von Bb und Ce ergeben ſich hieraus won fell 
Auch erhellet leicht, daß die Dreiecke BaA, BaO einander ö) 
lich) find. Daher iſt 2 

a 


Oa:Ba — Ba:Aa, Oa= Fr 


d. i. 

Oa = — 0 
—— 
Aus der Aehnlichkeit derſelben Dreiecke folgt 


BO:Ba = AB:Aa,BO = — 


Aa 
d. i. nach dem Obigen 


—— 

ra⸗ ba ꝓa⸗ ———— 
Es iſt alſo 

— 
c.ADO = Bel » 

Ya®b?-+a? c?+b?c? 

ö — 
— ——— — 

b.co a? b" 


— 


# 


— 
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(glich | — | 
c.AO + a.BO + b.CO. = Yarb*ta?c?+brc?. 
ener ift nach dem Dbigen = 


Oa _ a®.c? 
Aa ah? »a2c? + h?2c? 
Ob _ a°h* 
-Bb — arhb? Fa?c? +b2c®’ 
Oc _ h* o* . 
GC 2b®reerbe’ 
sic OÖ Ob ,O 
a ec 
a 
Aa Bb Ce 
| ars tra”—° 
‚ fo iſt 


AO BO co 
ı erg 
uch ift nach dem Dbigen 
Oa _ (Ba\? _sinx® 
Aa/ | sinB? ’ 
Ob _ YChb\? _ sinx? 
Bb — (5) — sinCc? ? 
ae (a 
Ce  X\Cc/ 7” sinA? 


— - 


olglich Zn 
| sin x? sinx? + sin x? 
sin A? * sinB? ' sinG? 
cosecA? 4 cosecB? + cosecC* = cosecx?, 


— — — — — — — — — 
cosecx — YcoseeA? +cosecB?--cosecC?, | 


ittelft welcher Formel ſich alfo x aud) aus den drei Winkeln 
5 Dreiecks finden läßt. | 

7) Man fanıı endlic) auch noch annehmen , daß die Win- 
I CAa; ABb, .BCe einander gleich feyn, follen, Diefer Fall 
fattet eine ganz ähnliche Behandlung, wie der, vorhergehende. 
seßen wir einen der gleichen Winkel =z, fo findet man ganz. 
ven fo, wie vorber, e 
cotz = cotA + cotB + cotC, 


=1, 


wie au) 
— — 
sin(A— 2) = 5, inz. 
tun iſt | | F | 
© Ba;Ca = ABAa: Cha = esin(A—z):bsinz , 
‚ie, zugleich mit gehöriger Vertauſchung der Buchftaben: 
Supplem, zu Kluͤgels Woͤrterb. J. | 33 


— 


alſo 
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Ba:Ca = a®:b?, Ba: Ba 4 Ca — a?:a? 4 ph? ; 
Ch: Ab = b?:c?, Ch:Cb+ Ab = b?:b? + c? 
Ac:Be = c*:a?, Ac:Ac+Bce = c?:a?.+c2 


wr 





e3 
Ba = 2, p2’ a re are | 
ab? bc? ca? | 
a wen EZ 
Sonft bietet diefer Kal Feine weitere: befondere Eigenthuͤmlich 
feit dat. i | 


16. Wir werden nachher wieder auf die Scheitellinien de 
Dreiecks zuruͤckkommen, und wollen jetzt nur erſt ein Paar fe 
cielle Säte und Aufgaben, welche ebenfalls mit der Theorie die 
fer Linien in Berbindung ftehen, bier einfchalten. Wenn dur 
die Spißen des Dreiecks ABC (Fig. 30,) drei beliebige Finin 
Aa, Bb, Ce, und durd) einen beliebigen Punkt O mit bei 
ben die Parallelen Oax, Oß, Oy gezogen werden, fo ift immr 


Man file von A, ‚B, C und O auf die Seiten. des Dreich 
die Perpendifel AA, BB, CC, OA”, OB", 0C”, ſo i 
wenn 4 die Arca des Dreiecks bezeichnet, offenbar 


BC.OA” + AC.OB” + AB.OC” = 241. 
Aber 


folglich — | 
0A” , OB” , 0C” | 
| atTeetoomt: 
Weil aber offenbar AOaA’a JAaA’, 108B" nABiB, 
A0OyC' ACCC if; fo iſt 
OA’ _ O« OB” _ 0% OC” _0y 
AA T Aa’ BET Bo’ CO "Ce 





folglich 
Oa 08,0 
vtratre=!- 
Iſt ABC ein gleichfeitigeg Dreieck, fo it A = BP =(C, 


folglich | 
OA” + OB” + OC" =AA, 
d. i. die Summe der drei von irgend einem Punkte in der Eh 


‚ eines gleichfeitigen Dreiecks auf deſſen Seiten gefällten Perper 


difel ift immer der Höhe des Dreiecks gleich. 


Wie man fi), wenn der Punkt O außerhalb des Dreick: 
fällt, zu verhalten Hat, wird leicht erhellen. 
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17. In der Ebene des Dreiefd ABC (Fig. 31.) den 
nft O fo zu beftimmen, daß die Summe 0A + OB + 00 

Minimum wird, 

Man nehme Bald Anfang, BC als a der Abfeiffen an, 
> bezeichne die Coordinaten dee a durch x, y; die 
ordinaten des Punftes A feyen f, fo ift, wenn wir Ä+ 
3 +00 = feßen: 

5 Yer+y + Yla—x)?+y? + Ye—x%+hy%. 
tivickelt man nun, da s eine Function ziveier unabhängigen 
änderlichen Größen ift, - die partiellen Differentialquotienten, 
ergiebt fich: 


rös Zur. a — x _ n f— x 
a ee Var Pr 
vs | y — h— 

2) Y> = ya y? * Y(a—x)? + y? Yıf—x)? +(h — y)? , 


nun ein Minimum. Statt — ſo muß bekanntlich 


= 


1. Dies. giebt, wenn ‚man di — algebraiſchen Aus⸗ 
cke geometriſch darſtellt: 
BO’ co’ 00” 00’ 00’ AO” 


— -W=o, 


OB "oc Oo os Foo DA 


sinBOO’ — sinCOO’ — sinOAO” —=0, 
'eosBOO’ £ cos COO — c0os0AO”’=0:;; 


sinBOO’ — sin COO’ — cosAO0” = 0, 
cosBOO’ 4 cos COO — sinA00” — 0. 
minirt man aus diefen beiden Gleichungen den Winkel A00', 
erhält man 
Ba BOO’ )+ cos (A00”— c00) = — 0. 
r 
AOO” + BOO’ = 270° — AOB, tor == 90° — COO” .. 
cos (270°-—AOB) + cos(AOO” + C00” — 90°) = 5, 
cos(270°—AOB) + cos (AUC— 0) = 0, 
— sinAOB + sinAOC =0, 
sin AO0B = sinAOC, AOB = AOC. F 
ninirt man aus den. beiden obigen Gleichungen COO’, fo 


sin (BOO’-FCOO’) — c0s(A0OO”— CO0O) = 0, 
sinBOC — cos(AOC— 9°) = 0, 
sinBOC — snAOC=0, 
sinBOC = sinAOC, BOC = AOC . 
| ur — 332 
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Alſo 

AOB = AOC = BOC. 
Der Punkt O muß folglich eine folche Lage haben, daß die vn 
Winfel ADB, AOC, BOC einander gleid) find, und demau 
jeder = 120° ift. 

Soll fi der Punft O auf die angegebene Weife beſtimm 
laſſen, fo darf, wie leicht. erhellet, fein Winfel des gegeber 
Dreiecks > 120° feyn, indem z. B. für den Winfel A 

BOC = BAO + CAO + ABO + ACO, 
d. i. 
iſt. | 

Durch Gonftruction. findet man den Punkt O fehr leit 
wenn man nach einer befannten Elementar- Aufgabe uber zn 
beliebigen Seiten des gegebenen Dreieds als Sehnen zwei Ku: 
fegmente befcjreibt, deren jedes einen Winkel von 120° ja 
Der Durdfchnittspunft der Bogen diefer Segmente, wen ı 
einen folchen giebt, ift der gefuchte Punkt. 

Die Summe s findet man auf folgende Art aus den Seit 
des gegebenen Dreieds. Da nämlidy cos 120° — — cos6l® = 
— sind0° = — + chord 60° = — 4 iſt; fo if 

OA? + OB? + OA.OB = AB® = c? (1) 
OC: + OA? + 0C.OA=AU—=b? (9) 
OB® + OC? + OB.OC = BC? = a? (3) .. 
Serner itt 
OA.OB.sinAOB + OC.OA.sinCOA + OB.OC. sinBOt 
= 24ABC = 24, 
d. i., weil sin 1%0° — sin 60° — c0s30° — Y1-— sin? 3%: 
Y1—(4chord 60°)? = 1—4=}4Yy3 if: 
OA.OB + 0C.0A + OB.OC = = = 41y3 , 
3{0A.OB + OC.OA + OB.OC} = 4173 . 
Addirt man dies zu der Summe der Gleichungen (1), (X 
(3), und dividirt durch. 2, fo erhält man auf der Stelle 
s — Y!it(a?+b?-kc?) + 21y3}. 
Da man nun I durch die Seiten ausdrücden fann, fo tw 
s durh a, b, c ausgedrüdt Die Linien OA, OB, Od 
werden auf folgende Art erhalten. Subtrahirt man (3)! 
(2), fo wird | 
OA? — OB? + OC(0OA—OB)=b?—a, 
(OA—OB)(OAFOB+OC) =h? —a® , 


A + ABO + ACO = 120° 


und eben fo 
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c? — a? 





OA — 0OCc= * J 
—— | 
durch Addition TS: 
107 WERE be de ink 
8 
zlich, zugleich mit gehoͤriger Vertauſchung der ER 
re ®+btre?—2a? b?+c?—a?+3.173 
3s 2Yı(a+b?+o?) H2ay3 
Der ren a?+-c?—b?+414y3 
— — 7 ——— 
0c — s?--a? + b?—2c? er a?+b?— c?+44173 
— — 0 


18. Wir kehren nun noch einmal zu den in (11. ) und 
.) bewieſegen allgemeinen Sägen zuruͤck, indem wir dieſe 
ze aus einigen, ſo viel wir wiſſen, noch nicht bekannten ſehr 
emeinen Relationen ableiten wollen, die mit vieler Leichtig- 
and) noch zu andern Nefultaten führen. Sey in Fig. 32, 
"A" das gegebene Dreied, und AB, AB’, A”B” feyen 
beliebige in einem Punfte fich Sneipene Linien» Man 
AA'=a "A=a,AA=a AB=a,AB=a, 
3 ; AB=o, AB=e, AB" = eE", und begeichne 
einzelnen” Minfel fo, wie in der Figur gefchehen ift, 


In den Dreieden AOA’ und AOB” ift, wie fogleid) erhel: 


wird: 
AO:a” sin 9, :sin(® + ©',), 


‚A0O:0” = sing” :sin(p”— 0); 

lich durch Divifion 
| 1% „ n@,:ein(0+09,) 

"e" 7 sing” " sin(p”— 0) e 





hieraus, zugleich mit gehöriger Verwechslung der Buchſtaben: 
a sing sin (0 + ©”,) 
2 "0", sing— 9)’ 
a _ sing’ sin(0”+0,) 
e sin ©, sin (p — 9”)? 
a” _ sinp” sin(O+ 9,) 

sin ©’, sin (p” — 9) 











c * 
e sin e_sn® 
a AAMr sinA” a” sinA | 
ich durch Multiplication 
a - sing ein @ sin(@'+ 07,) 


© — sinA sin 9°, sin(p— ©) ’ 


y 


oder 


Aber 
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sing sin® sin(8’+®,) 








a 
= smA’sin 9, sin(p — 0") ’ 
a’ _ sing”sin@’sn(9+ 9), 
«© " smAsin®, sin(p— 6) ’ 
‚asinA’ sin Osin(@ + @°,) 
To aan 
a'sinA” _ sin®’"sin(@’+9,) 
a’sinA __ sin 8" sim(O+ ,) 
ns Te, ee 
e sin p — a’sinA”’, asinA’ = a'sinA; 
esinp =a"sinA, asinA’—= a’sinA'; 
e”sinp’” = asinA’, a’sinA = asinA”; 
asinp _sinA” a’sinp _sinA a”sing” _ sinA 
'asınA " sinA’ asinA”  sinA’ a’sinA " sinA 


und daher durch Multiplication aus dem Dbigen: 


1 = 


sin A’ sin Osin (0’+@’,) 
sin Asin 0°, sin(p— 0) — 


_ sinAsin@ sin(9’+9©,) _ 
_ sinA’sinO’sin(9+09,) _ 
sin A”sın 9, sin(p’— ©)  sinA”sin®, sin(9’+8)' 


- sinA”sin &, sin(p” — ©) 


oder aud) 


Es ift aber auch 
9=py—Ä', 


my —-a, ey 


sin A” sin Osin (@ + ©) 
— sinAsin 8°, sin(0+6@,)' 
sin A sin O’sin( ©" "+9,) 
= ur sn 6,0048”) 
sin A’ sin ©’ sin(9 + 6,), 


_ sin Osin A” sin A OA” 
_ sin ©’ sinA sinAOA” 
— sin @’ sin A’ sin ADA’ 
— sin®, sinA’sinAOA” ' 


9, =A-O9=A+A—- 9 =10 —- (A’tg, 


9, A - mA +AT— 1800 — (Ar), 
9, =" — OB" zA"HA— 1800 — (Ag); 
9-9 zy=-— gp + AzA”+og—g, 
Bu A er u 
y-9=pY pr XzArg"—p; 
g+o,=y+t+A- air og, 

0 +9, zz trtA—gzXry’ —p, 


+0, zpyg A’ — 


Folglich 


A F- 


W sin Sin ( —-) 
e sin(äA+ y’)sun(A”+g—g) ’ 
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ont") 

= Wr glatg gi 

_ smg’sin(A”Fo—g) . 

— margp)sinA+tg—g)'. 
sinpsin(p—A)sin(AFgp'— go”) 

‚— sing sin(p —A”)sin(A’+ yp —(p) | 
— sinA”’sin(A’+p) sin(A+p—p”) ’ 
_ sing”sin(p"—A)sin(A’+-p—p). 
— sinA sin(A+g’) sin(A+p”’—p) ’ 
— _. Sin A sin (p + A) sin(p— —o’+A") 
sin A" sin(p—A’)sin(p'—g"-FA) ’ 
— sin A’sin(p + A”)sin(p’— “ 4 4) 
sin Asin(p—A”)sin(’—gp-F A’) ’ 

t __ sin A” sin(gp’ + A)sin (g’—op-+ A’) - 

— sinA’sin(p’—A)sin(p —g +4)’ 
demnach durch Multiplication: 

— sin ꝙ sing sin gp” | 
FERN” 
__singpsing’ sing” sin(p — A) sin(p —A”)sin(p’—A)'. 

"sin AsinA’ sinA” sin(A+ 9’) sin(A’ + p’) sin(A’”+Y) » 
a” ‚sin A sin A’ sin A” 
— sin (p’— A”) sin(p”—A) ’ 
_ sin(p-+ A”) sin (p’ + A) sin(p” + A’) 
7 sn(p—A’) sin (p—A”) sin(p”—A) " 


m »|e, 


nn 
8 


aa ale ale 


2 
77 


a” 
a’” 


er 
9 +4A"=180° — 6, J —-A=9; 
Y+A=10 - Od, y—-A—@, 
p" + f} — 1800 — 8; 9" A — — 
lglich 


sin ©, sin ©', sin ©”, 
— "sin © sin ©° sin 067° 
sin ®sin ®' sin ©’ = sin ©, sin ©', sin @”, , 
sin Osin © sin 8” = sin(A— 0) sin(A’— O’)sin(A’— 0”), 
[ches der in (12,) bewiefene Satz ift. 
Serner ift 


a — : a“ — sin O, :sinp, 
a’ — 0 :a’ = sin ©, :sing’ , - 
a’— e0":a = sin 8°, :singp” 5 
(glich | 
(a—e) (a —e’)(a”—e”) _ sin ©, sin ©°, sin 8", 
aa’a” —  sinp sinp' sing”. 
_ sin (A+y’)sin(A’+Y”)sin(A’+y). 
u sin p sin y’ sing” ö 
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alſo nach dem Obigen durch Multiplication: 
—-) 
ee e⸗ 
Een TR a’ a” _ 
(a - e) ( - e) a —eN)=eee”; — G-1)=1 
welches der in (11.) bemiefene Sat ift. 

Sollten die Linien AB, AB, A’B" 3. B. fo gezogen we 
den, daß fie fih in einem Punkte fhneiden, und die Air 
9, ©, © einander gleich find (vergl. 15. 6.); fo erhält mai 
aus der.oben bewiefenen Relation | 

__ sin A sin 8’ sin(8"+®,) | 
— sin A’sin ©, sin(p’— 0”) ’ | 
weil O= 0° = ©" ift, fogleih: | 
— sinAsin Osin(9+ A— 0) 
T sinA sin(A— O)sin(A”+ 6 — 6) ’ 


=1, | 





- sinA’sinA” sin{A— © sinA’sinA” , 
1— in unta- 0) — — (ccot 9 —cotA), 
sinA’cosA” + cosA’sin A” | 
sin A/ sin A” | 
= cotA” + cotA’, | 
cot® = cotA + cotA’ + cotA”, 


wie a. a. O. Man fieht hieraus, wie leicht diefer merfririz 
Ausdrud and unfern obigen allgemeinen Relationen folgt. Un 
den beiden andern der obigen entfprechenden Relationen ergieht 
ſich ganz derſelbe Werth von cot O. Beſtimmt man alſo eeth 
oder © auf dieſe Weiſe, fo find die drei in Rede ſtehenden Ril 
tionen, alfo, wie aus dem Obigen folgt, auch die Gleichung 
sin Osin & sin6” = sin ©, sin &, sin 0”, 

erfüllt, und die Linien AB, AB, A’B” ſchneiden fich all i 
einem Punkte (14.). Sollen die finin AB, A’B’, A'B'i 
gezogen werden, daß fie fih in einem Punfte fchneiden, un 
die Winkel AOA = A'OA" = AOA” = 1%0° find, fo hat nu 
nach dem Dbigen die Öleichungen: 


cot® — cotA = 


| 














_ sin® sinA” _ sin © sin A” 

D sin@’,sinA ” sin(A’— @”)sinA 

_ sinO sinA _ sin O’sin A 

— sin®, sinA’ ” sin(A— O)sinA’ ? 

_ sin ©” sinA’ sin ©” sin A’ 

sin ©', sin A” sin(A—@)smA” 
sin (A”— ©”) = PETE sin® 
na = c05s0 — cotA”sinO” = — , 
sin(A— ©) . sin 9’ 
— — = 000 — = — 

— 0 cotA sin © Sind > 
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sind u == 008 O — cotA’sin®’ — eo i 
sin A sin A’ 


ift aber auch - J | 
9 + A’ — 0’ 60%, ! “ 
24 + A”’— 60* 600 
0 A— 09 = 60°; 
z. B. — O + A — 60°, und folglich 
sin(O+ — 
sin A’ 
sin A' cos O — sinA’cotAsin ® 
— sin @cos(A’—60°) + cos ®sin (A’— 60°) , 
Y— sin A cot Atang O= cos (A’— 60°) tang 04 sin (A’— 60°) , 
sin A’ — sin(A’—— 60°) 
ie I Au cotA sin A’ + cos(A’— 60°) 
sin A { sin A’ — sin (A’— 60°) } 
D cosAsinA’ + sinAcos (A’— 60°) 
_  sinA{sinA’-+-cos (A + 30°)} 
— cosA sin A’ -+ sinA sin (A’-+ 30°) * 





cos 9 — cotAsin9 = 


l 
el 9 sin A’(cosA-H sin A)+- sin A cos (A’-60°) -sin(A’ 600% 
cosAsinA’ + sin A cos (A’— 60°) g 
— sin A’(cosA-sin A)+sin A [cos (A’-60°)-Lsin (A’ - Bol, 
cosA sinA’ + sinA cos (A— 60°) 
sin A'cos (45° — A).Y2 + sinAcos(A’— 15°). — 
cosAsinA’ + sinA cos(A’— 60°) 
sin A’sin(45°— A).Y2 + sinAsin (A’— 15°). Y2 
: cosAsinA’ + sin A cos (A’— 60°) 


tang = 
tang = 


1—tang® 


tang (45° — ®) = 7 + tang Ö° 


sin A’ sin(4d5°—A) + sin A sin (A’— 15°) 
sin A’ cos (45° — A) + sinAcos(A’— 15°) " 
chnet man zwei Huͤlfswinkel w und Y aus den Formeln: 


sin A sin (A’— 15°) — sin A cos (A’— 15°) , 
EV = na sın (45° — A)’ ni c0s(45°_A)? 


/ 


ing (45° — O)= 


1+tangy y 

1-+ tang y’ 

=) cos ıy (cosw + sinw) , 
Ber +siny) 

:, 008 w’ cos (45° — y) 

cos cos —y) ' 


tang (45° — 0) = tang (45° — A) 
‘= tang (45° 


| = tang (459 — 
ſt auch 
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tangy __ 
— tang (A’— 15°) cot (45ꝰ - A), 
tangy = tang cot (45° — A)tang (a - 150), 
tangy’ = tangy tang (45° — A)cot(A’— 15°). 
Hat man ©, fo ergeben fih © nnd © unmittelbar ui 
Formeln | 
60 =9+A—-60, 0" = 9—A+65. | 
Man hat hierbei überhaupt (17.) zu vergleichen. 


19, Sehr viele merkwürdige Eigenfchaften bieten auf 
Kreife dar, von denen die Seiten eines Dreiecks berührt m 
deren ed, wie man durch eine einfache geometrifche DBetrad 
ſich leicht überzeugt, jederzeit vier giebt, einen innern un 
äußere. In Fig. ift C das gegebene Dreieck, 0 
Mittelpunkt des innern berührenden Kreifes. Die Nittel 
der drei dnßern Kreife find 0°, O“, 0”, umd es erhellt I 
daß 0’, 0”, 0", die Spigen eines Dreieds 000 i 
deffen Seiten die Außenwinkel des gegebenen Dreicds halkı 
Die berührenden Kreife ſelbſt ſollen im Folgenden der Küye ns 
bloß durch ihre Mittelpunfte bezeichnet werden. Die Ham 
der Kreife, O, 0%, 0", OT”. feyen vefpeckive-E, 0,0, 
Die Urea des Dreiecks fey immer = 4. Es iſt immer 


21 
e(a+b+c) = 2dJ,e = FETT . 














Alfo _ 
_ Ysts—a)(s—bj (s—c) 
—-e nn, 
oder 


: — — — 


Der Halbmeſſer des um das Dreieck beſchriebenen Kreiſes In 
ſo iſt offenbar, da der Centriwinkel jederzeit doppelt fo gu 
wie der Peripheriewinfel auf demfelben Bogen, 
: a b c 
— — 2sinB — Zsinc' 





r 


Aber bekanntlich 





sinA = — Ys(@—a) 6—b) ec) 3 
Alfo | | 
en 

—4Ysc—a)s—b)e—ec). 
Folglich 

— abe _ abc 

N Tarbre ' 
Auch iſt 


r(sinA + sin B4 sin C) — 5. 
Aber (Trigonometrie. 18.) 


sinA+ sin B4 sinC = AcostA cos Ib cos 40- 
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ſo 
Arcos4A cos 4B cosiC = s, 
‚immer 8 den halben Umfang des Dreiecks bezeichnet. Alſo 
r Is sec MA sec4B sec!C. 


ch dem Obigen iſt 
abe 


— abe 
—7 

h k h’, h” die auf die Seiten a, b, e gefällten Perpendis 

ſo iſt | 


hh’h” — — « 


glich 
hi’, 


hh’h” = =, A= -Yırhh’h”. 
ch dem Vorhergehenden iſt 
abc = 8r? sinA sinBsinC. 
d 


glich auch 

‘es = Arecos$A cos4B cos$C — ?r? sinA sinB sinC, 
2 _ _ sinA sinB sinC 

r  cos+A cos#B cosiC 


* — Asin4A sin!B siniC ; 


= ?r?sinAsinBsinC. 
= 8sin$A siniB siniC , 


e nad) Trigonometrie (18.) 
- —= cosA+cosB-+cosC—1, —* = cosA4+cosB4-cosC . 


» audy nad) dem Obigen 
— cosA +cosB-+ cos C 
er nA + sinB-+ sinC 
h ift nach dem Obigen 
re(inA+sinB+sinC)=e=4; 


z = sin A + sinB + sinC , 
: nad) Trigonometrie (18.) 
* = cos#A.cos4B.cos4C . 
ch dem Dbigen ift 
Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. J. Aaa 


7132 | Dreieck, 


s?sinAsinBsin € 


4 = A sinAsin Beine geos TA? cos 4B? cos}C? ° 


d. i. 
A= s?tang4A tang$4B tang; C » 
Auch iſt | nn ———— 
es Aro cos$A cos4B cos} = Benpaiimeit ; 
alfo 
4? —abcs cos}A cos+Bcos4Ctang$A tangzBtang}C , 
d. 
A= Yabcssin4Asin4BsiniC . 
Auch ift 


s? tang SA tang ᷣB tang 0 — abccos}A coszB coszC , 


"abe cos 4A cos4B cos 1C 
tang A tang+B tangiC 
s’tang+Atang4Btang 4C 
cos4A cos4Bcos}4C Ä 

Mittelft dieſer Formeln kann man die Summe der Seiten us 
ihrem Producte finden, und umgefehrt, wenn nur noch die Br 
fel des Dreiecks ald befannt angenommen werden. Sind ae 
a, b, c; a’, b', e' die Seiten ziveier Ähnlichen Dreieckt ut 
abe=p,a+tfb+e=% abe=p,atb+re —%; 

a 3 3 
fo it imma = = >, ps’ = ps’, oder aud), wenn m 
die ganzen Seitenfummen durch S und S bezeichnen, PS = 

’ 3 — r 3 ‘ 
pS’,Sypp=Srp. | 
Mir wollen nun noch die Entfernung des Mittelpuntts de 
eingefchriebenen Kreifes von dem Mittelpunfte des um das Dreit 
beſchriebenen Kreifeg zu beftimmen fuchen. Sey daher in Fig- *. 
O der Mittelpunkt des eingeſchriebenen, O der Mittelpunkt de 
um das Dreieck beſchriebenen Kreiſes, alfo AU — AU r, wi 
wir A’O auf BC fenfrecdyt annehmen. Ferner ſey auh OD=: 
auf AC fenfrecht. AO halbirt den Bogen BC, AO hub 
den Winfel BAC, verlängert alfo, aud) den Bogen BE. I 
it AOA eine gerade Linie, AOA ein gleichſchenkliges Detut 
Zieht man A’C, fo it BCA’—=BAA —=+A, 00A = A+ 
Aber offenbar au COA—4A+4C, Afo AC=A! 
Im gleichſchenkligen Dreied AoA iſt nach dem pythagoraͤiſhe 
Lehrſatze, wenn 00 auf AA ſenkrecht iſt, | 
A’02 = 002? + A’0? = 00? + A’0’? — Oo’? 

— 00? + (40 +00°)(A’0’— 00’) 

= 00? + AO0.AO = 00°? + A’C.AO. 
Die Dreiecke AOD, A’Ca find offenbar einander ähnlich); af 

Na:AC=DO:A0O 3; 

aber, wie ebenfalls Leicht erhellet: 
Aa:AC=A'C:AB; 


5 m 


abe — 
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lglich ‚. At:AB’=DO:AO, 

AC.AO =AB.DO = ai : 
fo nach dem Dbigen | 

r? = 00°? + 2re, 00? = r?—2re, 00 = Yıtr2). 

inen anafytifchen Beweis diefer merfwürdigen Formel f. Trigo- 
‚metrie (21.). 

Wir ehren nun wieder zu den drei Kreifen, welche das Dreieck 
ißerhalb berühren, zuruͤck. Es ift offenbar 

ae tang {90° —} (180°. B)} + e'tang we + (180° — 6) } 

= ’(tang4B +tangyC). 
olglich, nugleich mit gehoͤriger Vertauſchung der Buchſtaben: 


a cos ꝓB cos 40 a cos ꝓB cos 20 








— ung HB Fuge in(B+C) "oh 
— b __beos}Ccos$A b cos 0 costA 
emr⸗t — ATInA(CA A) os € 
” __ecos4Acos}B _ccos#A cos}B 
ee reg” sint(A+B) — cosi6 
ber nach Trigonometrie (16.) | 
cos4B cos3C __ r 4 
4A ala aG-a)' 

olglich 








4, _A yo — 
8. Fu) A ns = DE DE er 


eo’ eo” ,* — 42, A= — Yoee’g”. 
ach dem Obigen ift alfo auch 


ee’ e”e” — abessin4AsiniB sin}C . 


ud) folge aus dem Obigen unmittelbar 


oe” eg” = abccos4A cos 4B cos4C . 


olglich auch 
oe = stang!A tang;BtangzC. 
erner ift auch nad) Trigonometrie (16.) 
d4=Ys(s—a)(s—b)(s— e 


—b 
= = 8(0—) re ee — s(s—a)tangsA ; 
(fo | ur 
i oe =stang!A, e"=stangzB, ge" =s tang;C . 
olglich 


+04" - e=s(tangtA-Htang4B-+tang;3C-tangzA tang+B tang 40). 
Iber, weil zA+4B + 40 = XP if, | 
: _sinz(A+B) _ cos1C 
tangzA + tangıB = o., }Acos!B  cos4A costB ’ 


Aaa2 


' 
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_ e0s4C? 4 cos 4a cor$B sin 3 

tangz3A +tangsB-Hiang5t = — HA cos }B css:C 

1 + (costA cos4B — sin}C)sin}C 
cos4A cos4B cos 40 
— cos 44 cos B — cos+(A-+B) }siniC 
cos2A cos4B cos}C 
_1 + sin2Asin4B sin4C 
cos4}A cos4B cos}C 

= tang!A tang B tang 40 + secyA seciB sec:cC. 


Folglich 

ete"re”"—o = ssec!A > seciC . 
Nach dem DObigen ift aber 

* seciA sec B sec 30 = * 


— 


Folglich 
ehren, tt te Te 1 —, 
Auch iſt | | 
e'e"e” = s?tang$Atang!BtangiC . 

Nach dem Dbigen aber 

tang3A tang3BtangiC = = . 
Alſo 

ee 4, 4* 
Auch iſt nach dem Obigen 


ET — LE Zaun. 


Folglich) 

e—e=atangiA, e"—e=btang;B, e"—e=ctang:B; 
(e’—e) (e"—e) (e”—g) = ahctang}Atang B tangiC, 
d. i. nach dem Dbigen 


(—e)le"— le” — 


= 52 


oder 


Ede le—d= l 


Ne —e) (ee) (ee) = —yr . 


Auch ift 42 = o?s?. Folglich) 
(e -e) - )CGe —e) = Are? 


EAENE-)=& 


Nach dem Dbigen ift aber 
Sg LTE Te 
e 


mas 1 ® 
Alſo ift immer 
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ete’+e” — — (-)€ -1)(£ 1). 
ntwickel ne dad roduct auf der rechten Seite ; fo erhält 
an die merfivärdige Gleichung: 
| el tree tree”). 
fo ift auch immer 
ul 2) +20 e (ehe +”), 
£ * = 4 i (tete)? — (@2+"e”)}. 
tehrere Relationen diefer Art aufzufuchen, würde ung bier zu 
eit führen. 
Der Inhalt des Dreiecks —R ſey ⸗A, ſo iſt offenbar 
.#=4-+ (at be” + ce‘ 7 A 
i. nad) dem Dbigen 


a b 
4 = Alt et) 
4.2 (s-a) (s-b) (8-0) 4 a (s-b) (s-c) +b (s-a) (s-c) +c(s-a) (sb). 
2(s—a)(s—b)(s—c) . 
PR deenio) Kane), + s(s—a)(s—c) + Se 2 lad.) A 
2(s—a)(s—b)(s— c) 
obei man fid) das doppelte erſte Glied des Zählers in zwei 
heile zerlegt, und diefe Theile. mit dem vierten und dritten 
‚liede des Zählers vereinigt denkt. Ferner ergiebt fich leicht 
ee ar 
+sas—b) — ac(s—b) 
4 = 4. aa b)B—e) 
— (s — b) 4s - (a+c)s? + abc 
2(s—a)(s—b)(s—c) 
28° — (atb+c)s? + abc 








-z 


i., weil a+-b+o=2 if: 
— abe⸗4⸗ 
26—a)(s—b)(s—c) " 
ber F | 
| = (—a)(s—b)(s—c). 
fo 


ds abes — &be (a 2 b+ ) 


| 2a 
der, bloß in den drei. Seiten auSgenrict: 
N = }abc 


zach dem Dbigen ift — —J 


abe 
756 


736 Dreieck. 


olgli 
Solglich IS =Uıs—rl(larb+e), 
eine fehr einfache Formel für 4. 

Noch verfchiedene andere Bemerfungen über de vier ini 
ftehenden Kreife f. m. in Erelle?’s mathe. Auffägen. Li 
lin. 1821. ©. 165, 

20. Sey jeßt wieder in das Dreief ABC (Fig. 35.) i 
Kreis befchrieben, und O deflen Mittelpunft. Ferier ſeyen 
die Räume Abac, Cayb, Beßa drei Kreife befchreben, mild 
je zwei Seiten des Dreiecks ABU und den in dafjılbe befän: 
benen Kreis berühren. O0, 0, Q -fegen die Mittelsunfte vidk 
Kreife, und E, E',.@ die Halbmeffer derfelben, Der Hu 
meffer. des. in das Dreieck befchriebenen Kreifes ſer jegt =". 
Es ift offenbar | 

z —— 1—sin!A 
r=— AO .sin;A, AO = — 7* Aa = — r 

Ferner ift on 
1—sin1A 
| cos 
und, wenn man ſich nO gezogen denkt, offenbar 

0a = e = ha .tang}{90° — 4A) — na.tang (45° — 4A). 
Aber 


ne = Ac.tang!A = 


7 





1- in 4. 
o — — —— 
tang (45° — 44) T cCosA 
Folglich — | Er 
_ fl-sin} _ J _ — sini 
KT costA ) ‚r=rtang (45° wel j 


Da man r und sin4A durd) die Seiten des gegebenen Dreck‘ 
ausdrücken kann, fo würde man auch E leicht durch die Cat 
darftellen Finnen. Die analogen Formeln für g und g ll 
fi) leicht entwickeln. Ferner,erhält man leicht: 


2Yre r— 














s r— | 
sinyA = For cos — tang A = — 
4 er ; s ' Yre’ | — Ä 
sin1B = — cos!B = et tang+B — ; 
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. r— 0" . 2 Yro” r—o 
| sın ;C =; cos}4C = — a 


Mittelft der in Trigonometrie (18.) bewieſenen Relationen ind 
fidy Hieraus mehrerer Relationen zwifhen r, @,, @r © umd N 
Winkeln des Dreiecke ableiten laſſen. Nach Goniometrie (.)! 
| tangtA tang!B + tang!A tangiC + tangiB tang; C = 1, 
alfo immer | | . 
G=o)(r—e) , re (r—e”) + G=)e-e) zu. 
ar Ye” Are” ArYee" 


Duodecimal: Syſtem. | 737 


e)L-Y HE) E-e) Te +r-e)(r-e")Yo=ArYoee” , 
)= (Ye+Ye+re)r | 

—t@+e Yetlet Ye Hetero +4Y Te 

+ eereteeYeteeYe” - 
ttelſt diefer quadratifchen Gleichung läßt ſich z. B. x aus 
, finden. 


Es iſt offenbar 


J ser un. tsins(B+C) _ _rcostA 
a=r(ootjB-Foots0)= Ant — ainiBaingG 


o 
_ 2r(r te )(e+e”)Yre 
— TEHIAC—EIT—E”) 
p — richte te”)Vre 
— G=oleH+e)(r—e”) 
2r(r+e)(r+e')Yre” 
(Fr e)(r—e)(r+e”) . 
durch die Seiten des Dreiecks a, b, c aus r, 0,0," 
unden werden fünnen, 


Ueber die Malfattifche Aufgabe f. m. den Artikel Anwen⸗ 
ng der Analyſis auf die Geometrie (24.) i. d. Z. 


Duodecimal⸗Syſtem, ſ. Dodefabif. 


— 





Einige Berichtigungen. 


112. 3. : ſteht 44 zu hoch. 
174. — Ren 


176. — 10. fl. 25 33 t u 3 a + 


288. — 14. — — en + 
369, — 15, v. u, fireihe man m. am Ende der Zeile, 
408, zwiſchen 3. 15. u. 16, iſt nod) einzuſchalten Charakteriſtik ein— 
gehuͤllter Flaͤchen, f. Einhuͤllende Curven und Flaͤchen 
1 


(11.) i. d. 

450. 3. 3. v. pätte flatt auf Mittel (11.) auch auf Differentialrechnung 
(28.) i. 3. verwieſen werden koͤnnen. 

455. —— 19. vu ft, z ſ. m. 

513, zwiſchen 3. 11, u. 12. eine Reihe Punkte. 

577, 3, 16, v. u. ſt. An—1.57 —1 ul m, Ayo _—1 . 

610, — 5. v. u, tilge man = = Ende der Zeile, 


“> 
/ 


Einige nachträgliche Berichtigungen zum fünften Theile. 


10. v. u. fl. X ſ. m. Xõx. 

8. v. u. hinter i ſchalte man = Ox ein, 

A, ftreihe man Summen der, 

2. ſt. X ſ. m. Xox, 
14. ft. X ſ. m. Xox, 

6, v. u. fl. vou f. m. von; A. bes erften X f. m. Töx, ſt da 

weiten X ſ. m. x. 

6. ft. X f. m. Xöx a 

9, ft. uur ſ. m. nur, 

8. v. u. ft. a—b b—c-+d f. m. ned : 
16. ft. costa f, m. cos}a, 

2 hinter ſchon fchalte man 1808 ein. 


Bei der Aufgabe in (76.) ift auch sinc= — 


mittelbar aus b und £ gefunden — 

3. 17. ft. Trignnometrie ſ. m. Trigonometrie. 

— 2,0. u füge man hinter Bahl bei: oder der Heinen 
negativ. 

Am Ende von Num. 10, ift zu bemerken: Für p=19 wird de 
Eleinere der obigen Gränzen negativ. Alſo a man auf 
— 220 — Dies giebt 72, y=5, ı=), 

u ft. Artt ſ. m. A 

6. rn des erften x ſ. Rs y, 

3. v. u. fl. Differentiolquotienten . m. Differentials und 
u. füge man der Formel hinten Ox ald Factor bei. 

15, füge man der Formel hinten Ox ald Factor bei, und N 
ſ. m. Differentials ft. Differentialquotienten. 


3. v. uf SI +f. "m=- 


) 


Arıe,, 


— wedurch c ur 


3. 3 


— 


— 


3. ſ. m, in der Formel 


10. ſt. quod ſ. m. quot. 

3. ſt. welcher ſ. m. welchen. 

4. v. u. ſ. m. im Zaͤhler — — des erſten +. 
— 13, zwiſchen ZEDG ZEDG, m. =, 
oben fl, Vieldiger ſ. m. Vieleckiger. 

fl, e-t? ſ. m. e-t? ot, 

ft. denn f. m, dann, 


—1173,— 7 ft, arc ſ. m. ars, 
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